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Processos Estocasticos

Um processo estocdstico X = {X (t),t eT } € uma colecdo de varidveis
aleatdrias. Ou seja, para cada t no conjunto de indices T, X(t) € uma varidvel
aleatoria. Geralmente t € interpretado como tempo e X(t) é chamado de estado do
processo no tempo t. Uma realizacdo de X(t) num intervalo de tempo ¢ chamada
de amostra de caminho (sample path).

Quando o conjunto de indices T € um conjunto contavel, temos um processo
estocdstico em tempo discreto. Se esse conjunto for continuo, o processo serd um
processo estocastico continuo.

Os processos estocdsticos podem ser classificados da seguinte maneira:

® Processos estaciondrios: as propriedades estatisticas; média e variancia,

da varidvel sdo constantes; e
® Processos ndo estaciondrios: o valor esperado da varidvel aleatdria pode

crescer sem limite e sua variancia, T anos a frente, aumenta com T.

Uma definicdo mais formal poderia ser dada da seguinte forma: um
processo estocastico € definido por uma lei de probabilidade de evolugdo da
varidvel X(t), a varidvel X a cada tempo t. Ou seja, para os tempos tq { tp ( t3,
etc., € possivel calcular a probabilidade correspondente aos valores x1, x2, x3,
etc., estarem em um intervalo especifico, por exemplo:

prob (al <X1 <bj,an <X2 <X9 ,)

Sendo assim, quando o tempo t1 chegar e o atual valor de X1 for observado,
¢ possivel ter a condi¢do de probabilidade de futuros eventos com essa

informacao.
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Pode-se ver um processo estocastico X(t) como uma previsdo de E[X(t)]

mais um erro dessa previsao, ou seja:

X(t) = E[X(t)] + erro(t) eq. (1)

Com isso faz-se necessdrio calcular para cada processo estocdstico sua

tendéncia e sua volatilidade.

6.1.
Principais Processos Estocasticos

A seguir serdo apresentados os principais processos estocdsticos utilizados
para simular os precos, dentre eles estio o Movimento Geométrico Browniano e o
Movimento de Reversdo a Média.

6.1.1.
Processo de Markov

Este € um tipo de processo estocastico onde somente o valor corrente de
uma varidvel € relevante para prever o futuro, a propriedade de Markov nos diz
que a distribuicdo de probabilidades dos precos em qualquer tempo no futuro
depende tnica e exclusivamente do prego atual. Sua vantagem € que ele simplifica
a andlise de processos estocasticos.

Uma definicdo mais formal: considere um processo em tempo discreto

in , X2,...,Xt j com distribui¢do de probabilidade conjunta F (xl,xz,...,xt ).

Este processo é considerado de Markov se as suas probabilidades condicionais

satisfazem as seguintes propriedades:

P(X 18 S X485/ XpoenX] )= P(X (45 S X(15/x¢)

Onde, P (. /1), representa a probabilidade condicional ao conjunto de
informacdes 1.

Esse processo € considerado importante para o mercado financeiro, pois
neste ambiente considera-se que todas as informacdes passadas sobre o preco de

um determinado ativo estdo contidas no valor atual do mesmo. Sendo assim
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qualquer previsdao do futuro serd baseada somente no valor corrente do ativo,
desconsiderando os valores anteriores.

Serd visto que o Random Walk, o AR (1) e o Processo de Wiener sao
chamados de processo de Markov, pois satisfazem sua propriedade.

6.1.2.

Random Walk

Este € um processo em tempo discreto e estado discreto, nesse tipo de
processo X € uma varidvel aleatéria e X ( € conhecida em t=0.

O comportamento se X  pode ser descrito da seguinte forma: X { assume

saltos de tamanho 1 para cima ou para baixo, sempre com probabilidade 1/2, e

estes sdo independentes entre si.
Como os saltos sdo independentes pode-se descrever a dinamica de X ¢ da

seguinte forma:

Xl‘ = Xl‘—l +€l‘ eq' (2)

Onde & € uma varidvel aleatéria com a seguinte distribuicdo de

probabilidade:

prob (e; =1)=prob(g; = —1):%

A distribuic@o de probabilidade de Xt pode ser encontrada na distribuicio
binomial. Onde para t passos a probabilidade de se terem n saltos negativos e,

consequentemente, t-n saltos positivos €:
t 1 n 1 t—n t B
—|l1-= =| |27t
n)\2 2 n

Se xo = 0 entdo o valor esperado de X ( € igual a zero, pois a probabilidade
de subida e descida é a mesma:

Eg(x¢)=0

Podemos verificar pela equagdo (2) que esse processo satisfaz a propriedade

de Markov, pois a distribuicdo de probabilidade de X (;; depende somente da
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distribuicdo de X no tempo t. Por exemplo, se X { =6, entdo X (4 s podera ser 5
ou 7, tendo cada possibilidade iguais chances de ocorrer. Os valores X (1, X (2,

etc. sdo irrelevantes uma vez que sabemos X ;.

Uma possivel generalizacdo desse processo poderia ser feita alterando os

valores de p e g, onde q= 1-p. Caso p > q, ter-se-ia um random walk com drift, e
Eg(x:))0.

Outra generalizacdo seria fazer com que o tamanho do salto em cada t fosse
uma variavel aleatoria continua. Caso esse salto tenha uma distribuicdo normal
com média zero e desvio padrdo o, o processo é conhecido como processo
estocdstico em tempo continuo e estado discreto, € um exemplo desse tipo de
processo sera visto a seguir.

6.1.3.
Processo Autoregressivo de Primeira Ordem (AR 1)

Esse tipo de processo estocastico é em tempo discreto e varidvel continua, e
€ um processo de Reversdao a Média, pois X no longo prazo tende a um valor
constante.

A dinamica de Xt pode ser escrita da seguinte forma:

X, =0+ px_, + &, eq. (3)

Onde:

® p e §sdo constantes,
e -1<p<l,

o E~N(0,).

Pela equacdo (3) podemos verificar que esse processo satisfaz a propriedade
de Markov de maneira similar a que foi vista no processo Random Walk.
O valor esperado de X, de longo prazo sera:
)

Ep (Xn):ﬁ
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6.1.4.
Processo de Wiener

O Processo de Wiener, também conhecido como Movimento Browniano, é

um processo de tempo continuo e possui trés propriedades importantes:

e E um processo de Markov (mais adiante serd visto o porqué dessa
afirmacgdo), assim tudo o que se precisa saber para fazer uma boa
previsao do valor futuro da varidvel € a sua distribuicao de probabilidade
e o seu valor atual;

¢ Possui incrementos independentes; e

e Mudancas sobre qualquer intervalo de tempo sdo normalmente

distribuidas, com uma varidncia que aumenta linearmente com o

intervalo de tempo, ou seja, € um processo estocdstico nao estaciondrio.

Mais formalmente, seja uma varidvel aleatéria Z que segue um processo de

Wiener, entdo ela possui as seguintes propriedades:
e Arelagdo entre AZ e At € dada por:AZ=¢gvAt, onde &~ N(0 1);

€

® A varidvel aleatéria &; ndo possui correlacdo serial, ou seja,
E(St,es)=0,para t#s. Dessa forma, os valores de AZ para

quaisquer intervalos diferentes sdao independentes, de forma que Z(t)

segue um processo de Markov.

Dessa propriedade segue que, AZ tem distribui¢do normal com média 0 e
variancia igual a At, ou seja, pode-se concluir que os incrementos seguem uma
distribuicdo normal com os pardmetros, AZ ~ N (0, At).

Se considerarmos um intervalo de tempo At — 0, o incremento do processo

de Wiener pode ser representado em tempo continuo:

dz 8\/_ eq. (4)
E(dz)=0

Var(dz)=dt < dz~N(0,dt)

o(dz)= Jdt
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Uma observacado importante € o fato desse processo ndo possuir derivada em

relacdo ao tempo no sentido convencional; ou seja:

% =dz =¢, Jdt = g (dt)"* = que tende ao infinito quando At se
1

aproxima de 0.

6.1.5.
Movimento Browniano com Drift ou Movimento de Wiener
generalizado (Movimento Aritmético Browniano)

O processo de Wiener Generalizado, também conhecido como Movimento
Browniano com drift para uma varidvel x pode ser definido em termos de dz pela

seguinte expressao:

dx =oadt+odz eq. (5)

Onde:

e dz: é o incremento de Wiener, definido acima;

e o: ¢é a tendéncia do processo, que representa a certeza, pois surge do
produto de dois valores conhecidos (que nesse caso € constante); €

e o: ¢ a volatilidade do parametro, que representa a incerteza, pois resulta
da multiplicacio de um valor conhecido por um valor aleatério (que

também € constante).

A mudanca em X, denotada por dx, no intervalo de tempo At ¢

E(Ax) = o At

normalmente distribuida e tem , e a variancia é V(Ax) = 62 At.

Assim:

AX ~N (a At, G\/A_t)
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6.1.6.
Movimento Browniano Generalizado - o Processo de Ito

No Movimento Browniano estudado acima, o oe 0 G eram constantes.
Porém o que ocorreria caso esses parametros nao fossem constantes? Como
ficaria a média e a variancia desse processo?

A generalizagdo do Movimento Browniano € dada pela equacao abaixo:

dx =a(x, t)dt+b(x, t)dz eq. (6)

Onde:
e dz : incremento de Wiener,
o a(x,t) eb (X,t) :funcdes (ndo-aleatdrias) conhecidas.

¢ ae b: sdo respectivamente do drift e a variadncia, porém agora sao fungoes

do tempo e do estado atuais.

A média e a variincia de dx sdo calculadas a seguir:

E(dx )=a(x,t)
Var(dx )=[b (x,t)]2 dt

Os parametros a (X,t) eb (X,t) sdo respectivamente, a taxa instantanea de

crescimento esperada e a taxa instantanea de variancia esperada.

6.1.7.
Movimento Geométrico Browniano (MGB)

E um caso particular de Processo de Ito, geralmente é o processo utilizado
para modelar preco de agOes, taxas de juros, precos de produtos e outras varidveis
financeiras e econdmicas.

Uma importante generalizacdo da equacao (6) € vista a seguir:

dx=axdt+oxdz eq. (7)
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Foi visto no processo de Wiener Generalizado que as mudangas percentuais

em X, dx/x tem distribuicdo Normal com parametros (o, ).

Se x (t) tem distribuic@o log-normal, entdo F(x) = In x terd uma distribui¢ao

normal. Expandindo F por Taylor:

oF oF 1 0°F

dF = —dt + —dx + — dx?*(9
ot ox X 2 0x? x°)
Onde :
JOF 1 0°F 1
— = . (10 =—— eq. (11
aXXeq() 2 XZeq()

oF
—=0 eq. (12
o eq. (12)

Substituin do (10), (11) e (12) em (9) teremos :

cu?:ldx—lz(dx)2 eq. (13)
X X

Onde : dx = (o x dt + o x dz)

Susbtituin  do (14) em (13) :

eq. (14)

dF:L(ax dt+0xdz)—%((xx dt+0xdz)2
X X

dF = adt + odz —

X2

dF = o dt + o dz -%szt

dF

(a-chjdt + 0 dz
2

Lembrando que :

(dz )’ = (s\/E)Z = g’dt
Var (e)=E(?)-E2(e) =1
E(e2dt)=dt E(e?)=dt

Var (¢7dt )= dt>Var (¢?)=0

(@’x2dt> +2 a o dt dz + 6’x2dz?)

Pois & ~ N(0,1)
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Considerando o seguinte intervalo de tempo (0, T), fazendo:
e x(T)=xr
e X (O) = XO

Em seguida substituindo no valor de F(x), encontra-se:

2
Fx, )— F(x, ) ~ N|Ioc-02 JT,,UZT}

2
F(x,) ~N |:F(x0 )+ (a-az J T ,UZT}

Como: F(x,)=Inx,

Inx, ~ N|Inx,+ a—% T,,GzT

ApOs algumas substituicdes de varidveis chega-se ao valor esperado de Xre

a sua variancia:

E(x;)=xye "

Var (x;)=x," e ** T(e‘TZT —Ij

Uma observacdo importante € que a variancia cresce (sem limites) com o

horizonte temporal, ou seja, se T —> o0 = Var(XT)—><><>. E a tendéncia ¢é

exponencial de crescimento ou de queda.

e 0 ¢ atendéncia do processo (que nesse caso é constante); e

e G: ¢ avolatilidade do parAmetro (que também é constante).
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Variancia cresce com o

horizonte de previsio Distribuigdo de
probabilidade log-

normal

[
»

Evolucio de x,

Tendéncia (aqui o > 0)

t5

¥

Tempo

Figura 6.1: Gréfico da variancia no Movimento Geométrico Browniano
Fonte: http://www.puc-rio.br/marco.ind/

6.1.8.
Processo de Reversio a Média

Pelo MGB visto acima o valor previsto tende a divergir do seu valor
original, dado que o processo apresenta uma tendéncia exponencial de
crescimento ou de queda. Existem processos que podem ser modelados por esse
movimento, um deles € o preco de ativos especulativos.

A equacdo que define esse processo é dada por:

dx=n (x—x)dt+odz eq. (15)

Onde:

e dz: incremento de Wiener;

e M. velocidade de reversio a média, este parametro indica a velocidade

com que o processo tende a voltar para o valor médio; e

e X:nivel normal de x (o nivel para o qual x tende a reverter).
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Este processo também € um processo de Markov, porém niao possui

incrementos de Wiener (dado que a varidncia de x depende da diferenca ente X e

X).
O valor esperado de x é:
E(x()=x - (x - x e 7 ~10) eq. (16)
A variancia é dada pela seguinte equacao:
2
Var (xt)zc—(l—e_2n (to _t)) eq. (17)
2n
O préximo passo € verificar o que ocorre com o valor esperado de x quando
t —>o0:

lim E(xy ) = lim| x  (x, - X)l}

=x - (x, - x) lim _eiT}

— 1
Quando :T—)oo,e"T—>ooe(x0—x)enT—>0.
Jdim E(x )= x eq.  (18)

Ou seja, diferente do que ocorre no MGB, no MRM o valor esperado tende

para a média de longo prazo e a varidncia tende para (¢”/2*n).
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Figura 6.2: Gréfico da variancia no Movimento de Reversdo a Média
Fonte: http://www.puc-rio.br/marco.ind/

6.2.
Simulacao de Monte Carlo do preco do petréleo

O método de Monte Carlo € uma expressdao muito geral, onde as formas de
investigacdo estdo baseadas no uso de nimeros fortuitos e estatistica de
probabilidade. Pode-se verificar a utilizagdo de tal método em diversas areas,
como economia, fisica, quimica, medicina entre outras. Para que uma Simulagdo
de Monte Carlo esteja presente em um estudo basta que este faca uso de numeros
aleatdrios na verificacao de algum problema.

O método leva este nome devido a famosa roleta de Monte Carlo, no
Principado de Monaco. Seu nome bem como o desenvolvimento sistematico do
método data de 1944, quando da Segunda Grande Guerra, época em que foi usado
como ferramenta de pesquisa para o desenvolvimento da bomba atdomica. Porém,
existem alguns registros isolados de sua utilizacdo em datas bem anteriores; por
exemplo: pela segunda metade do século XIX varias pessoas executaram
experiéncias nas quais lancavam setas, de uma maneira fortuita, sobre uma tabua
onde havia um conjunto de linhas paralelas e deduziram o valor de Pi =3,14...,
observando o nimero de intersecdes entre as setas e linhas. Os primeiros estudos
envolvendo Simulacdo de Monte Carlo e avaliacdo de investimentos de capital
foram feitos por David B. Hertz e publicados em um artigo na revista Havard

Business Review em 1964.
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Para a construcio de um modelo do fluxo de caixa, fazendo uso da

Simulag@o de Monte Carlo, segue-se uma seqii€ncia ldgica, conforme abaixo:

Construir um modelo basico das variagdes dos fluxos de caixa futuros,
provocados pela variacdo dos precos dos insumos e produtos finais.

Para toda a variavel que puder assumir diversos valores elaborar sua
distribuicao de probabilidade acumulativa correspondente.

Especificar a relacdo entre as varidveis de entrada a fim de se calcular o
VPL do investimento.

Selecionar, ao acaso, os valores das varidveis, conforme sua
probabilidade de ocorréncia, para assim, calcular o valor presente liquido.
Repetir esta operacdo muitas vezes, até que se obtenha uma distribuicao

de probabilidade do VPL.

Repetir | I
QERAR GEFAR
NUMEERO NUMERO
ALEATORIO ALEATORIO
Frobabilidade | Probabilidade
Aomualada Acundada
Enmada de Caixa Saids e Caba
| |
Modelo Matematico
WVPL = Valor atual da Entrada de Caixa — Valor Amal de Saida de Caixa

Probabilidade

Walor Presente Liguide (VEL)

Figura 6.3: Ilustracdo da SMC
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Para simular o preco do petréleo serd usado o MRM. A equacdo de

simulacdo € apresentada a seguir:

2

= 1- —2nA
P& =exp{lIn(P ., expl—nAtl+[In(P) (1 —expl—nAt)] - [(1- exp[~2nAt]) 4"—” +o [ BN

€q. (19) (Fonte: http://www.puc-rio.br/marco.ind).

Onde:
o P : média de longo prazo
e ": velocidade de reversio

e O : yolatilidade

Os termos da equacdo 19 possuem e a seguinte interpretacdo: os dois
primeiros representam o drift cujos pesos sdo o valor inicial e a média de longo

prazo, € o quarto termo representa O termo estoC4stico (Fonte: http:/www.puc-
rio.br/marco.ind).

A simulacdo do preco real usando a equagdo acima serd feita por
amostragem de um modelo de distribui¢cdo normal N (0.1). A partir dai obtém-se
os valores correspondentes de Pt.

Para calcular os parametros primeiro calculam-se os parametros da

regressdo: Ln(P)—Ln(P_,)=a+b Ln(P_,)+e,. Em seguida calcula-se cada um

deles conforme as equacdes: P=—=. n= —10g(1+l;) e 6=6,

S| Qo

6, € o desvio-padrdo da regressao.

O primeiro célculo dos parametros foi feito utilizando uma série anual do
preco do Brent, em U$/barril, do periodo compreendido entre o ano de 1982 e

2009 (ao todo 28 anos).
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Figura 6.4: Preco do Brent (U$/bbl) _ 1982/2009
Fonte: http://www.ipeadata.gov.br/

Pela andlise do grifico pode-se verificar que o maior preco do petréleo
ocorreu no ano de 2008, chegando a atingir o valor de U$ 96,94/ bbl, tendo o
menor valor, U$ 12,76/ bbl, ocorrido no ano de 1998.

Foi feita uma andlise do tamanho e da freqii€ncia dos jumps que ocorreram
no periodo considerado. O maior jump ocorreu do ano de 1999 para o ano de
2000, onde o pre¢o aumentou cerca de 38%, e o menor jump ocorreu do ano de
1985 para o ano de 1986, onde o prego caiu cerda de 93%. A probabilidade de um
Jjump maior ou igual a 10% ocorrer, no periodo em estudo, é de 44%, e a
probabilidade de um jump maior ou igual a -10% ocorrer € de 26%.

Para que os pardmetros ndo reflitam o efeito da inflacdo (no caso a série
pode apresentar uma tendéncia de crescimento devida a inflacdo) esta foi
deflacionada com o Producer Price Indice (PPI). A Figura 6.5 contem a série

nominal e a série real do Brent, para o periodo de 1982/2009.
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P Brent (U$/bbl
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Figura 6.5: Série real e nominal do Brent _ 1982/2009
Fonte: elaboragdo prépria

Através da analise da série real o maior valor que o Brent atingiu foi U$
88,41/bbl no ano de 2008, e o menor valor foi U$ 17,31/bbl no ano de 1998. Em
relacdo aos jumps o maior ocorreu mais uma vez do ano 1999 para o ano 2000, o
mudando somente a sua intensidade, que agora foi de 34%, e o menor jump foi
87%, mais uma vez do ano de 1985 para o ano de 1986.

A taxa de desconto utilizada para cdlculo do valor presente liquido do

projeto € de 9,18 % ao ano, € a taxa que reflete o risco das industrias de petréleo
(Fonte: http://pages.stern.nyu.edu/~adamodar/).
Primeiro os dados foram calculados utilizando a série real do periodo

compreendido entre 1982/2009 (28 anos), os parametros dos processos

estocasticos obtidos foram:

MGB MRM
Drift 3,31% Media de longo prazo U$ 38,02/bbl
Volatilidade  23,88%  Velocidade de reversao 17,27 %
Volatilidade 17,35 %
Meia vida Em torno de 4 anos.

Tabela 6.1: Parametros dos processos estocasticos (Série Brent: 1982/2009)
Fonte: Elaboragéo propria

Em seguida os parametros foram calculados novamente, porém com uma
série menor, agora a série usada compreende o periodo que vai de 1990 até 2009

(19 anos).
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MGB MRM
Drift 5,33% Media de longo prazo ~ US$ 54,36 /bbl
Volatilidade 21,87%  Velocidade de reversao 8,3 %
Volatilidade 15,48 %
Meia vida Em torno de 8 anos.

Tabela 6.2: Parametros dos processos estocasticos (Série Brent: 1900/2009)
Fonte: Elaboragéo propria

Em relacio aos pardmetros de MGB pode-se verificar uma mudanga
significativa no drift que de 3,31% vai para 5,33 % quando se considera uma série
do Brent de 1990/2009. No caso no MRM todos os parametros sofrem grandes
mudancgas, a média de longo-prazo vai de U$ 38,02/bbl para U$ 54,36 /bbl e a
meia vida dobra, passa para cerca de oito anos.

Neste trabalho optou-se por usar os dados obtidos através da série real do
Brent compreendida entre 1990 e 2009, pois representam de forma mais
significativa o preco do petréleo e sua volatilidade nos tltimos anos.

Como o foco do trabalho € calcular o VPL do projeto, os riscos dos agentes
nos dois regimes e como a renda € distribuida, optou-se por fazer uma andlise de
sensibilidade em relacdo ao impacto que a variacdo no valor da média de longo
prazo tem sobre essas varidveis (serd que em um cendrio de preco do petrdleo
mais alto os riscos mudam?). Para a escolha deste valor utilizou-se o preco de
negociacdo do Petrdleo Brent no mercado futuro. Este € negociado em duas
bolsas, a New York Mercantile Exchange (NYMEX) e na Intercontinental
Exchange (ICE). Os precos de negociagdo nessas bolsas encontram-se nas tabelas

abaixo.

Contract Open High Low Last
Mar 2011 (E) 84.76 84.76 84.76 93.49
Jun 2011 (E) 89.51 89.51 89.51 94.04
Jul 2011 (E) 89.76 89.76 89.76 94.18
Oct 2012 (E) 88.51 88.51 88.51 93.85
Nov 2012 (E) 91.66 91.66 91.66 93.77
Dec 2012 (E) 91.80 91.80 91.80 93.69
Oct 2013 (E) 92.12 92.12 92.12 93.13

Nov 2013 (E) 93.44 93.44 93.44 93.06
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Dec 2013 (E) 90.58 90.58 90.58 92.99
Dec 2014 (E) 94.26 94.26 94.26 92.75
Dec 2015 (E) 93.19 93.19 93.19 93.10
Dec 2017 (E) 102.62 102.62 102.62 94.20

Tabela 6.3: Valores de negociacdo do Brent no mercado Futuro na NYMEX
Fonte: http://quotes.ino.com/exchanges/contracts.html?r=NYMEX_ BB

O valor de negocia¢do no més de fevereiro de 2011 foi de U$ 93,53 bbl e
como pode ser analisado na tabela 6.3 o valor de fechamento nido varia muito,
ficando préximo de U$ 93,00 bbl.

A tabela 6.4 contém os valores de negociacdo do Brent no mercado futuro
na ICE.

Month Price (U$/bbl)

Dec 2011 95,51
Dec 2012 94,65
Dec 2013 93,81

Tabela 6.4: Valores de negociacdo do Brent no mercado Futuro na ICE
Fonte: https://www.theice.com/productguide/ProductDetails.shtml?specld=219

Uma andlise dos valores de negociacdo de Brent no mercado futuro indica
que os precos ndo variam muito de uma bolsa para outra.

Todas as varidveis estudadas sdo calculadas considerando-se dois cendrios
para a média de longo. No primeiro cendrio o cdlculo € feito com a média obtida
através do modelo (U$ 54,36 /bbl), no segundo cenario a média de longo prazo
escolhida € U$ 95,00 bbl (que representa uma média dos valores de negocia¢ao do
Brent no mercado futuro).

E importante destacar que o valor da média de longo prazo usada no
segundo cendrio, em uma andlise mais rigorosa, deve considerar um prémio de
risco sobre esse valor. Uma vez que as negociacdes feitas no mercado futuro sdo

livres de risco, pois os valores sdo previamente definidos.
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