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3.
Formulagées para Simulagao de Fluxo Bifasico e Bifasico-

acoplado em Meios Porosos via Métodos Numéricos

3.1.
Consideragoes Gerais

Neste capitulo apresenta-se uma breve revisdo das formulagdes numéricas
normalmente consideradas na simulacdo de fluxo multifasico em meios porosos,
partindo-se dos principios da formulagdo de meio continuo, a modelagem

matematica do fenémeno, e o tratamento utilizando métodos numéricos,

Primeiramente, parte-se de uma formulagdo numérica para fluxo bifasico
desacoplado, fluxo bifasico acoplado, empregando-se o método de MEF, chamado
de classico ou de Galerkin, acompanhando o trabalho apresentado por Muller
(2007) para o caso de formulagdo das equagdes do tipo parabolica. Em seguida ¢é
apresentada uma formulac¢do utilizando o métodos dos volumes finitos MVF
proposto por Geiger et al (2004) e por fim uma formulagdo para a equagdo da
saturacdo empregando métodos dos elementos finitos descontinuos MEFD como
proposto em Hoteit et al (2008), em ambos os casos, para formulacdo das

equacdes do tipo hiperbolica.

Os diferentes métodos de discretizagdo das equagdes governantes do
problema pode levar a diversas instabilidades, numéricas e efeitos difusivos, na
solucdo das equagdes, Helmig (1997). Assim este trabalho buscou avaliar alguns
métodos que se propdem a estabilizagdo das solugdes, entre eles o método de
MVF proposto por Geiger et al (2004) e o MEFD proposto por Hoteit et al (2008)
para a captura de frente de saturagdo e aplicabilidade a meios porosos

heterogéneos.

Ao final desse capitulo ¢ apresentado o tratamento numérico do problema de

analise nao linear global com os procedimentos iterativos de solucdo para os
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problemas de fluxo bifasico e fluxo bifasico acoplado, bem como a anélise ndo
linear local do problema de plasticidade posto em forma de programacdo

matematica.

3.2.

Formulagées Numéricas das Equacdes Governantes

A aplicagdo de métodos numéricos a problemas de fluxo tem sido
intensivamente estudada, existindo diversos métodos de aproximagdo. Com énfase
no método dos eclementos finitos, nas suas diversas varia¢des, um trabalho bem
completo pode ser encontrado em Donea ¢ Huerta (2003). Na secdo seguinte
apresenta-se uma formulagdo via elementos finitos, referido como método de

Galerkin.

3.2.1.

Formulagao em Elementos Finitos — Método de Galerkin

As equagdes na forma parabdlica, equagdes 2.25 e 2.26, como descrito em

Muller (2007), podem ser escritas via elementos finitos na forma:

e il e

Q
N, )Tk/l VN dem—j(VNp)TkL;;VNppnwgth— 3.1)
Q nw" nw Q nw’" nw
[Nlq,,dr =0
Q
| Ni{——}dﬁ +| NT{ [ Hdgs -
Q nw
N, [N, )Tkyrg VN ,dQp, - (3.2)
Q wow Q wow
i (VNT)Tk WBW VN, p,,ghdQ j N’q,dl =0

50


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521523/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0521523/CA

Formulagbes para Simulagao de Fluxo Bifasico e
Bifasico-acoplado em Meios Porosos via Métodos Numéricos

Na implementacdo das equagdes 3.1 e 3.2 foi considerado a mesma
interpolagdo para a poropressdo e a saturagdo, seguindo o trabalho de Muller
(2007).

Discretizagdo no tempo:

Para discretizagdo no tempo utiliza-se o método trapezoidal generalizado na

forma:
:(l _ Q)tq +€At+6q

em que ¢ z{ - SW}, sdo as varidveis primdrias a serem determinadas a cada

passo de tempo.

Para montagem do sistema de equagdes sdo considerados os seguintes

termos:
t+At i
j N'q,,dT + j VN )Tk e VN, p,,ghdQ —
o= NT{ }N d0>e s+ | NT{ ;[Bl Hdigesw+ (3.3)
me YN dQ
g[VN )Tkuanm P
t+At i
j N'q,dl + j VN )Tkﬂwf; VN, p,,ghdQ ~
t+At i SW 5 1
“Fo=f Nﬁ{—Bi}dQEJr J, N;{;zﬁa[B—wﬂdiges“ (3.4)
[N, )Tk YN denWJrj VN Yk 9N dop.
Q w w wow

Podendo-se definir o vetor de residuos como:

t+AtFi ( nW’Su ’t)}

t+AtRi —
(a) sendo g {F o 5.1) (35)

em que:
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t+Ar_i+1 an,IW

+

nw

t+AtFi+1:t+AtFi + Pnw
Pnw Puw a

nw

t+AL w

nw

t+Ar__i+1 aFSM,

nw
t+AL as w
nw

t+AtFi+1_t+AtFi +a S,
N Sy

nw

t+ Ao+l
STAS =0

t+At
sty

57 =0

t+AL
sty

As equagoes 3.6 e 3.7, na forma matricial, se tornam:

5[+At i+l _t+Ar i+l A i

pnw - p p

t+AtQi+l _t+Ar Qi+l t+Ar Qi
5 Sw - Sw - Sw

Assim, o problema final de fluxo bifasico pode ser assim posto:

AMH,, O, —AoM, (s pi ) |Ad ]
AtHH w O w - Atm w 5Z+AZS ln‘t\)l
em que:
H,-((VN, )TkLVdiQ
Q luiz'Bw
H, =[(VN, )TkMVNPdQ
Q /un'an

0,=] Ni{_qudQ

_ aFin aFin
ap"W t+Atp:-Iw asw t+AtS:-1: 5’+Atpl;: _
O, oF, | [lomsy
ap"W t+Atp,- aSW t+At§,-

l+AlFi
P

t+At Fi
S,

"}

pnw (p nw? S w? t)

_{At”“”“Fi (PsS,.1)
S, o wo

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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N R
M, = N{¢6t[3 ﬂdiQ (3.16)

Q nw

Nas equagdes de 3.11 a 3.16, H , H, , sdo as matrizes de fluxo para fase

nw °

molhante e ndo-molhante, respectivamente, O, ,, O sdo as matrizes de

nw?
armazenamento para fase molhante e ndo-molhante, respectivamente, M, M

sdo as matrizes devido a compressibilidade da fase molhante ¢ ndo-molhante,

respectivamente.
Formulacao fluxo bifasico acoplado

Ainda seguindo o procedimento apresentado por Muller (2007), a equacao
para o fluxo da fase ndo-molhante sob formulacdo de elementos finitos ¢ descrita
pela equacdo (3.17), as inser¢des dos termos referentes ao acoplamento mecanico
aqui ndo sdo descritas, mas podem ser encontrados em Muller (2007), Fridman

(1996) entre outros:

e
J B ot ot\ B, ,

nw Q

jN§ (1-s,, M—LmTDTm S N ao e
J K B, | "

) )

J.Ni{pc[—(l_(é L mTDij%}N dﬂﬁJr (.17)
o ‘ B

N{S"W [—1_¢) L mTDTmﬂdiQ—dg;W +

K. 9K’

s

W nw Q W nw

J
Q
I(VNP)TkLgVNPdeW —J.(VNP)TkLgVNPangth—
Q
J.N;qnwdl“ =0

Q
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A equagdo para saturacdo da fase molhante ¢ obtida de maneira analoga,

sendo descrita por:

[ Nﬁ{—i}a@@+ | Nipé[iﬂdﬂsw -
5 B Ot ot\ B

nw Q w

[ Ni{(l—SnW)[—(l_m —LmTDTmJ&}diQ@ +
o ‘ ‘ B dt

w

[N (I_S"w)(mT —LmTDTJBdQ@—
) 3K dt

IN;{pC[(lw)_LmTDTmJ(1—BS,1W)}NPdQ%+ (3.18)

w

NZ (I_Snw) (l_¢)_ 1 mTDTm N depnw'+
K, 9K: P dt

kr W

VN ,dQp, -

wow Q /uw w

J
Q
I(VNP)Tk%VNPdeW [N, Fk
Q
J
Q

kVM'
(VN;)Tk—BVNpprth ~[N7q,dr =0
ww Q

De acordo com Brooks e Hughes (1982), para que possiveis oscilagdes ndo
ocorram pode-se empregar métodos que utilizam uma formulagdo estabilizada.
Muller (2007) considera o refinamento da malha de elementos finitos ou o

controle dos incrementos de tempo suficientes.

Para estabilizagdo da solugdo, geralmente utiliza-se métodos da familia
Petrov-Galerkin, como, por exemplo, o método SUPG (Streamline
Upwind/Petrov-Galerkin), apresentado numa série de trabalhos publicados por
Hughes e outros, Hughes et al (1986a, b) e Hughes et al (1987), sendo uma das

aplicagdes do método encontrada em Campos (1999).
Discretizagdo no tempo:

Para discretizagdo no tempo utiliza-se o método trapezoidal generalizado na

forma:

t+9q =(l _ 9)tq +91+Atq
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em que ¢ ={ - Sw}, sdo as varidveis primdrias a serem determinadas a cada

passo de tempo.

Para montagem do sistema de equagdes considera-se os seguintes termos:

t+At i

J.N Lo J.N derTGOdQ

dt At

[B'D,Ba0=+ [B'| m-D, - N, dq e
) At 3K, At

t+AtF;i= (319)

[p.B|m-D N d0 5
) 3K At

s

At

s

m P,
fa- SnW)BT[m -D, ngde—

t+At i

j N’q,,dl + j VN )Tk N VN, p,,ghdQ -

S o 1
N P N aoSe (N7 2 1 |IN daes +
[N o] {%[3 ﬂp w

nw nw

jN; (1-s,, M—LZmTDTm Sy N doPe
) K, 9K B At

s nw

B At

nw

T 1 T S S
— = m D.m [ N JO—*—
J {p”( K, 9k} 7 JB } H.Y;

s nw

Q
J.NE{S”W (—(l ~¢) 1 - mTDTmﬂdiQpﬂ —
B\ K. 9K At

B j N’ S mT—LmTDT BdQ-~ + (3.20)
S 3K

s

nw s

Q
[N, )TkMVdiQpnw
Q

nw— nw
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t+At

Z+AtFi _
Sy

N

Q

ijqur+jVN i~ YN, p,, ghdC2 -

w w

[N =2 laSe o [N 2| L IN aces, +
3 T A e B,

J'NT{I—S )[M— Lo TDTmJ&}N dQPe _
K, 9K’ B,| "N

s

j NT [ deQ@+
dt

L (1-s,) S,
D,m s IN dQ— —
1’{19 [ K, 9K2 j B, } P

nw 1_¢)_ 1 > mTDTm N dgh_
B, K 9K P At

s

VL VL

[N, )Tk m_ YN dQp,, +
Q

[N, fx—to v dop,
Q

w w

Podendo-se definir o vetor de residuos como:

H—AZFi(u,pnw,S t)

w?

t+AtRi(q) sendo q= z+Aze (ll pan t)

em que:

t+AtFi+1_t+AtFi + aFu
u u

oF,

w

t+AtFi+1 _t+AtFi

oF,
oS

w

t+AL ;
Sty

t+At
Syw

///// V/,

Z+AZF§W (u’pnw’S t)

w?

§t+Atui+1 + aFu §t+At l,:: +
au t+At“,- pnw t+AL
Pinw
5[+AS:’:1 — 0
+ an,,w §t+Atui+1 + P é‘HAtp:;,l
P au ap
t+AL nwolt+ At
u P
§t+A{S‘T—1 — O

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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OF OF
AL i+l A i S, t+AL i+ S, t+AL, i+
F =""Fs + p o —= op, +
u t+Atui p’m t+Atp
oF (3.25)
S, t+AIQi+l
SASH — ()
wlt+At
Sw
As equagoes 3.24 e 3.25, na forma matricial, se tornam:
_OF, _ 0K, OF,
Ou :
1A P A Wleear 5! g
u
_ anm _ oF i aFPw 5t+At i+ _ )+ Fi 2
ou op os P (29 o 5:20)
t+A mw t+Atpr w t+AtS{f 5t+AtSt;l t+AtFS’,
B OF; ~ oFs OF;
all t+Atu, ap"W t+Atp, ! w t+AtYl‘
€m que
5[+At i+1 t+Atul+1 t+Atu1
A 1 A 1 A
5t+ t i+ t+ tpH- + tpl (3.27)

5[+AZSI+1 t+At Sz+1 t+At S

w

Assim, o problema final de fluxo bifasico acoplado pode ser assim posto:

K L LC 6[+At i+l
L, G, +AtH, O, —AtM, — Spt L =
L, G, +At6H, O, —AtM, — srs
_ (3.28)
At"YF! (u, p, t)
A l+AlFi (u p’t)
Atm—AtS (ll p.t )
em que:
T
= [B'D,BdQ (3.29)
Q
T T m
L=[B'mN d0-[B D, N,dQ (3.30)
Q Q

s
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L.=| pCBT[m -D, %}dig

L, =[N U _BS”W)BT(mT -D, m’ deQ
Q w s
— T k_m
H, = ;[(VN[,) k- VN,d0

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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il (01 s,
o _g[N{pC[T_TKEm Dym 7 N,d G43)

s w

Nas equagdes de 3.28 a3.43, H , H sdo as matrizes de fluxo para fase

nw °

molhante e ndo-molhante, respectivamente, O,, O, , sdo as matrizes de
armazenamento para fase molhante e ndo-molhante, respectivamente, M, M
sdo as matrizes devido a compressibilidade da fase molhante ¢ ndo-molhante,
respectivamente, L, L., L, e L, s3o as matrizes de acoplamento com o

problema mecanico.

3.2.2. Formulagdo em Volumes Finitos Baseado em Elementos

Finitos

Nessa secdo apresenta-se uma formulagdo em volumes finitos baseada em
elementos finitos descrita por Geiger et al (2004a) e Geiger et al (2004b). Nesta
formulacdo utiliza-se a equag@o do problema em sua forma hiperbolica, com uma
equacdo chamada de equacdo da pressdo, o pos-processamento da velocidade e

uma equagdo da saturacao.

AENE

P
(@) (b) (©)

Figura 3-1: Formas possiveis de montagem do volume de controle, a) baseado na célula, b)

baseado na célula e vértice e ¢) baseado no vértice. (extraido de Carvalho, 2005)

A figura 3.1 apresenta trés formas distintas de formagdo do volume de
controle que podem ser usadas no MVF. A presente formulagdo é baseada na qual
o volume de controle é construido sobre uma malha de elementos finitos, com o
volume de controle baseado no vértice para malhas ndo-estruturadas. Assim, um
passo anterior na solucdo via MVF ¢é a construgdo das estruturas geométricas

como areas das arestas e vetores normais as arestas.
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Geiger et al (2004a, b) partem da equacdo proposta por Durlofsky (1993) ja

com a parcela do acoplamento geomecanico na equacdo da pressdo, apresentada a

seguir:

Equagdo da pressdo:

i, % =V (KA, Vp)+ %V (4, = 2,)Vp.)-KgV-(A,p, +2,p,)+0,  (3.44)

sendo as diversas variaveis ja descritas anteriormente ¢ uma mais: a parcela ¢, que

corresponde a parcela de compressibilidade do meio.

Ainda assim, tem-se a equagdo da velocidade pos-processada utilizando a

Lei de Darcy em condigdo de fluxo biféasico:

d 1
v, =KAVp = KA, = Vp. = Kl 00, = 1,0, (3.45)

w
Esses autores colocam a equagdo da satura¢do na seguinte forma:

oS

p— =V (7, (v, +Kg(4,,p,, - 1,p,)+V-[KA,1,Vp.]+0, (3.46)

O tratamento numérico das equagdes da pressdo e saturacdo, equagoes 3.44
e 3.46, ¢ realizado utilizando o MEF para a equagdo da pressdo e o MVF ¢

aplicado a equacdo da saturagdo, como ¢ mostrado a seguir:

Integrando-se a equagao (3.44) no volume do elemento, chega-se a:
0 1
[, afl;dﬁ = [V (K2 VpQ+ [V (K(2,, ~2,Vp MO+ [0d0 (3.47)
Q Q Q Q

empregando-se a seguinte interpolagdo polinomial que define a pressdo no interior

do elemento em fungdo dos pontos nodais p "
p=Np’ (3.48)

a equacao da pressdo em elementos finitos pode ser colocada como:
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[#eNIN, %dg ~[(VN, ) 2,0N, b a2+ [k(4,,p,, + A,p, )gN ,dO
QI ) o o (3.49)
—|N,qdQ2=0

Q

Ou ainda, na forma residual:

[NTad0 - (2, 2,0 + 4,0, JEN 02 -
t+AtFi= Q Q (350)
P jthindQALt_FI(VNP)TA,(VNp)de
o o

Esta equacdo pode ser representada, usando pressdo incremental, em uma

forma compacta como:

[AtOH + Glls™p |= At ! (p, )] (3.51)
(S
H-= i (VN, ) 4, VN dQ (3.52)
G= iNﬁ[ﬁfN,,dQ (3.53)
H ¢ G sio as matrizes de permeabilidade e compressibilidade,
respectivamente.

De forma similar a equacdo da pressdo, integrando-se a equagdo (3.46) no

volume do elemento, chega-se a:

J¢ a}j}’ AV ==[V-(f,v)av + [V - (A kp,)aV ~ [V - (Apga,Vz)dV +
Vi v, 7 7

jqde

Vi

(3.54)

e empregando uma discretizagdo temporal explicita, tem-se:
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N At & At &

S‘lw'm =S‘lw' _M‘”( w/'V!/)'n/' +M‘/Zl(}“!/kvpﬂ)'n/ -

At &

R2 (ApgkA,Vz)-n, (3.55)
At &

+M;qwe e

Dada a caracteristica parabodlica-hiperbolica da equag@o da saturagdo, um
método de captura da frente de saturagdo deve ser empregado. Um método

bastante empregado ¢ o método de primeira ordem, chamado de esquema upwind.

Outro método proposto por Geiger et al (2004a, b) é a utilizagdo da
aproximacdo de segunda ordem que melhora a captura da frente de saturacdo.
Esse método se baseia na interpolagdo dos valores das saturagdes nas arestas do
volume de controle construido sobre a malha de elementos finitos através da

utilizacdo dos gradientes nesses pontos, assim:

2
ZMk/a/ =b, k=12 (3.56)
=

em que:

My =3 (x, —x, o, —x,) (3.57)
=
bk = l (Swy' _Swi Xxjk _xik) (358)

Sendo entdo calculada uma nova saturagdo a partir do vetor a e da

localizagdo do ponto médio da aresta.

~

S, (x)=5,+a-(x—x,) (3.59)

wi

Da implementacdo desses esquemas ainda podem surgir uma difusdo
numérica excessiva da frente de saturacdo e oscilagdes numéricas que podem
levar a instabilizacdo do sistema. Uma técnica comumente empregada como
alternativa mais eficaz ¢ a utilizagdo de limitadores de inclinagdo para

interpolag@o do campo de saturag@o, surgindo outro campo interpolado:
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§.x)=8,+v,(a-(x-x,)) (3.60)

em que o parametro \y; ¢ obtido por:

w, =min[r,1] (3.61)
sendo
(sm —s,,)/(s,, -S.,) seS,>S,
r=1(sm -5, )(s, -5,) ses, <s, (3.62)
se Swj =S,
c

wi

sm = min(Sm. , min (S, )j
Jj=l,..n;
(3.63)

wi

g _ max(S wi> Max (S, )j
Jj=L...n;

Observando a equacdo 3.60 quando y; se anula, tem-se o esquema upwind

de primeira ordem.

3.2.3.

Formulagao em Elementos Finitos Descontinuos

Atualmente um método que tem sido utilizado intensivamente para a
solugdo de problemas de mecanica dos fluidos computacional, em especial no
caso de equagdes hiperbolicas, ¢ o método dos elementos finitos descontinuos (Li

(2006), Riviere (2008), Kanschat (2007), Hoteit et al (2008) e outros).

Segundo Hoteit et al (2008), o MEFD possui como importantes
caracteristicas a conservacdo de massa a nivel de elemento, flexibilidade para
geometrias complexas com aproximagoes de alta ordem, além do que, apresenta
menos dispersdo numérica e ¢ livre de oscilagdes espurias quando um adequado

limitador de inclinagdo ¢ utilizado.

O MEFD possui a vantagem de se poder utilizar a mesma divisao de

dominio do MEF classico podendo ser utilizadas as mesmas fungdes de
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interpolagdo, incorporando formulagcdes do MVF nos fluxos nas arestas. Pode-se
demonstrar a equivaléncia de MEFD ¢ MVF quando as fung¢des de interpolagdo

sdo equivalentes.

A seguir apresenta-se uma formulacdo proposta por Hoteit et al (2008) para
solucdo da equagdo da saturacdo em MEFD com a utilizagdo de uma discretizagdo
temporal explicita de Runge-Kutta de segunda ordem e limitadores de inclinag@o
para evitar oscilagdes espurias na solucdo do sistema. Para solugdo da equagdo da
pressdo e da velocidade, Hoteit et al utilizam uma formulagdo mista em elementos

finitos.

Considerando a equagdo da saturagdo com pressdo capilar nula, equacdo

2.41, aplicando MEF e o teorema da divergéncia tem-se:

IQE (w agt,, —vS_ - VWJdV + jQ w(‘v?,,’ M, )dS =0 (3.64)

Em que, consistentemente os fluxos numéricos, vS_, devem ser dados

por:

j+C,[S,] (3.65)

em que:

(s.1=05(s," +s.")

(3.66)
[S.]=8."n" +5.n

Os simbolos (+) e (-) designam cada face do elemento, sendo (+) no
exterior do elemento e (-) no interior do elemento, e mais n“ e n~ para os vetores
normais nesses dois sentidos. A figura 3.2 apresenta uma representacdo

esquematica dos vetores normais a uma dada aresta por elemento.
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Figura 3.2 — Representagdo esquemadtica dos vetores normais, n;, e os vetores normais interior e

exterior ao elemento j*. (extraido de Li, 2006)

Escolhendo C, =0.5|V~n|I, o fluxo numérico, K, ¢ calculado pelo

esquema classico de upwind, adotado também em Hoteit et al, ¢ colocado na

seguinte forma:
vS, = V{8, }+0.5v-n|-[s,] (3.67)

Considerando ainda a seguinte aproximagao:
N(‘
S, =>.8,6 (3.68)
i=l

em que N, ¢ o nimero de nods do elemento e ¢ ¢ a fung@o de forma associada ao

no i, tem-se a seguinte formulagdo em elementos finitos descontinuos, adotando-
se Sy como varidvel primaria:

das Ny Ny
M dtw + K+Y K, S, +> N,S, =0 (3.69)

i=1 i=1

M ¢ a matriz de massa, K ¢ a integral de volume, K, ¢ N, representam a
contribui¢do do contorno associado ao elemento, S, ¢ o vetor de incOgnitas para

o elemento, N, ¢ o numero de lados do elemento e S, , . ¢ o vetor de incognitas

WN,

associado aos elementos vizinhos.

De outra forma a equago acima pode ser reescrita como se segue:
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ds N b
dzw — —Ml(K + ZKBJJSW + ZN PR (3.70)
i=1 i=1
ou
ds
w = I(S 3.71
S 1(s,) .70

Para obtencdo de uma solugdo temporal, pode ser aplicada uma

discretizagdo explicita da forma:
S, "™ =8 "+AL(S,) (3.72)

w

ou ainda o método de discretizagdo temporal de Runge-Kutta (RK) de segunda

ordem, COmo S€ Segue:

k' =1(s,) (3.73)
K= IS '+ Ak
=48, +2 (3.74)

Apobs a obtencdo do campo de saturagdo ao final da segunda ordem da

discretizagdo de RK ¢ aplicado o operador de limitador de inclina¢do na forma:

w

S, = rs,) (3.75)

Em que o L € o operador proposto por Chavent et al (1986):

min|W -S|

WeR ’
sujeito a

1 = .
_ZVVI = Sw,e (3 76)
n, iz
‘§umm SVV: S‘§wmax l=1’ ’nv

Definindo-se as seguintes variaveis:

5., = [s... Symn =min{s, | 5, =max{s, | (3.77)

|€ ecT; eeT;

e
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W= §r (3.78)

e ainda: n, ¢ o nimero de noés por elemento T; é o conjunto de elementos que

compartilham o nd i do elemento e.

3.3.

Analise Nao-Linear Local

A solugdo do problema de analise ndo-linear local, problema da
plasticidade, pode ser por posto em duas formas equivalentes: resolvendo-se a
equacdo de equilibrio ou postulando o problema em forma de programagio
matematica (Vaz, 2011). Dessa forma, apresentam-se nessa se¢do alguns
conceitos para o entendimento da analise ndo linear local, em que o problema de
analise elastoplastica nesse trabalho ¢ apresentado como um problema de
programacdo matematica partindo do principio da méaxima dissipagdo plastica
(PMPD), bem como sdo apresentados os modelos constitutivos adotados nesse

trabalho (modelo de Mohr Coulomb e modelo de von Mises).

3.3.1.

Principio da maxima dissipacao plastica

Como descrito em Muller (2007), o principio da maxima dissipac@o
plastica ¢ a base da formulagdo matematica das leis de evolucdo da teoria da
plasticidade e estd fundamentada na hipotese de que a deformacdo plastica se da

de modo que a energia dissipada seja maxima.

A descricdo matematica do PMDP parte do conceito de energia de
dissipacdo plastica, dado como sendo a taxa de variagdo da energia interna em

relacdo as variaveis plasticas com o sinal trocado.

(3.79)

e p
Dp(a,ap,ép,a,él)z{aW 34 ow }

a
oe? Oa
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em que a ¢ o vetor das varidveis internas, a ¢ a taxa de variacdo das variaveis
internas, &7, é a taxa de deformacgdo plastica , W, ¢é a energia de deformacao

elasticae W7, ¢ a energia de deformagao plastica.
As deformagdes totais e trabalho total podem ser representados como:
W=w*+W? e g=¢g°+g’ (3.80)

Sendo W*° = We(se) e a parcela plastica W” =W " (a), fungio somente das

variaveis internas, a equagdo 3.78 pode ser reescrita como:
w=wee)+wr(a)=w(e—e")+W"(a) (3.81)
Substituindo 3.81 em 3.79, tem-se:

6We(a —ap)ép N ow?r

DP(a’ap’éP’a’a) =-
og” oa

a (3.82)

8W€(a—ap) 6W€(a—ap)6ap owe .
= =— , a dissipacao
o’ og” og* og”

plastica pode ser rescrita como

Dado que o=

P

D’ (g,8”,8",2,4) = 6&” — a (3.83)

a

Definida a dissipacdo plastica do sistema pode-se formular o problema na
forma de programagdo matematica para aplicacdo dos métodos normalmente
utilizados para solu¢do dos problemas de otimizacdo, assim o PMDP ¢ posto na

seguinte forma:

Minimizar: —-D?” (c,a)
(3.84)
sujeito : F(6,a) <0

em que F(o,a) representa a fungdo de escoamento, como sera visto mais a frente.

O problema de minimizagdo com restrigdes pode ser escrito como um
problema sem restricdes introduzindo-se os multiplicadores de Lagrange. A

funcdo de Lagrange correspondente ao problema é:
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L(c ,a ,A,8",a)=—0c &€’ + a+AF(o ,a) (3.85)

*

r * . . .
O simbolo (.) indica ser um ponto corrente que atende necessariamente as
condigdes de Kuhn-Tucker. Escrevendo-se agora as condi¢cdes de Kuhn-Tucker,

condi¢des necessarias para existéncia de um valor extremo, tem-se:

O _ 4290 g, 0O .2) (3.86)
oo oo oo
2 p * * * *
OL _OWT i 3000.a) o, cdfe.) (3.87)
oa 0Oaoa oa oa
F(c",a")<0 (3.88)
JF(c",2") =0 (3.89)
220 (3.90)
em que
oy )
G =[—j (3.91)
0a Oa

Observando-se as condigdes de Kuhn-Tucker, apresentadas acima, tem-se
como consequéncia do PMPD as seguintes consideragcdes: a equacdo (3.86)
representa a lei de escoamento associada, a equagdo (3.87) representa a lei de
encruamento. Em (3.88) se verifica a condi¢do de consisténcia e em (3.89) através
da condicdio de complementaridade se verifica a condicdo de
carregamento/descarregamento. Simo e Hughes (1997), apud Muller (2007) citam
que o PMDP implica em: fluxo associado no espago das tensdes, condicdo
chamada de normalidade; condig¢do de carregamento/descarregamento dada pela
condi¢do de complementaricdade de Kuhn-Tucker e convexidade do espago das

tensoes.

De outra forma o problema apresentado em (3.84) pode ser reescrito, de

acordo com Simo e Hughes (1997), sob a seguinte forma:
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el el Mjnimizar 1
{c’ ,a' }= (c,a) ek, E‘c

teste G“ZD—I N %“ai _aHZG—I}
(3.92)

sujeito: F(¢"™",a™) <0

em que D é o tensor constitutivo elastico, G é moddulo plastico generalizado,

teste

ambos assumidos constantes, © ¢ o tensor das tensdes teste (geralmente

;o r ~ ., . 1 —1
assume-se o elastico) e £_ ¢ o espaco das tensdes admissiveis, 6||D =+voD o

. . -1 -1
pode ser visto como uma norma da energia e ||a||G =+aG a como uma norma

induzida por G™'. Para o caso de plasticidade perfeita o segundo termo entre

i+1

chaves da equacdo (3.92) é nulo. Ainda, ¢'" ¢ a proje¢do ao ponto mais proximo

teste

de ¢ na superficie de escoamento. Assim posto, ¢ utilizado o algoritmo SQP

para solucdo do problema nao linear resultante.

Das equagodes que descrevem o problema de acoplamento fluido mecéanico
tem-se a presenca do tensor constitutivo tangente ou elastoplastico D, que pode

ser avaliado da seguinte como:

OF oF 1
D.=D-|D———D |—
! ( 06 06 JH (3.93)
Hza—FDg+a—Fh (3.94)
oo oa

Sendo g e h respectivamente, fungdes que definem a direcdo do fluxo

: . . F
plastico e a evolucdo de a. Para plasticidade associada g = g—

(9

Para representacdo da fungdo de escoamento, sdo adotados neste trabalho
dois critérios bastante referenciados em mecanica dos solos classica, a fungdo de
escoamento de Mohr-Coulomb ¢ a fungdo de escoamento de Von Mises, baseados

exclusivamente no estado de tensdo, Chen e Liu (1977).

Em termos de invariantes de tensdes o critério de Mohr-Coulomb pode ser

descrito por:
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1

F = —?lsen¢+\/J_zsen(ﬁJr%j—%\/J_zcos(ﬁJr%jsen(é—ccosqé =0 (3.95)

em que I; representa o primeiro invariantes de tensdo, J, representa o segundo

invariante das tensdes, ¢ e ¢ sdo os parametros do modelo e ® ¢ o angulo de Lode

dado por:
0= lsen_1 ﬁﬁ em que 0° <9 <60° (3.96)
3 2
2

Ja a fungdo de escoamento de Von Mises descrita em termos de invariantes

de tensdo ¢ apresentada como:

F,,, =27, —\an (3.97)

em que o-ye' a tensdo de escoamento.

Nas definigdes do tensor constitutivo tangente ou elastoplastico Dr
apresentado na equacdo (3.93) é necessaria a defini¢do da derivada em relagéo as
tensdes da fun¢do de escoamento, para a fun¢do de escoamento de Mohr-Coulomb
e para funcdo de escoamento de von Mises, tem-se, respectivamente, equagdes

(3.98) e (3.99).

OFy _OFye o,  OFy O\Jy 0F,. 30

= — 3.98
o6 0ol, 6 o], 06 060 0o (3:98)
OFye _ OFue N2 (3.99)

o6 6\/‘]_2 oo

3.4.

Procedimentos de Solugao

Segundo Lewis e Scherefler (1998), a solu¢do acoplada do problema
mecanico e de fluxo em meios porosos pode ser resolvida empregando dois

procedimentos distintos: totalmente acoplado ou desacoplado.
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Na solucdo acoplada tem-se a solug@o do sistema completo de equagdes, em
termos de deslocamentos, poro-pressdo e saturacdo. Na solucdo desacoplada tem-
se a solugdo de um dos sistemas primeiramente, mecéanico ou de fluxo, e a solugdo

de um destes sistemas ¢ incorporado como entrada no outro sistema.

Os dois procedimentos sdo considerados no presente trabalho, sendo o
procedimento acoplado empregado pelo MEF — Galerkin apresentado na segdo
3.2.1 e o procedimento desacoplado empregado no MVF e MEFD apresentados

nas sec¢des 3.2.2 e 3.2.3, respectivamente.

Ainda dentro dessa classificagdo sdo encontrados varios métodos para os

procedimentos acoplado e desacoplado.

No procedimento acoplado pode se definir o procedimento totalmente
acoplado e o procedimento particionado, tal como apresentado em Muller (2007).
No procedimento totalmente acoplado o sistema completo de equagdes ¢
solucionado conjuntamente em termos de deslocamentos, poro-pressio e
saturacdo e no sistema particionado, conhecido como procedimento staggered, o
sistema € particionado em duas partes, problema mecanico e problema de pressao-
saturacdo e que iterativamente sdo resolvidos paralelamente. Um estudo da
aplicagdo destes procedimentos foi apresentado por Muller (2007), Lewis e
Scherefler (1998) e Ferreira (1996), onde sdo apontadas as vantagens e

desvantagens de ambos os métodos.

No procedimento desacoplado sdo varias as alternativas encontradas, os
sistemas podem ser resolvidos separadamente, com um sistema mecanico e um
sistema de fluxo, sem processo iterativo para a convergéncia dos dois sistemas,
procedimento esse bastante usual em engenharia de petréleo, e um procedimento
iterativo entre os dois sistemas até a convergéncia de ambos. Esse ultimo
procedimento ¢ aplicado nos sistemas acoplados para o caso do MVF e do MEFD

apresentados nas segdes 3.2.2 e 3.2.3, respectivamente.

Em termos de discretizagdo temporal o procedimento de se interpolar a
equacdo da pressdo implicitamente e a equacdo da saturagdo explicitamente, da-se
o nome de IMPES (implicit pressure — explicit saturation), sendo este o caso das

formulagdes em MVF e do MEFD apresentadas no presente trabalho.
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Nas se¢des seguintes sdo apresentados os procedimentos empregados no

presente trabalho.

3.4.1.

Procedimento para o problema de fluxo bifasico

Para o problema de fluxo bifasico sem acoplamento mecanico e posto na sua
forma hiperbdlica ¢ utilizado um processo iterativo, com critérios de convergéncia
em termos de pressdo, velocidade e saturacdo, seguindo a estratégia de solugdo
sequencial apresentada por Mendonga (2003) e Ney (2002) e que consiste nos

seguintes passos:
1. Resolve-se a equagdo da pressdo.
2. Calcula-se o campo de velocidades.
3. Resolve-se a equacdo da saturacdo.

Assim de tal forma o algoritmo iterativo preditor multicorretor aplicado e

descrito em Mendonga (2003) ¢ apresentado a seguir:

Instante t + At.
Etapal
. . skt t+At ¢ t+At ot t+At
Estimativa inicial “*p, ='p,, ¢ "8, ='S  tem-se ""v.
Procedimento iterativo i+1. Etapa 2
. i+1 : i+1 ~ .
Avalia-se p,,”", v'"', S, com as equagdes via MVF ou MEFD
e verifica-se a convergéncia conjunta pela tolerincia ou nimero Etapa 3
maximo de iteragdes.
: . t t
Verificada a etapa 3, atualiza-se as grandezas ‘p, , 'S, e retorna
a etapa 1 e um novo passo de tempo ¢ iniciado, caso contrario
Etapa 4
inicia-se um novo passo da etapa 2 com os valores atualizados de
i+l i+l
pnw > Sw *
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Nesse algoritmo, apenas para a solu¢do do problema de fluxo, os sistemas
resultantes da solugdo da equagdo de pressdo e velocidade podem ser resolvidos
utilizando procedimentos iterativos para sistemas simétricos, como o gradiente
conjugado (GC), empregado nesse trabalho. Para a equagdo da saturagdo ndo ¢é
necessario resolver-se um sistema, mas um seqiienciamento de operacdo das

variaveis nodais do MVF ou do MEFD.

3.4.2.
Procedimento staggered para o problema de acoplamento fluido

mecanico com fluxo bifasico via MEF

Como apresentado por Muller (2007), para o problema com fluxo biféasico
acoplado utilizando o MEF, adotou-se a seguinte estratégia de solugdo:
particionou-se o problema, mostrado na equacdo 3.28, em duas partes: problema

mecanico e problema de pressdo-saturagao.

Problema mecanico:
[K]ls >u = {Ac"F (p,,.S,.1)} (3.100)
Problema de pressdo-saturagao.

Gl’[W + Atﬂ{nw Ol’lW - Az‘&‘\ll’lw - PI’[W 5Z+Atp;-:n/1 —
G, +AtH, O, —A6M, —P, -

51+Atsi+1
AtH—AZF}i?,,W (pnw > Sw 2 t)
Att-*-Atl:‘;'w(pnw’S t)

w?o

(3.101)

Adotando os campos de deslocamentos e saturagdes da fase molhante para
verificagdo da convergéncia da solucdo, descreve-se o algoritmo, apresentado em

Muller (2007), para solugdo do problema num instante t + At como:

Instante t + At.
Etapal

1 t+At

Estimativa inicia p,=Pp, €S,='S,
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Procedimento staggered iteragao i+1 Etapa 2

. +1 ~ . ~ - N
Avalia-se u’ ', com a equagdo de equilibro mecanico e verifica-se . ;
. tapa
convergéncia w'' para tolerincia ou nimero maximo de iteragdes.

. . i+1 i+1
Com o vetor u obtido na etapa 3 avalia-se p,,~, S, com as

W
equagdes de fluxo bifasico e verifica-se a convergéncia das Etapa 4

saturagOes da fase molhante.

Nao verificadas as etapas 3 e 4 para convergéncia ou numero

maximo de iteragdes retorna-se a etapa 2 como os valores
Etapa5s

atualizados de p,,, S, , caso contrario inicia-se um novo passo da

nw?

etapa 1.

3.4.3.
Procedimento staggered para o problema de acoplamento fluido

mecanico com fluxo bifasico via MVF e MEFD

De forma similar ao apresentado nas se¢des anteriores para os algoritmos
utilizados na solucdo dos problemas de fluxo bifasico e fluxo bifasico acoplado,
nessa se¢do apresenta-se o algoritmo empregado na solugdo de fluxo bifésico

acoplado para as formulagoes em MVF ¢ MEFD.

O algoritmo empregado ¢ uma abordagem dos dois algoritmos apresentados
anteriormente sendo um simples acoplamento dos dois para o caso das
formulagdes em MVF e MEFD, de forma andloga também ao procedimento
descrito em Alcoforado (2007). Alcoforado apresenta uma discussdo desse

procedimento iterativo sequencial com suas diversas formas de implementagao.

Assim, da mesma forma que o procedimento adotado por Muller (2007),
propds-se neste trabalho a mesma divisdo do problema acoplado global: um

problema mecanico dado por:

[K]{51+Arui+l }: {AtH-ArFi (pnw,sw,t)} (3.102)

pnw
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E as duas possibilidades para o problema de pressdo-saturagdo.
MVF

1. Resolve-se a equagdo da pressdo.

[ateH + Gl *p ™! |= W F! (p. 1)} (3.103)
2. Calcula-se o campo de velocidades.
3. Resolve-se a equagdo da saturacio.
At At
R L e v )n +—> (A kVp, )n, -
wi w ¢,'A,' j—l( w 4/) J ¢[A[ /Z_;( i pf) J
At
=3 (ApgkA, Vz)-n, (3.104)
¢iAi J=1 ‘
At &
+ - qW(’, A€
¢iAi ezzll
MEFD
1. Resolve-se o problema misto.
[atem + Gllo™*p™ = {Ar "> F' (p,1)] (3.105)
2. Calcula-se o campo de velocidades.
3. Resolve-se a equagdo da saturacdo.
ds
¥ = 3.106
52 16s.) (3.100
Assim procedendo, o algoritmo sugerido ¢ mostrado a seguir:
Instante t + At.
Etapal
Estimativa inicial “*p  ='p, e “*S ='S
Procedimento staggered iteragao i+1 Etapa 2
Avalia-se u'"', com a equacdo de equilibro mecanico e verifica-se Etapa 3
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convergéncia u' ' para tolerancia ou niimero maximo de iteracdes.

Procedimento iterativo j+1.

Etapa 4

. j+1 P j+1 ~ .
Avalia-se p,,’", v/*', S,/7 com as equagdes via MVF ou

MEFD e verifica-se a convergéncia conjunta pela tolerdncia ou

nimero maximo de iteracdes.

Etapa s

Verificada a etapa 5, atualiza-se as grandezas ‘p, ., ‘S, e

w
porosidade, e retorna-se a etapa 1 e um novo passo de tempo ¢

iniciado, caso contrario inicia-se um novo passo da etapa 4 com os

. j+1 j+1
valores atualizados de p,,”", S,”" .

Etapa 6

Nao verificadas as etapas 3 e 6 para convergéncia ou numero
maximo de iteragdes retorna-se a etapa 2 como os valores

atualizados de p,,, S, , caso contrario inicia-se um novo passo da

nw?

etapa 1.

Etapa7
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