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2.
Formulag6es Matematicas para Simulagao de Fluxo

Bifasico e Bifasico-acoplado em Meios Porosos

21.

Consideragoes Gerais

Neste capitulo apresenta-se uma breve revisdo das formulagdes,
normalmente consideradas na simulacdo de fluxo em meios multifasico com
acoplamento mecanico. Abordam-se as principais hipdteses aplicadas a
modelagem de fluxo em meios porosos, em condigdes de fluxo multifasico,
partindo-se dos principios da formulagdo de meio continuo, a modelagem
matematica do fendomeno e as definicdes fundamentais para estabelecimento das

equacoes.

Na primeira parte ¢ apresentada a formulacdo para estabelecimento da
equagdo do equilibrio mecéanico do meio, acompanhando o trabalho apresentado
por Muller (2007). Na segunda parte, sdo apresentadas as formulagdes de fluxo
bifasico na forma parabdlica e na forma hiperbolica, e por fim, consideragdes
importantes sobre os modelos considerados para os fluidos e modelos

constitutivos considerados para o meio solido sdo apresentados.

2.2,

Equacgao de equilibrio

Apresentam-se nesta secdo as equagdes que governam o comportamento
mecanico em meios porosos deformaveis considerando como valido o principio

das tensdes efetivas.
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A equacdo de equilibrio é determinada utilizando-se o principio dos
trabalhos virtuais para problemas quase estaticos que relaciona as velocidades das

grandezas estaticas reais, como a taxa da tensdo total 6, a taxa das forgas de corpo

b, e a taxa das forgas de superficie t com as grandezas cineméticas virtuais como
as deformagOes virtuais Jdg e os deslocamentos virtuais Su sendo colocada na

seguinte forma:

(jl 5" 6d Q2 — ié‘udeQ - .IéuTidF =0 @.1)

As taxas das tensdes totais podem ser expressas em termos das taxas das

tensdes efetivas, 6, e das velocidades das poro pressdes, p , na forma:
=6 —mp (22)

A descrigdo da relagdo constitutiva, em termos de taxas, incluindo diversos

fendmenos pode ser dada pela equacido:

'

6 =D (e-¢ & ¢, )+6, 2.3)

Na equacdo (2.3), ¢ representa a taxa de deformagao total do esqueleto, €, a

taxa das deformagdes devido a fluéncia (expressa por uma fungdo de fluéncia c,

dependente do nivel e da trajetoria de tensbes), £, a taxa das deformagdes

volumétricas (a qual considera a deformabilidade dos grdos), €, que representa

outras taxas de deformagdo, como as provocadas por fendmenos térmicos e

quimicos e por fim 6, que representa a taxa da tensdo efetiva inicial. A matriz D,

¢ dependente do nivel e da trajetdria de tensdes e varios modelos constitutivos

podem ser utilizados para defini-la.

Simplificando a equagdo (2.3), desprezando-se as parcelas €,, €,, tem-se:

G =DTé+DTm3%+6;} (2.4)

s

Sendo considerado que:
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. p
g, = —m37 (2.5)

em que K representa o modulo volumétrico dos grios e que:
D, =D,(¢.z.¢) (2.6)

E ainda considerando a equagdo (2.2), a equacdo (2.4) pode ser escrita

como:

. . p o .
6=DT£+DTm37+60—mp

s

2.7)

D. I
6=D.é-m|1-——|;
T { 3K }p

)

Considerando que 6 =D,é+6, representa a velocidade da tensdo

responsavel por toda deformagdo da fase solida, a equagdo (2.7) pode ser expressa
como:
6=6 +DTé+DTmL (2.8)
3K,
Baseando-se na hipotese de linearidade geométrica pode-se descrever a
relagdo entre velocidades de deslocamentos e velocidades de deformagdes

infinitesimais na seguinte equagao:
1y .
g =00, +i,,) 29)
Substituindo as consideragdes acima na equagdo (2.1) tem-se:

[ Dgd + | STD,mp——dQ + [é"6,dQ + [ 5 "mpdQy
Q Q KS Q Q
_ _ (2.10)
— [Su"bdQ ~ [ u"tdl =0
Q T
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2.3.
Analise de Fluxo Bifasico em Meios Porosos

Nessa se¢do sdo apresentadas as consideragdes para equacionamento do
problema de fluxo bifasico em meios porosos, ¢ inicialmente apresentado o
equacionamento de fluxo multifdsico em meios porosos de uma forma geral, em
sequéncia as formulagdes para fluxo bifasico. Sdo intimeros os livros textos
encontrados na literatura em que se podem encontrar essas formulagdes, até partes
ndo cobertas pela revisdo que ¢ a seguir apresentada. Os trabalhos de Aziz e
Settari (1959) e Peaceman (1977) servem muito bem para eventual esclarecimento

e ainda outras abordagens que nesse texto ndo sdo consideradas.

A revisdo para montagem da formulacdo parabodlica ¢ basicamente a mesma
que ¢ apresentada em Muller (2007) e Fridman (1996), para o equacionamento da
formulacdo hiperbolica seguiu-se o trabalho de Mendonga (2003) e o trabalho

classico de Peaceman (1977).

2.3.1.

Equacao do Balango de Massa

Apresenta-se neste item a formulacdo geral das equagdes para o problema
hidro-mecanico com fluxo bifasico em um meio poroso deformavel considerando
o fluxo de 6leo e agua. A seguir apresenta-se a formulagdo encontrada em Muller
(2007) e Fridman (1996), que por sua vez seguem a formulagdo de Lewis e

Schrefler (1998), e a apresentada em Peaceman (1977).

Em um meio poroso, o fluxo de fluido deve satisfazer a conservacdo de
massa de fluido. Para efetuar o balanco de massa de fluido, toma-se como volume

de controle um cubo elementar constituido de material poroso, Figura 2.1
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(Pgy)

(pay)

Figura 2-1 Volume de controle para balanco de massa do fluido.

Tomando-se inicialmente o fluxo na direcdo dy através da face dxdz, tem-
se como fluxo de massa de fluido, (pqy)ldxdz e (pqy)zdxdz. Sendo pe q
densidade do fluido e vazdo, respectivamente. Considerando-se que (pqy) seja

uma fungdo continua e diferenciavel, pode-se escrever

Slpg,
(pqy)z =(my)l+%”dy (2.11)

Dessa forma, o fluxo na dire¢@o y gera uma diminui¢@o na massa de fluido

igual a:
)
(pg,), ~(pg,), = olea,) dy (2.12)
W

O balango de massa de um fluido que atravessa um elemento de volume dv

= dxdydz ¢ dado por:
(5("%) Ll | 5(qu)dedydz = V" (pq)dxdyd: 2.13)

ox oy oz

Podendo-se entdo, representar o balango de massa de fluido no meio poroso,

equacdo da continuidade, dado por:
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V' (pq)dxdydz = Aﬁt (m_dxdydz) (2.14)
Ou ainda, simplificadamente:
V(pg)=—m_ =rm, (2.15)

em que 71, representa o incremento de massa de fluido numa parcela infinitesimal

do meio poroso por unidade de tempo.

Tomando-se a equacdo de Darcy para representar o fluxo de fluido, pode-se

de uma forma geral expressar a equagdo da continuidade por:

—VT[TmV(p” +,0”gh)]+ iai_i_wﬁ 0 [L]+¢£[RMS”]+

B ot al\B. ) "o\ B,
(2.16)
A m" - —_m™ &+ M—LmTD m|p|=0
4 3K, ! K. 9K? !
Em que:
Tmzk[ krg +R_ kr;j
ILllf T ILllf T (2.17)
Sﬂ RYITSIT
Ay ==m 4 et
Bﬂ Bﬂ

sendo k a matriz de permeabilidade intrinseca do meio poroso, p a poro pressdo
como descrito em (2.2), ¢ a porosidade do meio, g a aceleracdo da gravidade, A
a carga de elevagdo, k. a permeabilidade relativa, x4 a viscosidade dindmica, S
o grau de saturacdo, B o fator de variagdo de volume, R o fator de dissolucdo

de gas no liquido, todos referentes a fase 7 e¢ V o operador diferencial,
y=l0 0 9|

Ox Oy Oz

O fator de variagdo de volume B descreve a razdo entre o volume da fase 7

medido nas condigdes de pressdo em questdo ¢ o volume medido nas condigdes

padrdo, dado por:
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B, ==

x .
V/nS‘TC

O fator de dissolugdo de gas no liquido do R, relaciona o volume de gas

medido nas condigdes padrao, dissolvido nas condigdes de pressdo padrdo, dado

por:
R = VngTC
7 V;z'STC
¢ 0S, . - N
A parcela B o descreve a velocidade de varia¢do da saturagdo da fase
.

o 1 O0(R_S . .
A parcela —| — |+ ¢—| —=Z—Z | |representa a velocidade de variacdo
P Pﬁ”at[zej ¢at[ B, ﬂ P ¢

T

da densidade de fluido, também da fase = .

A parcela (mTé) representa a velocidade de variacdo volumétrica do
esqueleto solido.

(1

A parcela [3% m'D, ¢+ 9—Il(2mTDTmp — %‘Ij) pj determina a velocidade

S ) s

de variagdo do volume de graos devido as tensdes efetivas.

Na condi¢do ndo saturada os vazios do esqueleto sélido sdo preenchidos

parcialmente por fluido molhante e parcialmente por fluido ndo-molhante sendo
S+ 8, =1 (2.18)

A equacdo geral de balango de massa para fluxo bifasico, de acordo com a

equagdo 2.16 ¢ dada por:

oS o(1) S o4
V[T V(p, + p.gh)]+-2- ZgS, —| — [+===—=0 2.19
[,V(p, + )]+ nat[Bj = (2.19)

T T T

em que:
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Tm — k i
u,B,

2.3.2.

Formulagao Parabdlica

(2.20)

Dada a equagdo geral de balango de massa, a formulagdo para fluxo bifasico

pode ser posta de diversas formas, seja em seu arranjo, seja nas variaveis

empregadas. Uma possivel formulacdo é a que se segue, de acordo com Aziz e

Setari (1979), denominada de “parabolica”, e ainda a mesma apresentada por

Muller (2007) e Frydman (1996).

A equagdo de balango de massa para ambos fluidos, agua e 6leo, € da forma:

~

-V —
B, ot ot

ﬂnWBnW nw an an at -

~

-V

e ¢ oS o( 1) 5, o¢
k w_ |\ + h) |+ L —w 4 — | — [+ =0
I { j (p w T Pu& ):| B ot ¢Sw ot { Bw j Bw ot

wow w

k{ krnw jv(pnw + pnwgh)} _l’_ i aSnW + ¢Sn a (Lj _l’_ %% = O

(2.21)

(2.22)

Usando a defini¢do de pressdo capilar, p.=p,  —p, € considerando a

equacdo (2.18) podem ainda se obter diferentes formulagdes de acordo com as

variaveis selecionadas, quais sejam (Pnw, Sw) OU (Pw, Snw), COMO Se segue:

° Formulag@o (paw, Sw):

k oS o(1) S. 0
—V{k o JV(pnw—pc+pwgh)}+£—”’+¢5w—[—J+i—¢=0 (2.23)

B, ot ot

w

B

w

B, ot

ﬂ H’BVV

k.. ¢ o0(1-S,) o 1
V7| K| —m v h) |+ ————0 L g(1-8, )—| —
{ uannwj (P + P& )}B 5t W)at[B J+

(I_SW)% — O
B ot

nw

nw

° Formulag@o (pw, Saw):
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_ v{k[’l]v(pw ; pwgh)} p 2 A=S) g g 42 [ij ;
lLlew Bw

ot ot\ B,
(2.25)

(1-5,)9 _,

B, ot

k 4 oS o( 1
-V kK —2=— V(p, +p, + h)|+———2+ —| — |+
{[ﬂanW] (P + P+ P08 )} 5 o wnwat[lgnwj

. (2.26)
ﬂ%:O
B, ot

Ainda assim, considerando incompressibilidade de fluidos e do meio so6lido

a formulac@o (paw, Sw) pode ser posta ainda da seguinte forma:

- V{k[kﬂjv(pnw -p.+ pwgh)} + ¢% +S, 9 _ 0 (2.27)
a o
—V{k{MJV(mw +pnwgh)}+¢@+(l—sw)% -0 (2.28)

2.3.3.
Formulagao Hiperbdlica

Outra maneira de se formular as equagdes de fluxo bifasico € pela sua forma
hiperbolica, segundo Aziz e Setari (1959), utilizada em diversos trabalhos, como
por exemplo, em Peaceman (1977). Nessa forma ¢ apresentada uma equacio
referida como equagdo da pressdo e outra como equagdo da saturagdo, como ¢

mostrado a seguir.

. Equacao da Pressao

Para obtenc@o da equagdo da pressdo, considerando as equagdes para ambas
as fases, equacdes 2.29 e 2.30, sdo somadas para eliminagdo do termo referente a

derivada da saturagdo, na forma:
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/’lH

o
+
(2.29)
- V{k{k””‘ JV(pnw + pnwgh)} a5 os,)% g
- ot ot
que resulta em:
—VTH’; jV(pnw +p, +pugh+pnwgh)} 20 2:30)

Simplificadamente a equacdo 2.30 pode ser descrita em termos da

velocidade total de fluxo, v,, como:

o¢
~Viy, +——==0 231
o (2.31)
Em que:
V=V, TV, (2.32)

e v, ¢avelocidade da fase molhante definida como:

v, = —k(&JV(pw +p,gh)
/’lw

(2.33)

e v,, ¢avelocidade da fase ndo molhante definida como:

VI’IVV = _k[ krr”v jv(pl’lw + Ionwgh)

w

(2.34)

Desta forma tem-se que:

k k k k
v, = _k[ﬂ]va — k[ﬂjvpnw —kV [ﬂjpwgh +[ rw Jpnwgh (2.35)
Hy Hy H Hy

Dado que p.=p,, — p,, derivando-se pode se ter:
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Vp.=Vp,, —Vp,

d
pr = Vpnw - dpc VSV/

w

E substituindo a equagdo 2.37 na equacéo 2.35 tem-se que:

k d k
NCS AR I
/’lW dSW /Lll’lW

k k
kv [ﬂ]pnwgm[ = jpwgh
/Lll’lW /Llw

Assim a equacdo da pressdo € posta na seguinte forma:

Vv, -0,=0

- k£&j£vpnlv - dpc VS‘VJ - k[M]Vpn\N -
VT /’lwf dSW’ ﬂnlv
k ) ker
kv[[ﬁjpnwg}l + [ﬂ—jpwg}lj

_Qt =0

em que O, = %
ot
. Equagdo da Saturagao

De acordo com Peaceman (1977), a equacdo da saturagdo pode ser obtida

através da combinagdo das equagdes 2.29 e 2.30, na forma:

@ agtw +v,VS, +VDVS =0

Sendo definidas as seguintes fungdes:

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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_ M,
ﬁv - k

'w rnw
W J’_ W

/’l w /1 nw

kr W

b=t M AP

kﬂ_ﬁ.@ dS

/’lVV ﬂnW

rnw

w

(2.42)

(2.43)

em que f, ¢ a fungdo de fluxo fracionario da fase molhante e 4, ¢ a fungdo de

w

mobilidade da fase molhante e ainda:
D= Pey
dt

e v, na equacdo (2.41) ¢ dado por:

w

. Vy % + (kxygx + kygy)G

w

d
) :{ m}_ Vx%Jr(kxgﬁrkxygy)G

2.4,

Resumo das Equagées Gerais

(2.44)

(2.45)

Dadas as formulag¢des apresentadas nas sec¢des anteriores, o Quadro 2.1

apresenta um resumo das equagdes que serdo utilizadas no Capitulo 3 para o

tratamento numérico.

Quadro 2.1 Resumo das Equacdes Governantes

Equagio de equilibrio

[&Dgd0+ | ™D, mp——dQ + [&'6,dQ+ [ & mpdQ
Q Q KS Q Q

- j u"hdQ - j Su"tdl' =0
Q T

Equacao
(2.10.)
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Formulagdo de Fluxo — Parabodlico

_VT{k[th(pnw + pnwgh):| +i% + ¢S’n 0 [LJ +i% =0

/unWBnW an at at an an at Equagﬁo
(2.23)e
Equacao
k ¢ o(1-58,) o 1
-V k| —2 Vv + h) |+ ————+gl1-S )—| — |+
|: (ﬂnWBnW ] (pnw Ionwg ):| an at ¢( w ) at an (2'24.)
(1 B Sw)% _ O
B ot
Formulagédo de Fluxo — Hiperbolico
. Equacdo da Pressao
- k[&][vpnw - dpc vsw] - k[M]vpnw - Equagao
/u w dS w /u nw
v’ -0, =0 (2.49),
k k
kvuﬂ] p,.8h+ [ij Lo gh] Equacdo
ﬂnW /’lw
(2.41.),
. Equacdo da Saturagdo Equacao
as (2.44) ¢
¢p—">+v, VS +VDVS =0 com N
ot Equagdo
(2.45)
v‘C % + (ngY,' + kxvgvk;
dp Vax - dS, o o
D=h —Kevy, = = dfw
dt vay vy ﬁ + (kxy g X + ky g y b

w

2.5.

Definicdes para as Pressdes de Fluidos

Para o acoplamento das equagdes de equilibrio mecanico e as equagdes de

fluxo bifasico faz-se necessaria a definicdo da taxa de poropressdo de p, p.
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Assim, adotando a mesma simbologia de Muller (2007) a taxa de poropressao, p,

pode ser expressa da seguinte forma:
P=S,00+S, D0t S Do TSP (2.46)
E com a defini¢@o de pressdo capilar na seguinte forma:
Pe =Py~ Dy (2.47)

e escolhendo duas variaveis como primarias, no caso, paw € Sw, a equagdo (2.46)

se torna:
P= P =SSP +S,D, (2.48)

Outra possibilidade de se obter a pressdao de poro (p) € através da definicdo

de pressdao média, como proposta em Geiger et al (2004) na seguinte forma:

S
p=Lm L 5 P (2.49)

em que, a equagdo 2.47 ainda permanece valida.

2.5.1.

Classificagao de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP)

Como visto nas se¢des anteriores, o problema de fluxo bifasico em meios
porosos pode ser formulado em termos de equacdes diferenciais parciais postas
em dois tipos: parabolica e hiperbolica. A adoc¢do desses nomes segue o trabalho
de Aziz e Setari (1959), entretanto essa nomenclatura ndo esta associada a

classificagdo normalmente adotada em textos matematicos, como sera visto a

seguir.
Dada a equagéo diferencial parcial (EDP) de segunda ordem:

au, +2bu,, +cu, = F(x,y,u,ux,uy) (2.50)

de outra forma:
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0u ou 0’u ou Ou
a— +2b te—=Flx,yu,—,—
ox ox0y Oy ox oy

ou ainda:
au,, +2bu, +cu, +du +eu,+f =0
diz-se que:
EDP Eliptica se ac—b>>0

EDP Parabdlica  se ac—b*=0

EDP Hiperbdlica se ac—b* <0

40

2.51)

(2.52)

Na fisica e engenharia defronta-se freqlientemente com esses tipos de

equacdes ao se modelar fendmenos importantes, como fluxo de fluidos, transporte

de contaminantes, fenomenos de condugdo de calor, entre outros. Alguns

exemplos:

EDP’s elipticas

Equagdo de Laplace V’u = u, +u,=0
Equagdo de Poisson Vu=u, +u, = f(x,y)
EDP parabolica

Equagdo de calor unidimensional u, = c*u_
EDP hiperbolica

Equagdo deonda u, =u__

Segundo Kreyszig (1993), a definicdo desses tipos de equagdes pode indicar

o possivel comportamento da solugdo e o método de solucdo apropriado.

Ainda segundo Kreyszig (1993), na solugdo numérica dos trés tipos de

equacdes quando se tem a substituicdo das derivadas por termos em diferengas, a

solugdo das EDP’s parabdlicas e hiperbolicas ndo tem a garantia de convergéncia
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da solucdo aproximada com o refinamento da discretizacdo. Assim, deve-se ter
outros critérios, restrigdes para a adequada convergéncia e estabilidade da solugdo

aproximada.

Essa definicdo ainda pode se apresentar hibrida com a possibilidade de
variar de acordo com o espago das variaveis independentes. Isso posto, embora as
formulagdes propostas nas se¢des anteriores sejam denominadas de parabdlica e
hiperbdlica, o comportamento dessas equagdes pode ser classificado ora como
parabolico, com solugdo mais suave, ou ora como hiperbolico com solugdo que

apresenta ondas de rarefacdo e/ou ondas de choque.

Para exemplificar esses dois tipos de comportamento, uma andlise da
equacdo 2.43, equacdo da saturagdo, pode ser feita: quando ndo se considera a
pressdo capilar no sistema de equacdes, a equacdo de saturacdo se torna do tipo

hiperbodlica como se segue:

oS
p—+v,VS, =0 (2.53)
ot
ou ainda quando a parcela devido a pressdo capilar é incluida, seu comportamento

¢ tido como parabélico:

¢% +v,VS +VDVS =0 (2.54)

2.5.2.

Pés-processamento da Velocidade

O procedimento de solugdo adotado nesse trabalho segue um processo
iterativo em trés blocos: solugdo da equagdo da pressdo, obtencdo da velocidade e

solucdo da equagdo da saturacdo até atingir a convergéncia das trés varidveis.

Da equacdo 2.41 percebe-se a necessidade da obtencdo dos componentes de
velocidade no passo intermediario, sendo que varios procedimentos sdo

apresentados na literatura.

41


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521523/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0521523/CA

Formulagdes Matematicas para Simulagao
de Fluxo Bifasico e Bifasico-acoplado em Meios Porosos

Uma primeira aproximagdo ¢ o calculo da velocidade a partir da Lei de

Darcy na equagdo 2.38 aqui reapresentada:

k k k k
v, = —k[ﬂjva - k[ﬂjvpnw —-kV [ﬂjpnwgh + [ﬂjpwgh (2.55)
/’lw ILan ﬂnW ﬂtﬂ

De outra forma, Alcoforado (2007) afirma que a aplicacdo da formulagao do
método de Galerkin em conjun¢do com a lei de Darcy para problemas com
permeabilidade heterogénea gera campos de velocidades ndo conservativos (Mosé
et al.,1994) fazendo com que a lei de conservagdo de massa total ndo seja

obedecida no nivel de cada elemento.

Mendonga (2003) utiliza-se da estratégia de pds-processamento global do
campo de velocidades apresentada por Malta et al (2000) baseada na formulagdo
variacional da lei de Darcy combinada com o residuo da equagido de balango de

massa, Como S€ seguc:

J‘Np [Vt + K/ltvpnw - K/?’w :ll% VSVL - Kg(/lwpw + ﬂ’nwpnw)jdg +
Q )

w

(2.56)

nel

> [ovN,(V¥, -0, ko =0

e=1 O

em que Vv, € o vetor de velocidades pos-processadas e o pardmetro o ¢ dependente

da malha de elementos finitos e pode ser tomado como 4e/2, onde ke é o tamanho

caracteristico do elemento dado por he =24, sendo A4 a area do elemento.

Com a utilizagdo desta técnica de pos-processamento do campo de
velocidades as variaveis do problema, pressdo, velocidade e saturagdo, sio

aproximadas por interpolagdes Lagrangianas de mesma ordem (Mendonga, 2003).

De outra forma, Alcoforado (2007), Correa (2006) e Ribeiro (1996)
apresentam a interpolacdo do campo de velocidades através das aproximagdes no
espaco de Raviart-Thomas de mais baixa ordem, RT,, introduzidas pela
representagdo das velocidades nas arestas dos elementos e possibilitando a

descontinuidade da velocidade na direcdo tangencial das arestas.
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Como exemplos, sdo mostrados na figura 2-2 os elementos triangular e

quadratico e as fungdes de interpolagdo de RT,.

T]‘r
4
n i | w=(0, (n+2)/4)
! w=(e,) wi=((e-1)/4,0) L wi=(le+1/4,0)
wi=(g-1,1) € v
«—
0 N -1
L 1 € w,=(0, (n-1)/4)
wi=(g,¥-1)

Figura 2-2 Elementos triangular e quadrilateral de RT,.

Como mostrado na figura 2-2 as fungdes de aproximagdo de RT, para

elementos triangulares e quadrilaterais sdo da forma:

[ e & e-1 .
w= para elementos triangulares
ln=1n 7
e+1 0 -1 0
w= 4 para elementos quadrilaterais
n+1 0 n-1
L 4 4

Outros tipos de elementos, as fungdes de RT, podem ser encontradas em

Hoteit et al (2008).

O espago de aproximacdo de RTy, é composto de trés espacos de
aproximacao distintos: uma pressdo média em todo o elemento; uma pressao
média em cada face do elemento, e a variavel vetorial (fluxo) no elemento como
interpolag@o de fluxo nas arestas de acordo com a fung@o de forma.

n° faces

v= Y vw, (2.57)

J=1
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Como propriedades das fungdes de aproximagdes de RTo tem-se que V.w ;
¢ constante no elemento e que J.V.wj =1. O trabalho de Chavent et al (1991)
Q
serve como uma boa base para compreensio dos elementos de RT.

Para que essas propriedades sejam validas para um elemento qualquer ¢

necessario considerar a transformagao de Piola na forma:

® =Pw, (2.58)

J J

em que P € a matriz de transformagdo de Piola dada por:

P_J

= 2.59
detJ ( )

e J ¢ a matriz jacobiana do elemento e detJ o determinante da matriz jacobiana.

2.5.3.

Determinacao da Porosidade

Além das principais varidveis envolvidas no acoplamento de fluxo bifasico
e mecanico (deslocamentos e poropressdes), outra propriedade de extrema
importancia existente nesses dois comportamentos ¢ a porosidade, e a forma de

sua determinag@o é um ponto que deve ser considerado.

Em formulagdes classicas de simulagdo de reservatdrios de petroleo, Settari
(1989) e Tortike e Farouq (1989), apud Pao et al (2001), de maneira desacoplada,
apresentam uma relacdo que ¢ comumente adotada para a avaliagdo da

porosidade, dada por:
d¢ =c,dp (2.60)

em que d¢ ¢ a variagdo da porosidade com a variagdo de pressdo dpe c, ¢é

comumente conhecido com compressibilidade do poro, Pao et al. (2001).
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Entretanto, Pao et al (2001) colocam esta relacdo em duvida por estabelecer
um relagdo linear para a variagdo da porosidade; experimentos tem mostrado

comportamento contrario a essa relacdo, Havmoller, apud Pao et al (2001).

Pao et al (2001) propdem a seguinte equagdo matematica demonstrada
utilizando a nomenclatura de Lewis e Schrefler (1998), na qual se baseou o
trabalho de Muller (2007):

dg = [% —KLj[da' . [1 —KLJ@J + [Ki —%}dﬁ 2.61)

Em que K e K;; sdo os moédulos de deformabilidade do meio e da matriz
porosa, respectivamente. Ainda de uma forma mais geral a equacao 2.61 pode ser

posta na seguinte forma:

€ d d
d¢=ng—mTDT37—mTDTm 9152 +K—p (2.62)

m m

2.5.4.

Relagdes Constitutivas para Permeabilidade

No modelo fisico considerado para as defini¢des das equacdes governantes
anteriores, cada constituinte i (i = s, fy, fi), s6lido, fluido molhante e fluido ndo
molhante, tem uma densidade obtida com sua respectiva fragdo volumétrica ni=

Vi/V onde V; = volume do constituinte i, sendo:
Z 7 =1 (2.63)
A densidade (média) p; é definida como:
1 1
=7 IV m, (% 0dV = IV, m, (x,0)dV (2.64)

¢ ainda que:

¢=1-n, e n,éafracdo volumétrica de solido. (2.65)
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Da mesma forma que sdo definidas fragdes volumétricas das fases pode-se
definir a fragdo de volume de poros, quando o meio sélido é considerado, na

forma: n= V,/V, sendo V, o volume ndo ocupado por meio sélido.

Quando os vazios do meio poroso estdo preenchidos por dois ou mais
fluidos imisciveis, o conceito de saturagdo € definido, como sendo a fragdo do

volume poroso ocupada por uma determinada fase.

Colocando a equagdo 2.63 de outra forma, e considerando fluxo biféasico,
temos para saturacgdo, que:
28=1 (2.66)
i=w,nw
em que S, ¢ S,y sdo as saturacdes de fluido molhante e ndo-molhante,
respectivamente. Ainda assim, pode ser considerado que determinada fase possa
atingir seu menor valor possivel, caracterizado como saturacdo residual, sendo

representada por S, (i = w,nw).

E comum para anilise de escoamento bifasico, a defini¢io de saturagio

efetiva como:

_ Sw B Srw
©1-85_ -8

rnw

, (2.67)

em que S, é a saturagdo efetiva, S, é a saturacdo da fase molhante, S,, ¢ a

saturagdo residual da fase molhante e S,,, ¢ a saturagdo residual da fase nao-

molhante, e ainda:
Srw < Sw < 1_ Srnw * (2'68)

A lei de Darcy generalizada ¢ utilizada para o fluxo multifisico que
relaciona a velocidade média de cada fase ao gradiente, a permeabilidade e a

viscosidade correspondente da pressdo. Assim, a velocidade média para a fase  ¢é:

K
Viz = nﬂvrlf = lrvrir = __”(szr + p;rg)' (2.69)

T
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em que g € o vetor aceleracdo gravitacional, pr, W, Viz € Ky sd0 respectivamente
pressdo, viscosidade dinamica, velocidade real, e permeabilidade intrinseca .
Também, K, ¢ relacionado a permeabilidade intrinseca K e a permeabilidade

relativa k., por:

K. =k K. (2.70)

rT

Por ser uma caracteristica intrinseca do meio alguns autores empregam
formulacdes de variagdo da permeabilidade absoluta como dependente da

porosidade como, por exemplo, a relagdo Carman-Kozeni, isto é:

3
_K, 4 : (2.71)
(1-¢)
em que K, pode ser tomada em eixos de permeabilidade principal tais como em

duas dimensdes, por exemplo:

K [0 O 2.72)
"Tlo k&,

com kyo € kyo sendo as permeabilidades intrinsecas iniciais nas direcdes X €,

respectivamente.

O tensor de permeabilidade absoluta Ko definido na Equagdo (2.72) mede a
habilidade do meio em permitir o escoamento de fluidos através de seus poros.
Portanto o tensor de permeabilidade absoluta ¢ uma caracteristica intrinseca do

meio.

Outra possibilidade apresentada em Guimaraes (2002) ¢ uma aproximagao

exponencial da forma:
K =K, exp[b(¢—g,)] 2.73)

A permeabilidade relativa tem sido considerada através de curvas obtidas
em laboratério através de ensaios realizados sobre amostras do meio poroso,

sendo expressas por fungdes ndo-lineares da saturacdo da fase molhante s.,.

Assim, varios autores apresentam diferentes formas de modelar as curvas de

permeabilidade relativas.
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Um modelo bem mais simples, muito comum em engenharia de petréleo
para representar as permeabilidades relativas das fases molhantes e ndo-molhantes

respectivamente, ¢ dado por:

k, =S¢

rw

(2.74)
k,=(1-S,).

r

Outro modelo dado por expressdes semi-empiricas ¢ apresentado por

Brooks e Corey (1964), na forma:

k. =8lesni (2.75)

w

E a permeabilidade relativa da fase ndo molhante é descrita pela equag@o:
k,, = (-8, P{1-senm), (2.76)

em que B é um parametro de acordo com o tipo de material, relacionado ao

tamanho dos graos solidos.

A figura 2-3 apresenta a representacdo das curvas de permeabilidades
relativas molhante ¢ ndo molhante e a curva de pressdo capilar por em fungdo da

saturagao.

0.9\ krw

\
08F \

07 \
06}

0.5}

Krw/Krnw
Pc(Sw)

0.4
0.3}
0.2

0.1} ~~

. . . . I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 ) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Sw Sw

Figura 2.3 Curvas de permeabilidade relativa e de pressdo capilar (Modelo de Brooks e Corey).
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