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Teoria de Orbitais Moleculares

4.1.
Introducao

A Teoria dos orbitais moleculares desempenha um papel central na
compreensdo de problemas de caréter fisico e quimico para sistemas moleculares,
onde a mecanica quantica na forma da equagdo de Schrodinger fornece a base
para o entendimento e descricdo de vdrios fendmenos, tais como a teoria de
ligacOes quimicas e a determinac¢do da estrutura eletrOnica, os quais se reduzem a
uma investigacao dos elétrons em moléculas e sélido. Embora, certos conceitos da
teoria de ligacdo de valéncia sdo algumas vezes convenientes em discussoes
qualitativas. Hoje em dia, quase todos os calculos em moléculas inorganicas siao
realizados usando a teoria do orbital molecular (teoria OM). Assim, esta teoria
OM nio s6 descreve a estrutura eletronica para moléculas de um elétron, mas

também permite uma boa aproximacgao para moléculas de muitos corpos.

4.2.
A Equacao de Schrédinger

As propriedades das moléculas e das interacOes intermoleculares podem
ser compreendidas pela andlise das solugdes da equacdo de Schrodinger
eletronico. Se considera um sistema em regime estaciondrio, de forma que pode
ser tratado como um sistema de N nucleos e n elétrons independentes do tempo.

Assim o Hamiltoniano total que descreve este sistema se escreve:

_ 2 N VZ 2 n 2 Z Z
HO™{12.. N2, ..0) = /e
2 SM, 2T A i 1y
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ame, Ty ATE S (1)
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aqui, M, é a massa do nicleo A; m e e s3o a massa e carga eletrOnica,
respectivamente. Z, € a carga nuclear, e r; a distancia entre as particulas i e j.

As somas envolvendo indices maiusculos sdo sobre os nucleos atdmicos € 0s

indices minusculos sobre os elétrons.

O significado de cada termo da equagdo é como segue:

o 1° Termo representa a energia cinética dos nucleos.

o 2° Termo a energia cinética dos elétrons.

. 3° Termo a energia de repulsdo nucleo — nucleo.

. 4° Termo a energia de atragdo eletrostética elétron-nicleo.
° 5° Termo a energia de repulsdo elétron-elétron.

Assim a equacdo de Schrodinger para este sistema se escreve:

H™™(1,2...,N;1,2,...,n)w(1,2..., N51,2,...,n)
= Ey (2., N;1.2,...,n) ?)

sendo ¥ uma autofuncdo para todas as particulas, e E a energia total do sistema.

Uma vez que cada particula tem sua trajetéria descrita no R*, esta é uma equagio
diferencial parcial com 3n+3N varidveis. Esta equagdo é ainda muito dificil de
resolver. Uma simplificacdo pode ser feita baseada na diferenca de massa entre
elétrons e os nucleos, a chamada aproximac¢do Born-Oppenheimer [44, 45, 46]

discutida no préximo item.

4.3.
Aproximacao de Born — Oppenheimer

Esta aproximac¢do toma em consideracdo que os nicleos se movem muito
mais lentamente que os elétrons, devido a que a massa dos nicleos € muito
superior a massa dos elétrons. Entdo podemos supor que os elétrons se ajustam tdo
rapidamente a nova posi¢cdo dos nucleos que a qualquer instante do seu

movimento, € como se o nucleo estivesse em repouso.
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Assim, considerando-se que os nucleos estdo imoveis, se simplifica
grandemente a equacdo de Schrodinger. Em sintese, a aproximacdo de Born-
Oppenheimer separa os termos da energia cinética nuclear e a repulsdo ntcleo -
niicleo do Hamiltoniano H ™" | desconsiderado o primeiro termo na equacio 1,
enquanto o terceiro termo pode ser considerado uma constante que deve ser
adicionada a energia total do sistema. Definimos desta forma o operador
Hamiltoniano eletronico e a energia total do sistema para uma dada configuracao

nuclear:

Hel:_h_zz 2

2mS 471'80 : TE i T

YAVA
ZM 4)

ATE, 45 Tap

3)

2
E=¢e+

Desta ultima equagdo, £ € a energia de eletronica e o segundo termo € a
energia eletrostatica de repulsdo nuclear.

Ao lidarmos com tais equacdes em mecénica quintica. E conveniente
introduzir um sistema de unidades apropriado as dimensdes atdmicas: o sistema
atobmico de unidades. Neste sistema o operador Hamiltoniano eletronico da

equacao (3) pode ser rescrito da seguinte forma:

=— ZVZ ZZ— Z— (5)

Tai i<j
A funcdo de onda deve satisfazer a equacdo de Schrodinger.

H'1,2,..n)w" (1,2,....,n)= ey (1,2,...,n) (6)

A aproximagcdo de Born-Oppenheimer geralmente representa uma
aproximag¢ao muito boa para tratar sistemas reais. Erros advindos de seu uso sio
muito menores que os originados de outras aproximagdes [44]. Esta aproximacao
¢ utilizada em praticamente todos os métodos de quimica quantica para calculo de

estrutura eletronica de moléculas e sélidos [46].
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4.4.
O Modelo do Elétron Independente

A principal dificuldade para tratar a equacdo 6 advém do termo
envolvendo a interagdo entre pares de elétrons. O problema seria grandemente
simplificado se ditos elétrons ndio interagissem. Desta forma o operador H¢ seria
uma soma de termos monoeletronicos, permitindo assim descompor (6) em um
sistema de equacoes [45, 47]. A aproximacdo do elétron independente consiste em
ignorar este termo de interacdo. Assim pode-se procurar por solucdes para a
fun¢cdo de onda multi-eletronica na forma de um produto de fun¢des cada uma

dependente somente das coordenadas de um unico elétron.

p(L.2....n)= 0,10, (2)....0, (n) )

Tais fungdes sdo denominadas orbitais e o lado direito da equacdo acima e
conhecido como produto de Hartree. Uma caracteristica muito importante das
fun¢des de onda multi-eletronicas € a necessidade de que sejam anti-simétricas, ja
que os elétrons sdo férmions. Uma vez que elétrons sdo particulas indistinguiveis,
nenhuma propriedade fisica do sistema pode ser afetada pela troca de rétulos de
quaisquer dois elétron.

Os elétrons possuem um grau de liberdade adicional, o spin, que por ser
independente das coordenadas espaciais, serd multiplicativo. Todos estes
requisitos sdo elegantemente condensados no determinante de Slater [44], que

para um sistema de 2n elétrons é

w(1,2,..2n)=

(2n) " " e ”
¢, 2n)a(2n) ¢, (2n)B(2n) .. .. @,(2n)B02n
onde @ e f representam os estados de spin +1/2 e -1/2, respectivamente. Além

disso a condicdo de serem férmions impde que a cada permutacdo de quaisquer

dois elétrons, a funcdo de onda total deve mudar de sinal. Matematicamente:
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Wiy jo)==w(y jois..) 9)

De acordo com as propriedades dos determinantes, se tivermos duas linhas
ou duas colunas idénticas o determinante é nulo. Isto implica que duas particulas
(férmions) idénticas ndo podem ocupar o mesmo orbital. Como vemos o

determinante de Slater nos conduz naturalmente ao principio da exclusio de Pauli.

4.5.
Estruturas de Camadas Fechadas

Um sistema de camadas fechadas é definido como sendo um sistema
descrito por uma funcdo de onda cujo termo dominate é um determinante de Slater
construido a partir de orbitais espaciais duplamente ocupados e tendo spins
contrarios [47].

Comecemos por considerar a funcdo de onda ¥ dada pelo determinante de
Slater da expressao (8), em que cada uma das n func¢des de onda @, descreve dois
elétrons. Os orbitais ¢, podem ser considerados ortogonais sem perda da

generalidade:
S, =[9l0,dr=(0]p,)=5, (10)

em que J,€ o simbolo delta de Kronecker, que € igual a 1 se i = j e € igual a zero

se 1 # j. O produto antisimétrico para a camada fechada vem dada ent@o por:

W:m;(_lr P{ g, )e(1), (2)B2). e 0. 2n—-1)a(2n-1)p, (2n)B(2n)}

(1)

onde P € o operador de permutacdo que antisimetriza a fun¢do de onda ¥ e é
definida como: tomar as permutacdes de sequéncia 1,2, ..., n, atribuir o sinal (+)
as permutacdes pares € (-) as fmpares. Quando um estado eletronico ¢é

representado por ¥, sua energia eletronica € dada por:
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E* = [y Hydz (12)

Substituindo-se (11) nesta expressao obtém-se:

Eel ZZiHﬁ'i‘nZJﬁ—i_ii(z‘]ii_Kﬁ) (13)

i j#

Como K, =J,, aexpressdo (13) pode escrever-se na forma

Ee’:ZZn:Hii+Zn:Zn:(2Jij—Kij) (14)
i i

onde H,

i °

J; e K, s@o respectivamente as energias dos orbitais, as integrais de

Coulomb e as energias de “troca” usualmente definidas por:

H, = [y H "y, (D7, (15)

" * 1
7y =] Jw Wy, Q)—v, (W, (2)dzdz, = (i115) (16)
K, = [ [vi (;@)--v, (O, (2dzdz, = (51 i) a7

Analisando a expressao (14), vemos que o primeiro somatdrio representa a
soma das energias de todos os elétrons na presenca do campo gerado pelos
nucleos. O fator 2 advém da possibilidade do elétron possuir projecdo de spin 1/2

ou -1/2. O segundo termo representa as interagdes eletronicas, a integral de 2

elétrons J; representa a interagdo entre a distribui¢do de carga y;y, e y.y;. O
termo integral de troca K; entra com o sinal negativo e contribui para reduzir a

energia de interacdo entre os elétrons com spins paralelos em diferentes orbitais

v, ey,
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4.6.
O Método de Hartree-Fock para Estruturas de Camadas Fechadas

Estamos tentando determinar o melhor produto antisimétrico, ou seja, a
funcdo para o qual a energia atinge seu minimo absoluto. Com um tnico

determinante de Slater e uma expressdo conveniente para a energia eletronica é
possivel a determina¢do dos orbitais espaciais ¥, . Temos entdo que minimizar

(14) variando os orbitais moleculares dentro dos limites permitidos para que (10)

seja valido. Isto, obviamente, ndo daré a correta fun¢do ¥ de muitos elétrons, mas

sim a mais proxima possivel na forma de um tnico determinante de Slater. Estes
orbitais sdo conhecidos como orbitais moleculares de Hartree-Fock que requer o

calculo auto-consistente. Em problemas variacionais desse tipo a técnica padrao

z

para resolver este problema € o método dos multiplicadores de Lagrange

[48,49,50], que envolve a minimizacdo da fungdo:
G=¢-2) > ¢S, (18)
i

onde £ € dado pela expressdo (14) da energia eletronica e €; sdo constantes a ser

determinados (multiplicadores de Lagrange). A condi¢cdo para que a funcdo G
atinja o ponto estaciondrio € que a variagdo em G, oG, seja nula em primeira

ordem:

5G=0 (19)

8G=2Y [dy, [Hl// #2027, K Wi =Y e, [dT=0 (20)

onde o operador de Coulomb J; criado por um elétron numa orbital ¥, € sentido

por outro elétron noutra orbita ¥ i ¢é definido como:

« 1
Jj (1) = J-l//, (2)r_ v, (2)d72 21
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e o operador de troca K, € o potencial de interacdo entre elétrons com 0 mesmo

spin, define-se como:
. 1
K 00| [ 2) Lok, ) @)

Assim a aplicagdo do principio variacional usando o método dos
multiplicadores indeterminados de Lagrange resulta na emergéncia de um novo
Hamiltoniano, o Hamiltoniano de Fock, obtendo-se um conjunto de equagdes

diferenciais de um elétron para cada orbital y; [51].

[H +3 (27, -k, )}m =26, i=lean =
J

J

onde H“" permanece como o Hamiltoniano de um elétron movendo-se sob a
influéncia do potencial eletrostidtico dos nicleos. A expressdao acima se pode

reescrever como
Fl//i :Zgijl//j i=1,...,n (24)
j

em que F representa o Hamiltoniano de Fock e &, sdo constantes a determinar.

A equacdo (24) também pode ser escrita em forma matricial, como resultado

obtém-se as equacodes:
Fy,=¢cy, ,i=l..n (25)

Considera-se um conjunto de orbitais ¥, que irdo permitir o calculo dos

integrais de Coulomb e de troca para se obter um valor aproximado para o
operador F', assim resolve-se a equacdes (25), e compara-se os resultados obtidos

com os valores iniciais.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912923/CB


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0912923/CB

44

Guiados por esta comparagdo obtém-se um novo conjunto de funcdes
proéprias ¥, que constituem um segundo conjunto de fungdes de teste. Este

processo continua até se considerar satisfeito um critério de estabilidade,
normalmente associado a minimizacdo da energia. E nisto que consiste o
celebrado método auto-consistente e os orbitais calculados sdo ditas auto-

consistentes ou de Hartree-Fock (H-F).

4.7.
O Método LCAO - as equacoes de Roothaan

O problema para o tratamento de sistemas moleculares se simplifica se
usamos aproximagdes para os orbitais moleculares (MO). Consideram-se os MOs
como uma combinagdo linear de orbitais atdmicos linearmente independentes
(LCAO - Linear Combination of Atomic Orbitals). Podemos generalizar este
procedimento representando todos os elétrons da molécula por LCAO-MO, dados

por:
v, =Y .8, (26)

onde ¢, sdo os orbitais atdmicos normalizados e os parAmetros ajustdveis c,; sao
os coeficientes de expansdo. Como queremos que os orbitais ¥, formem uma base

ortonormal, isto implica em:
Z CuiCVjSuv = 51] (27)

sendo J; o simbolo delta de Kronecker e §,, € o integral de sobreposigdo entre as

orbitais atbmicas ¢, e ¢, , tal que

S, = [9.()g,(dz, = (g,

9,) (28)

Com o uso da expansdo linear da expressao (23), pode ser rescrita a

energia total eletronica em termos dos orbitais atdmicos, assim:
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H; = cuciH (29)

uy

sendo agora H,, a expressdo correspondente ao integral (15) considerando

orbitais atdmicas
Hm = J- ¢: (1)H C()m¢v (l)dz.l (30)
analogamente, pode escrever-se

Ty = D CuChyCco (liv| Aa) 31)

ulvo

K, = Zc;kic;/cw 0/<'u;t|va> (32)

ulvo

A equacdo para a energia total eletrOnica se reduz a:

“SRH A YRR (li0)-Sluah) | o)

uvﬁo‘

onde:

= 22 cc, (34)

a determinacdo dos coeficientes ¢, e c, € feita pela minimizac¢do da energia,

mais uma vez através do principio variacional [52]. Como resultado obtém-se a

equacao de Roothaan.

Z(F -£S,, )cW =0 (35)

v

com

F,=H,+Y pﬁ{wu@ -%Wpaﬁ 36)
Ao
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A equagdo (35) pode ser escrita em forma matricial:

FC=5Ce (37)

entdo podemos considerar sem perda de generalidade que & € uma matriz

diagonal, com elementos reais. Assim a expressao reduz-se a:

FC, =¢,5C, (38)

(F-eS)C=0 (39)

Na equacdo acima F e S sdo matrizes dadas, C e & devem ser
determinadas. Note-se que (39) é uma generalizacao do problema de autovalores e
autovetores para uma matriz Hermitiana. Os elementos de matriz do operador
Hamiltoniano de Hartree-Fock sdo dependentes dos orbitais através dos elementos

de P, e as equacdes de Roothaan sdo resolvidas assumindo primeiramente uma

uy

condi¢cdo inicial para a expansdo dos coeficientes c,, gerando a matriz de

densidade correspondente P,

>, e através da equacdo (36) obtém-se F,, e com este
uma nova matriz C € obtida. Este procedimento € repetido até que os coeficientes
atinjam uma convergéncia. S3o estas as equacdes de partida que trataremos no

capitulo a seguir para apresentar o0 método de Hiickel.

4.8.
O Método de Hiickel Aplicado a Moléculas

A teoria molecular de Hiickel foi introduzida por E. Hiickel em 1930 [52].
Este método muito simples e util d4 uma visdo valiosa sobre o comportamento
quimico das moléculas permitindo o estudo qualitativo de sistemas de elétrons 7
em moléculas conjugadas planares. Dita teoria assume o sistema 7 de moléculas
conjugadas podem ser tratados de forma independente dos orbitais ¢, assim
simplificando enormemente o procedimento do cdlculo. Esta aproximagao sugere

que ¢é possivel calcular muitas propriedades fisicas e quimicas importantes de
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2

sistemas conjugados dentro de um tratamento “puramente 7z~ ignorando os

orbitais ¢ . Assim, a energia total eletronica da molécula pode ser escrita como:
E=E_+E, (40)

onde E_ e E_, sdo respectivamente, as energias eletronicas que surgem devido

aos elétrons o e 7 da molécula. Esta separacio € baseada no seguinte
argumento: Uma molécula conjugada é em geral um sistema planar, ou quase
planar. Nesta situacdo muito especial, os orbitais moleculares MOs descrevendo a
molécula pode ser dividida em dois grupos ortogonais: MOs & que sao simétricos
e MOs 7 que sdo antisimétricos a reflexao no plano da molécula.

Existe uma diferenca fundamental entre os orbitais ¢ e 7x: para os
primeiros a superposi¢do envolve basicamente os orbitais em atomos vizinhos,
conferindo assim um caréter localizado a ligagdo. Por outro lado o mesmo nao
acontece com os orbitais 7, que tem um cardter deslocalizado sobre toda a
molécula. Assim um elétron neste orbital é tratado como um elétron movel
deslocando-se sobre todo o esqueleto da molécula, interagindo quimicamente

entre si cada parte do sistema. Neste ponto temos ¥ =y _¥,. No método dos
orbitais moleculares, ¥, é aproximada como um produto de orbitais moleculares,

cada um deles no método da combinacdo linear de orbitais atdmicos (LCAQO) é

uma combinacdo linear dos orbitais 7, representado como:

V. =209, (41)

onde ¥, é o j-ésimo orbital molecular, ¢ € o orbital atémico (orbital 7 ) para o
J

r-€simo atomo, € ¢ i € o coeficiente do r-ésimo orbital atémico no j-ésimo orbital

molecular. Estes orbitais moleculares sdo autofungdes do operador Hamiltoniano
considerando somente o sistema dos orbitais 7 o qual denominaremos por H . A
teoria de Hiickel é baseada no principio variacional, que € a seguinte: Se uma
funcdo de onda arbitrdria é usada para calcular a energia do orbital molecular da

equagao (41), o valor calculado nunca € menor do que a verdadeira energia.
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Assim, de acordo com este principio tomamos primeiro coeficientes
arbitrdrios para construir a funcdo de onda da molécula e calcular a energia da

molécula como:

[v, Hy, dt
g=2 "0 (42)
v, v, de

A expressdo para a energia deve ser minimizada com relacdo a todos os

coeficientes c,, assim temos:

88:

== =0
5 (43)

Substituindo a equacdo (41) em (42) e omitindo os indices dos orbitais

moleculares temos:

> > cie,[9Ho dr

; ; (44)
Y >, [odr
Considera-se:
H, =[¢/Hpdz (45)
S, =[9.9,d7 (46)

A equagdo (44) pode entdo ser simplificada:

ZZCjCSH s
P P — 47)

*
2265,
ros

Uma vez que o denominador da equacdo (47) constitui uma série de

integrais de “overlap” cuja soma sempre € ndo nula, temos entao:
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gZchchm = ZZCjCXHm (48)

r

Diferenciando a equagdo (48) em relagdo a ¢, obtemos:

€ZCerr+€ZCsSm :ZC:Hrr +ZCers (49)

como o operador H € hermitiano, H,_=H_ e S, =S, entdo

£>ecS,=>cH, ou >ec(H,-¢S,)=0 (50)

Considera-se os seguintes termos:

. H, =g Hpdr=a (51)

este termo e conhecido como integral de Coulomb. O significado fisico
das integrais € que elas representam aproximadamente a energia
Coulombiana de um elétron (descrito por ¢ ) no orbital atdbmico 7 e
sujeito ao potencial molecular.

B, r#s seres sdo dtomos ligados

. H,=[¢ H¢Sdf={ (52)

0, em qualquer outro caso

este termo e conhecido como integral de ressonancia ou integral de
ligacdo, e representam a energia de interacdo entre pares de orbitais. Esta
interagdo depende da distancia de separacdo entre os dois orbitais.

ser#s

. S, =|99dr=5, = {(1) (53)

ser=s
os termos S, sdo as integrais de sobreposi¢do ou integrais de “overlap”,
onde J, é o delta de Kronecker. Considerando orbitais atémicos

normalizados.
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Com a introdugdo destas aproximagdes adicionais a equacao (50) se reduz

a
cla-g) + B, + ... + B,
B+ cla-e) + .. + ¢ p,
L : . (54)
cf, + B, A+ o + ¢ (a-¢)

O conjunto de equagdes tem solucdo ndo trivial se o correspondente

determinante secular € nulo:

M|=| . : L . =0 (55)

onde M € denominado o determinante de Hiickel. As energias orbitais &; séo
obtidas a partir das raizes deste determinante, e substituindo cada valor & ; obtido

no sistema de equacdes (54), conjuntamente com a condi¢do da normalizacdo:

>=1
ch . Como vemos, nosso problema foi reduzido a encontrar os autovalores
J

(energias) e os autovetores da matriz M (que sdo as autofuncdes ¥, ). A matriz
J

M € construida dentro da aproximacgdo de Hiickel Simples como:

M =X aii|+ 24, K 2

i#j

onde i e j sdo os indices dos sitios dos &tomos com elétrons 7, considerando-se
a interacOes somente entre os primeiros vizinhos dentro da metodologia tight-

binding [53] e os pardmetros @, e f, sdo tomados da bem conhecida

parametrizacdo de Streitwieser [52] (ver Tabela 1).
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Uma vez que ela trata de maneira diferenciada os nitrogénios amina e
imina e especialmente o nitrogénio imina protonada, o que € de extrema
importancia para uma descricdo qualitativa precisa do espectro de valéncia das
polianilinas. De acordo com esta parametrizagdo, os carbonos ligados a
heterodtomos (dtomos diferentes do carbono) possuem uma alteracdo em sua

energia de sitio, chamado efeito indutivo. Assim todos, os carbonos ligados aos

nitrogénios, por exemplo, possuem sua energia de sitio dada por &, = &, + 0.1, ,

onde «, ¢ aenergia de sitio do 4&tomo de nitrogénio ligado ao dtomo de carbono.

Tabela 1. Pardmetros de Hickel para as PANs, em unidades de ,50 =2.5eV , obtidos

da parametrizagao de Streitwieser [52].

Sitio a Ligacio B
C:C-NH -0,15 c-c -0,90
C:C-N-= -0,05 c=c" -1,10

C:C—®NH = -0,20 c-c® -0,90

Cc:C 0,00 c=c" -1,00

N:—NH — -1,50 C-NH -0,80

N:-N= -0,50 C-N-= -0,80
N:—®NH = -2,00 C-®NH = -0,80
C=N- -1,00

C=®NH - -1,00

(a) anéis de estrutura quindide; (b) anéis benzendides

Dentro desta aproximagdo de Hiickel simples, a melhor maneira de
incorporar o efeito de um grupo metil ligado a um carbono de um anel, € incluir

um efeito indutivo deste grupo sobre o carbono ao qual se encontra ligado:

a,=a,+0,58,,onde B, =25eV.
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