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5
Familia de Paraboldides

Este capitulo tem por objetivo apresentar a parcial falta de solucao ao
primeiro problema proposto para essa tese, a saber estender o modelo de

poligono parabdlico para superficies.

O problema inicial proposto para esta tese foi mostrar que dado uma
amostra {(p;, n(p;)}2_; C S x S?, onde S é uma superficie mergulhada em R?
e S? é a esfera unitaria, poderiamos obter um paraboléide passando por estes
pontos e normais. A motivagao veio do modelo de poligono parabdlico (13) que
mostra a reconstrugao de curvas através da geometria afim. O modelo para
superficie utiliza paraboldides em cada triangulo. Provamos que é necessério
impor algumas condigoes sobre os normais para existir o paraboléide passando
por (p;, n(p;)). Mostramos que sobre certas condi¢oes da amostragem de pontos
e normais existe uma familia de parabdloides que passa por trés pontos e
possuem os normais definidos nesses pontos. Tentamos resolver o problema
completo utilizando cibicas osculadoras, mas até o presente momento nao
temos uma solucao.!

Seja {(pi, n(p;)}o., C S x S? uma amostra, ou seja, temos trés vetores
normais definidos em {p;}?_,. Podemos aplicar uma transformacao afim A que
leva esses trés pontos para os pontos (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), em coordenadas
homogéneas A™' = (p; — t,py — t,p3 — t,t), onde t é um vetor de translagao
qualquer. Podemos definir t = p3 — N3, t,, = 0 tal que n(ps) = e3 = (0,0,1).

Usamos a representacao geral de quadrica

F:R® - R (5-1)
(z,y, 2) — ax® + by* + cz* + 2dwy + 2exz + 2fyz + 2gx + 2hy + 2iz + j = 0.

Notemos que o gradiente de F' ¢ paralelo ao vetor normal N, assim

existem coeficientes {\;}?_; € R — {0} tais que

VF(e;) = Amn(e;). (5-2)

INessa busca recebemos muita ajuda do professor Carlos Tomei, que agradecemos muito.
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Queremos encontrar os coeficientes a, b, c,d, e, f, g, h, 1,7, A1, Ao € A3.

Se assumirmos que j # 0, entao sem perda de generalidade podemos
definir 7 = 1. Notemos que temos 12 equagoes e 12 incognitas sendo que 9 delas
foram obtidas a partir da equagao (5-2) e as demais da equagao (5-1). Podemos

escrever essas equagoes em termos de um sistema linear nao homogéneo, a saber

(100000200 0 0 0 ][ a] [ 1]
010000020 0 0 0 b ~1
001000002 0 0 0 c —1
200000200 —n(p) 0 0 d 0
000200020 —np) 0 0 e 0
000020002 —np) 0 0 F1 o
000200200 0 —n(p2)1 0 g | | o
020000020 0 —n(p2)2 0 h 0
000002002 0 —n(p); 0 i 0
000020200 0 0 0 A 0
000002020 0 0 0 Ao 0
(002000002 0 0 =1 ][] | 0]
A

Usando o programa Maple, obtemos que A\; =0, : = 1,2, em particular
temos uma solugao que nao respeita n; e no. Logo, devemos encontrar condicoes
sobre os normais que nos deem um resultado mais amplo. O préximo resultado

foi obtido com a ajuda do Maple.

Teorema 7 Se n(p;) € simétrico a n(ps) pelo plano ortogonal a n(ps) bissetor

a p1Ops, em outras palavras se as componentes dos vetores normais satisfazem

n(p2)1 = n(p1)2, n(p2)2 = n(pi)1, e n(p2)s = n(p1)s. Entao det(A) = 0 e

portanto temos uma familia de quddricas a um parametro em A\

F(z,y,2) = (1+n(pa)eh)a® + (1 + n(p2)2d)y” + (1 + (n(p2)2 — n(p2)s) M) 2*
(

+ 2 (H% (n(p2)2+n(p2)1) A ) Ty+2 ( %n p2)2A )

(o)~ (1) o
- [(1+%”(p2)2)\1) y+(1+;( (p2)2—n(p2)3) A ) ]

Vamos encontrar o valor de \; de tal forma que a quadrica seja um

paraboldide.
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Seja () a matriz da forma quadrética associada a quadrica dada pela

equagao (5-3)

1+ n(p2)2M1 1+3 (n(p2)2+n(p2)1) M1 1+3n(p2)oM
Q=| 143 (n(p2)2+n(p2)1) M 14+n(p2)2A1 1+3n(p2)2 M
1+3n(p2)oM 1+3n(p2)oM 14+(n(p2)2 — n(p2)3) M1
Obtemos
Aet(Q) = ~ R (p2)s — n(p2)2) (n(p2)on(pa) N — nlpa)in(pa)sh (54)

+ n(p2)1 + 2”(192)3/\1 - 3”(192)2”(192)3)\1 + 3”(192)2 - 4”(292)3)-

Queremos que a quadrica seja um paraboldide entao temos que ter
det(Q)) = 0. Assim, na equacdo (5-4) temos um polinémio em A; de grau

3, cujas raizes sao

—n(p2)1 — 3n(p2)2 + 4n(p2)s
—n(p2)2n(p2)1 + n(p2)1n(p2)s — 2n(p2)3 + 3n(pz)2n(p2)s’

0,0e¢

Se A\ = 0, entao temos um caso impossivel, terfamos na definicao de
F que (z +y+ 2z —0.5)? +0.75 = 0. Portanto, estudaremos o caso em que
A1 # 0. Substituimos o valor de A; em @ e calculamos os autovetores {v;}3_; e
autovalores {;}?_;, obtemos um autovalor nulo. Definamos a matriz diagonal
D = diag(ay,a9,a3 = 0) = PQP', onde P ¢ uma matriz formada pelos

autovetores {vy, vg, U3}.

Figura 5.1: Paraboldide eliptico original (& esquerda), e apds a primeira (centro)
e segunda (a direita) transformagoes, respectivamente.

Afirmacao 2 Eriste uma transformacao F : R> — R, tal que

1. F(x,y,2) = F(l,m,n) = Pa; + m?ay + 21§ + 2mh + 2ni + j

2.7=1J


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921353/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 0921353/CA

Célculo de Estruturas Afins e Aplicacdo as Isossuperficies 62

Demonstragao: Definamos P(z,y, 2)" = (I,m,n)". Observemos que

F(r,y,z) = X'QX+X'N+j
— X'PPQP'PX + X'P'PN +j
— R'DR+ R'S + 3,

onde X = (z,y,2)", R=PX, N =(2g,2h,2i)" ¢ S = PN. Portanto

F(l,m,n) = Paj + m*ay + 21g + 2mh + 2ni + j.

Figura 5.2: Paraboldide hiperbdlico original (a esquerda), e apés a primeira
(centro) e segunda (& direita) transformacoes, respectivamente.

Utilizando a afirmacao acima, vamos fazer mais uma transformacao

de tal forma que a equagao do paraboldide fique mais simples. Definamos

l:u—fl, m:v—a%, e n = w, assim seja
- R
f(l,m,n) = ayu® + av?® +2wi + k, onde k = —— — 2= + 5.
(67) (03]

As figuras 5.1 e 5.2 ilustram as transformagoes que fizemos. Um fato
interessante é que nao existe um paraboldide osculador a superficie que seja
invariante por transformagoes afins (37). E possivel mostrar a existéncia de
cubicas osculadoras a superficie, e existe uma transformacao afim que leve
tais cibicas em outras que sao simples de entender. A classificacao dessas
cubicas depende do sinal da métrica. A demosntracao da existéncia das cubicas

osculadoras equivale a mostrar que o normal afim é vertical e dado por
¢=1(0,0,1).
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