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Resumo

Andrade, Maria; Lewiner, Thomas. Calculo de Estruturas Afins
e Aplicagcao as Isossuperficies. Rio de Janeiro, 2011. 82p.
Tese de Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

A geometria diferencial prové um conjunto de medidas invariantes sob a
acao de um grupo de transformacoes, em particular rigidas, afins e pro-
jetivas. Os invariantes por transformacoes rigidas sao usados em quase todas
as aplicagoes de computacao grafica e modelagem geométrica. O caso afim,
por ser mais geral, permite estender essas ferramentas. Neste trabalho, pro-
priedades geométricas sao apresentadas no caso de superficies paramétricas
ou implicitas, em particular, a métrica afim, os vetores co-normal e normal
afins e as curvaturas Gaussiana e média afins. Alguns resultados usuais de
geometria Euclidiana, como a férmula de Minkowski, sao estendidos para o
caso afim. Esse estudo permite definir estimadores das estruturas afins no
caso de isossuperficies. Porém, um calculo direto dessas estruturas resulta
em um grande nimero de operacoes e instabilidade numérica. Uma redugao
geométrica é proposta, obtendo féormulas mais simples e mais estaveis nu-
mericamente. As propriedades geométricas incorporadas no Marching Cubes

sao analisadas e discutidas.

Palavras—chave
Superficeis Regulares; Invariante Afim; Curvatura Gaussiana ;

Curvatura Média ; Isossuperficies; Estimacao de Derivadas; Marching
Cubes.
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Abstract

Andrade, Maria; Lewiner, Thomas (Advisor) . Calculus of Affine
Structures and Applications for Isosurfaces. Rio de Janeiro,
2011. 82p. Tese de Doutorado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Differential Geometry provides a set of measures invariant under a set of
transformations, in particular rigid, affine, and projective. The invariants
by rigid motions are using almost all applications of computer graphics
and geometric modeling. The affine case, since it is more general, allows to
extend these tools. In this work, geometric properties are presented in the
case of parametric or implicit surfaces, in particular the affine metric, the co-
normal and normal vectors, and the affine Gaussian and mean curvatures.
Some usual results of Euclidean geometry, as the Minkowski formula, are
extended for the affine case. This study allows to define estimators of affines
structure in the case of isosurfaces. Although, the direct calculation of
these structures greatly increases the number of operations and numerical
instabilities. A geometrical reduction is proposed obtaining a much simpler
and numerical stabler formulae. The geometrical properties are incorporated

in the Marching Cubes algorithms, then they are analyzed and discussed.

Keywords

Regular Surfaces; Affine Invariant; Gaussian Curvature; Mean

Curvature ; Isosurfaces; Derivatives Estimation ; Marching Cubes.
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Reconhecimento de formas (31).

Mudancas do ponto de vista, em (a) primeiro ponto de vista e
em (b,c) segundo ponto de vista. Fixar um circulo em (a,b) ndo
é suficiente para lidar com as mudancas do ponto de vista. Neste
caso, foi utilizado uma transformagdo equiafim (c) para aproximar
as propriedades geométricas (28).

Transformacgdes equiafins bidimensionais.

Definicao de superficie parametrizada.

llustragdo do plano osculador ((©wikipedia).

Curvatura normal.

Interpretacdo geométrica do sinal de d. As regides vermelhas, verdes
e azuis indicam respectivamente curvaturas Gaussianas positivas,
nulas e negativas (9).

Os paraboldides eliptico e hiperbdlico tém co-normal afim apon-
tando para o centro de cada superficie.

Os paraboldides eliptico e hiperbdlico tém normal afim & constante.
Eles tém o papel do plano Euclidiano na geometria afim.
((©Wikipedia) Interpretagdo geométrica do normal afim.

Curvas paralelas.

Superficies paralelas afins no paraboldide eliptico.

Em (a) modelo implicito de uma banana com as curvaturas Gaus-
siana (a esquerda) e média afins (a direita), cores escuras indicam
maiores curvaturas. Resultado apds aplicar transformacgdes afins
p — A - p. Notemos que as caracteristicas das cores se preser-
varam, ou seja, as curvaturas se mantiveram. No caso Euclidiano
iSSO nao ocorreria.

Vetores normal afim £ (a esquerda) e co-normal afim v (a direita)
direcdes num elipséide. O co-normal é linear com o normal Euclidi-
ano, enquanto que o normal afim aponta em direcdo ao centro do
elipséide, enfatizando que um elipsdide é a imagem afim de uma
esfera.

Estruturas afins na superficie blobby dada pela expressdo (3x)* +
(3y)* + (32) — 45x* — 45y? — 452> + 6 = 0. Da esquerda
para a direita, direcao co-normal v, direcdo normal &, curvaturas
Gaussiana K e média 'H, coloridas de vermelho para azul, a parte
central verde correspondente a métrica degenerada.

A curvatura afim do paraboldide é X = 0, mas uma estimativa
direta usando diretamente o teorema da funcdo implicita apresenta
uma grande instabilidade numérica (3 esquerda). Com férmulas
simplificadas a estimativa é mais estdvel (a direita).
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A escolha de um eixo n3o invariante leva a descontinuidades na
estimativa de v (a esquerda) e mais ainda na curvatura. Com
uma reducao geométrica, a curvatura média afim H é melhor
aproximada (a direita).

Construcdo da transformacao A.

Funcdo spline o; de grau 5 em uma varidvel.

Incorporando os estimadores dentro do Marching Cubes revela o
padrdao nao-invariante da grade baseado na estimacao das deriva-
das. As curvaturas Gaussiana afim K (a esquerda) e média afim H
(a direita) antes (em cima) com um aumento da escala e depois (em

baixo) com a transformag&o afim ((0.9,0,0.9), (0, 2,0), (1.1,0,0.6)).

Implementacdo dentro do Marching Cubes. Na primeira linha temos
a primeira tentativa e na segunda linha a dltima tentativa que
resultou melhores resultados.

Correcdo do dominio caso bidimensional.

Paraboldide eliptico original (a esquerda), e apds a primeira (centro)
e segunda (a direita) transformacdes, respectivamente.
Paraboldide hiperbdlico original (a esquerda), e apds a primeira
(centro) e segunda (a direita) transformagdes, respectivamente.

Comparagdes do normal afim ¢ quando calculado usando: z na
derivagdo implicita (3 esquerda), o eixo na maioria dos casos
alinhado com o gradiente (meio), ou a nossa redugcdo geométrica
(a direita).

Comparac3o na superficie de equagdo 222 —sin(bx + 3y*> — 1) =0
dos estimadores da curvatura média H (em cima) e da curvatura
Gaussiana K (em baixo), usando método direto (a esquerda) e
o método com transformagdo (a direita), com a mesma escala
de cores, ambos métodos mostram descontinuidades nas regides
degeneradas K, = 0.

Convergéncia sobre o modelo da esfera: erro absoluto em relagao
ao tamanho da grade, antes (sélido) e depois (tracejada) da
transformagdo afim da figura 4.2: método direto (a esquerda, em
escala linear) e o método de transformagdo (a direita, em escala
logaritmica). A barra de erro representa o quinto da variancia do
erro absoluto.

2
No toro 22 —( x?+y? — O.5) = 0, a distribuicdo da curvatura

Gaussiana afim JC é melhor preservada sobre a transformacdo
afim ((1.4,—0.2,0), (0.1,0.7,0), (0,0, 1)) se usamos o método com
transformacdo (embaixo) do que o direto (em cima).

Mesmo em uma isossuperficie mais complexa, a curvatura Gaus-
siana afim estimada com nosso método é preservada apds uma
aplicacdo afim.
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