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FUNCAO DE TENSAO DE WESTERGAARD
GENERALIZADA APLICADA APROBLEMAS DE
POTENCIAL 2D

A Funcdo de Tensdo Complexa de Westergaard supfe uma trinca com
abertura eliptica submetida a carregamento biaxial remoto. Apds algumas
modificacbes, esta funcdo pode ser usada como solucao fundamental no método
hibrido dos elementos de contorno (Dumont e Lopes, 2003). O comportamento

local da funcéo de Westergaard permite o calculo dos fatores de intensidade de

tensdo K, e K, para problemas de elasticidade em estruturas contendo trincas

internas retas e curvas. A grande vantagem do uso desta solugcéo fundamental é
o baixo esforco computacional exigido no calculo dos fatores de intensidade de
tensdo. A idéia principal da formulacao consiste em aproximar uma trinca de
geometria qualquer por uma sucessdo de elementos retos de trinca. Estes
elementos devem se superpor para garantir que todas as regides da trinca
sofram o efeito de abertura nas suas faces.

Para a analise de contornos e trincas com certas particularidades tais
como cambios bruscos de direcéo, trincas externas e trincas com bifurcacao é
necessaria uma generalizacdo da funcao de tensédo complexa de Westergaard,
gue permita uma boa representacdo do contorno da trinca.

Neste trabalho, apresenta-se uma funcdo de tensdo de Westergaard

generalizada, baseada em uma trinca com abertura semi-eliptica, com eixo de

comprimento g, e rotagéo & em relagéo a abscissa x do sistema cartesiano de

coordenadas. A solucdo fundamental a ser usada, no método hibrido dos

elementos de contorno consiste na superposicdo de efeitos de duas trincas

semi-elipticas concéntricas de eixos a, e a,, € rotacbes ¢ e 6,
respectivamente, que para o caso particular de comprimentos iguais (a, =a,) €

sentidos opostos (&, =6, + ) a solucdo fundamental vem a ser exatamente

igual a desenvolvida por Dumont e Lopes (2003). Um caso ainda mais particular

€ da funcéo de tensdo complexa de Westergaard na sua forma original onde o

eixo da trinca eliptica coincide com o eixo x,istoé 6 =0 e 6, =r.
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A presente formulagcédo é apresentada em forma sistematica, de tal modo
gue o procedimento possa ser usado para qualquer outra abertura da trinca
(retangular, triangular, parabdlica, etc.).

Neste capitulo sera tratada a aplicacdo da formulacdo a problemas de
potencial, que em principio, permita a solucdo de problemas convencionais do
método hibrido dos elementos de contorno, tais como o célculo numérico de
potenciais e fluxos em pontos do dominio onde também ¢é verificada a
convergéncia do método.

Posteriormente, é visada a aplicacdo da formulacdo em estruturas com

trincas internas retas e curvas no meio infinito e trincas em um dominio finito.

Para alguns casos particulares, calcula-se o fator de intensidade de tenséo K,

obtido a partir dos parametros p:, da Integral J e de aproximagdes polinomiais.

4.1.
Potencial e fluxos para uma trinca genérica

A funcdo de tensdo complexa de Westergaard e qualquer funcdo de

tensdo formulada a partir da abertura de uma trinca podem ser usadas para

descrever o potencial u e os fluxos ¢, =—ku, gerados em um dominio pela

presenca da trinca, mediante a seguinte expressao.
u=3(®)/k =—i(®-D)/2k
q,=—ku =-3(@)=i(®'-D")/2 (4.1)
q,=—ku,=-R(®)=—i(D'+ ®')/2

Onde, @,262 é a derivada parcial da fungdo ® emrelagdoa z, 3() e
Z

R() séo as partes imaginaria e real da funcéo, respectivamente, e a fungdo @

representa & conjugada complexa da fungcédo @ . A eq. (4.1) é valida somente se
@ ¢é analitica (holomérfica para funcdes complexas), isto €, se @ é infinitamente
derivavel em um determinado ponto, tem um Unico valor e é igual a expansao da
série de Taylor em torno a este ponto. Por exemplo, para a funcéo de tenséo de
Westergaard da eq. (2.16), esta condi¢cao € cumprida em todo o continuo exceto

paraoponto z=x*a.
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4.2,
Estabelecimento da funcao de tensao para uma trinca semi-eliptica

O procedimento a seguir pode ser usado para a formulacdo da funcéo de
tensdo de uma trinca com qualquer forma de abertura, desde que a geometria da

abertura seja dada por uma funcdo f . Neste trabalho, utiliza-se uma funcéo de

tensdo baseada em uma trinca semi-eliptica, cuja geometria € descrita pela

funcéo da eq. (4.2):
Va’ —x°
f=— (4.2)

a

Para o caso particular de a =1 e paravalores de x entre 0 e 1 (x=[0,1])
a eq. (4.2) toma a forma semi-eliptica representada na Figura 4.1.

0.4

¥ 02]

4.2

.44

Figura 4.1 - Abertura semi-eliptica para uma trinca com comprimento a =1

A seguinte funcao:

Dy=—2" (4.3)

permite obter a funcéo de tensdo para uma trinca com abertura dada pela fungéo
f (Tada et al, 1993) da eq. (4.2), onde z=x+iy é uma fungdo complexa

referida ao sistema de coordenadas cartesianas.

A seguir, obtém-se uma funcéo de tensdo para o caso mais geral em que a
trinca de comprimento a, tem uma rotacéo ¢, em relagéo ao eixo x do sistema

global de coordenadas, tal como mostrado na Figura 4.2.
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Figura 4.2 - Abertura semi-eliptica para uma trinca com comprimento a, e rotagéo 6

A eq. (4.3) deixa de ser vdlida para a trinca da Figura 4.2, sendo

necessaria a introducdo de uma constante complexa 7', que considere tanto o

comprimento g, da trinca como a rotagéo ¢,. Pode-se entdo, substituir z da eq.

(4.3) por Z, obtendo-se a seguinte equacao:

a

J‘Zfdx
o=-22"% (4.4)
2z

onde Z é uma funcéo que considera o comprimento a, e a rotacdo &, a traves

das seguintes expressoes:
Z =zT
1 . 4.5
T =—(cosé, —ising,). (43)
4
A resolucao da eq. (4.4), levando em conta as eq. (4.2) e (4.5) conduz a

seguinte funcéo de tenséo:

1-+1=Z%1In _1+7 V1-7°
Z 1 Z

O=-=-= . 4.6
4 2 T (4.6)

Derivando-se a expressao da eq. (4.6) em relagdo a z, obtém-se a

derivada da funcéo de tenséo:

ZIn

+£+Z 4.7)

27 J1-272 zZ 2

[_1+41—22}
z
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onde (D‘:ag.
Oz
Para a implementagdo numérica usando a funcéo de tensédo da eq. (4.6) e
sua derivada [eq. (4.7)], como solu¢do fundamental no método hibrido dos

7

elementos de contorno é necessaria uma analise das fungbes J(P), R(D),
3I(®) e R(DP") usadas no calculo do potencial e fluxos da eq. (4.1). A
representacéo grafica destas fun¢des para o caso particularde ¢, =1e 4, =0 e

mostrada na Tabela 2.1.

30 R0

Tabela 4.1 - Representag&o grafica das fungdes I(D), R(D), I(D') e R(D') parao

caso particular de Z = x +1y

Nos gréficos da Tabela 4.1, vé-se a descontinuidade das fungdes 3(®) e
3(®") no eixo da trinca e a existéncia de singularidades das fungdes, 3I(D') e

R(D") na origem e na extremidade da trinca, as quais precisam ser levadas em

conta para a implementagcéo numérica.
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4.3.
Consideragoes das singularidades e descontinuidades

Neste item faz-se uma analise das singularidades e descontinuidades do
potencial e dos fluxos em pontos préximos a origem e a ponta da trinca semi-

eliptica.

4.3.1.
Expansao da fungao de tensdo ® em torno a origem

A eq. (4.6) representada por funcbes polinomiais expandidas em torno a

origem (Z =0) resulta em:

27 4r 16rx 327z 2567

2 4 6 8 2 4 6 8
L 2 4 z >Z In(2) + —L+Z—+ 4 Z SZ In(Z) +
27 4r 167z 327z 2567

1 Z Z2 z* 526 5978

J’_
27z 4 87z 647z 384r 6144r

(4.8)
Levando ao limite quando Z — 0, a expressao da eq. (4.8) resulta em:

((1+\/1—Zz)i}_i
Z

lim(®) _—In(2)——ln(Z)+
2z

Z—0

(4.9)

Analisando a eq. (4.9), observa-se que em torno a origem se tem a

singularidade logaritmica In(Z). A fungdo complexa Z pode ser corretamente

representada no sistema polar de coordenadas por:

7 =L it (4.10)
a,

levando em conta esta Ultima relagao o termo singular da eq. (4.9) resulta em:

In(Z) =In(r) —In(a,) +i(6 - 6,). (4.11)
—In(r)
27

Entéo a singularidade de @ em torno a origem esta no termo , que

€ uma funcéo real que independe da direcdo. Pelo qual esta singularidade néo

afeta o valor do potencial u, dado que u = 3(®).
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A fungdo csgn( ) da eq. (4.8) é usada para determinar em qual meio-plano
(esquerda ou direita) a expressdo do valor complexo () esta. A fungdo csgn( )
é definida por:

esgn()=1 se R()>0 ou R()=0¢e 3()>0
esgn()=-1se R()<0 ou R()=0-¢e 3()<0

A+~N1-Z%)i
Z

(4.12)

Para o termo csgn( } da eq. (4.8), apos considerar, 7 =r/a

e 51 =0 -6, na eq. (4.10), obtétm-se csgn , cuja gréfica em

funcdo de 7, e 51 € apresentada na Figura 4.3:

Figura 4.3 - Funcdo c¢sgn( ) da expansédo em séries de @ em torno a origem

Para um valor de » — 0, a fungédo csgn( ) da eq. (4.8) toma os seguintes
valores:
esgn()=1 for €-6,=0
esgn()=-1 for 0<#-6, <rx (4.13)
esgn( ) =1 for z<@-6 <27
Substituindo a eq. (4.13) em (4.9) e (4.1) obtemos:

z-9+6 para @-6,=0 e 7<0-6,<2x
lim() = lim(3(@)) =] 27 (4.14)
r—0 r—0 _72'_64‘61
—— para 8- <=x
2z

Tendo em conta a superposicao de efeitos de duas trincas semi-elipticas

concéntricas de comprimentos a, e a,, e de rotagdes ¢, e 6,, respectivamente,

o efeito combinado do campo potencial é dado por:
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Uy, = Uy — Uy (4.15)

Da substituicdo da eq. (4.14) na eq. (4.15) se obtém as seguintes relacdes:

—7z—6’+6’1_—7z—6’+6’2:6’1—6’2 for 0<6<8
27 27 27 B !
. T~ B T-0+6 —7z—6’+6’2_ 6 -0,
['ﬂgulz—lrm[d(‘bl—‘bz)]— T o =1+ > for 6, <0<89,
7z—6’+6’1_7z—6’+6’2 :6’1—6’2 for 6.<6 < 2
2 27 27 2T
(4.16)
ou expresso de outra forma:
6)1_6)2

5 para um ponto fora do Q
limu, = lim[ (D, - ®,)]= z (4.17)

1+% para um ponto dentro do Q
T

No caso que seja requerida a integral da fungdo R(d) em torno a origem,
uma integragdo numérica imprépria de In(») tem que ser considerada.

De fato, o valor de u = 3(¢#) na ponta da trinca é zero. Assim, expansdes
em séries indicam a presenca de Jr multiplicando um termo polinomial, onde r
€ a distancia desde a ponta da trinca. Isto tem que ser levado em conta se

alguma integracdo numeérica estivesse sendo calculada em torno a algum

contorno que inicia o termina na ponta da trinca.

4.3.2.
Expansao da derivada da fungao de tensao ®' em torno a origem

A eq. (4.7) representada por funcbes polinomiais expandidas em torno a

origem (Z =0) resulta em:

{_ TZ T17° 31Z° 517" 351Z° jln )+ [TZ 17° 317° 517

—+ + + In(Z2) +
27 4r 16x 327 256« 27 4r l1l6r 32rx

3577°
2567

2.
Tz iTZ° 3TZ° 5iTZ' 35iTZ° jcs i (1+ V-2 )’

In(Z) +
4 16 32 256 Z

T T 77° 777° 3777 53317°

—+ + + +
277 4 8x 64r 384r 6l44r
(4.18)

Levando ao limite quando Z — 0, da eq. (4.18) se tem:
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T T
lim@®)=—--— 4.19
lm(@)=->— -~ (4.19)

Para efeitos praticos expressamos a constante complexa 7 em

coordenadas polares, sendo:

r=1ten (4.20)
a
Substituindo a eq. (4.20) e (4.10) na eq. (4.19) se obtém:
e e
I|m(<1))_——||m(—)—— (4.21)

2 =20 da,

Por tanto, o termo que contém a parte singular 1/» da trinca semi-eliptica
independe do comprimento «a, e da dire¢éo &, . Entdo, a superposi¢éo de efeitos
de duas trincas semi-elipticas concéntricas de comprimentos a, e a,, de
rotacdes ¢, e 6,, respectivamente, conduz aos seguintes gradientes:

9, = _S((Dl _(Dlz)

(4.22)
v12 9{((I) -0 2)
Tomando em conta a eq. (4.21) e (4.22), se tem:
-if, —i6,
lim(@' - ®',)=-S—+% (4.23)
r—0 4a, Aa,

As projecBes do vetor unitario normal externo 77 ao longo da diregdo 6
sdo: 77, =sin(6,) e n, =—cos(f) . Entdo, a gradiente normal ao longo das faces

de cada uma das trincas esta dada por:
1 cos(a 6)
4ar1 4a,
cos(a 6)
a2 4q,

, NO eixo da prlmelra trinca

(4.24)
, N0 eixo da segunda trinca

lim(g,) =im(g. 7, +4,7,) =~

lim(g,) =lim(¢.77. +4,7,) =~

Observe-se na eq. (4.24) que ha um salto no valor de g, na transicao da

primeira trinca para a segunda trinca semi-eliptica.

Se 0,—-6, ==*x, caso no qual o contorno na unido das duas trincas €

suave, os limites da eq. (4.24) resultam em:

. 1 1 . L
lim(g, ) = ——————, no eixo da primeira trinca
r>07 4a, 4a,
(4.25)
. 1 1 . .
[m(q,7) =—-—————, no eixo da segunda trinca

4a, 4aq
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Se a,=a,, g, € constante ao longo das faces das duas trincas semi-

elipticas, e assim, a integracao de g, ao longo das faces de toda a trinca resulta

em uma fonte unitaria.
No desenvolvimento deste item, observou-se, que as singularidades em
torno a origem séo eliminadas com a superposicéo de duas trincas semi-elipticas

concéntricas.

4.3.3.
Expansao da derivada da fungao de tensao @' em torno a ponta

A eq. (4.7) representada por funcbes polinomiais expandidas em torno a

ponta da trinca (Z =1) resulta em;

( Jor 32ty  sVary®? 1ary®® as2ry™? 7742ry©? JX

4fy 16 128 512 8192 32768

2\.

csan (1A= 27)s _4+mT _TY _27Y* 46TV’ _29TY*  S4TTY’

Y+1 4 37 5z 1057 637 11557«
onde Y =Z-1. Para Y — 0 temos a seguinte expressao:

2\.
o (1+«/1—(Y+1) )z 42T
lim(®") =—-———=csgn - (4.27)
Y50 Wy Y +1 Ax

onde a fungdo csgn( ) toma o valor constante de —1 ou 1, pelo qual a eq. (4.27)

contém uma singularidade do tipo 1/\/; a qual tem que ser tomada em conta

como uma integral numérica imprépria.

4.4.
Formulagao para um dominio finito

A seguir, utiliza-se a funcdo de tensdo de Westergaard generalizada,
apresentada nos capitulos anteriores como solucdo fundamental no método
hibrido dos elementos de contorno na solugdo de problemas bidimensionais de
potencial.

Neste item desenvolve-se a aplicacdo da formulacdo para um dominio
finito QQ, com um contorno I".

Esta formulacdo propde que um elemento de trinca formado pela

superposicdo das aberturas de duas trincas semi-elipticas concéntricas seja a

(4.26)
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solucdo fundamental. A Figura 4.4 fornece o exemplo de esta abertura para o

elemento 3 do contorno da Figura 4.5.

Figura 4.4 - Abertura de um elemento de trinca formado por duas trincas semi-elipticas

Deste modo uma trinca genérica pode ser aproximada por uma sucessao
de elementos da solugéo fundamental. Estes elementos devem se superpor para
garantir que todas as regides da trinca a ser modelada sofram o efeito de
abertura de suas faces. A Figura 4.5 ilustra esta superposicdo, onde doze
elementos de trinca s&o utilizados para discretizar o contorno I'. Estes

elementos sdo numerados de 1 a 12.

number of point

i
i
i
[
[
[
[
[
[
|
number of element i
[
i
i
i
|
[
[
[
[
[
[

Figura 4.5 - Exemplo da discretizagdo de um contorno I com 12 elementos de trinca

O sentido da numeracéo dos elementos segue a mesma convencdo dos
elementos de contorno convencional, isto é, o sentido anti-horario (positivo) para
contornos que encerram um dominio Q e sentido horario (negativo) para furos
ou cavidades.

Para checar a aplicabilidade e a consisténcia da formulacdo que usa a
funcdo de tensdo de Westergaard generalizada como solugdo fundamental no

método hibrido dos elementos de contorno, analisa-se o problema de um
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contorno submetido a uma fonte externa F' tal como é apresentado no exemplo
do item 4.4.1.

4.41.
Exemplos

7

Uma fonte de potencial logaritmico <D:In\/(x+10)2+(y—25)2/27z é

aplicada em um ponto F do continuo infinito Q*, como ¢ ilustrado na Figura

4.6. O potencial e os gradientes gerados por esta fonte sédo aplicados ao longo
do contorno irregular da figura, criando o problema (para a equacéo de Laplace)
com solucéo analitica conhecida. A esquina entrante (n6 17) e o furo interno da
figura geram algumas dificuldades topoldgicas na simulagéo numérica.

O contorno I" da Figura 4.6 tem 104 nds e segmentos lineares, os quais
séo proporcionalmente distribuidos entre os nds das esquinas indicadas, note-se

que o sentido da numeracdo do contorno externo € anti-horario e do furo é

horério.

Uma série de 51 pontos ao longo do segmento de linha AB s#o usados

para representar alguns resultados numéricos do agora dominio finito Q.

Coordinates

i point X y
1 0 0
17 10 15
27 20 10
50 15 35
69 0 20
87 10 20
93 11 21
99 12 20
A 5 20
B 15 18
F -10 25

Figura 4.6 - Estrutura para avaliagcao do potencial e dos fluxos em pontos internos,

devido a uma fonte externa F
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Utilizando-se o método hibrido dos elementos de contorno sao calculados

0s potenciais u, e os fluxos g, em pontos internos. Estes resultados numéricos

sdo comparados com a solugéo analitica.
O problema é resolvido impondo-se as condicdes de contorno do tipo
Neumann, onde somente a matriz H precisa ser calculada. H é uma matriz

singular e os gradientes nodais equivalentes p sédo auto equilibrados, este
problema admite uma Unica solugdo para p*, a ser obtido com a ajuda dos

conceitos de matrizes inversas generalizadas [Dumont (2011b)].

A Figura 4.7 mostra os resultados numéricos e analiticos do potencial u .

u potential along the line segment A-B, due to an
external source F

-0,43
-0,44

-0,45 T

-0,46 T

0,47 T )

048 \\ uana.

%-0,49 \ — ———unum|
-0,5 \‘—\\

-0,51

-0,52 T

0 10 20 30 40 50
Number of the point along the line segment A-B

otential

Figura 4.7 - Potencial u# ao longo da linha tracejada A-B da Figura 4.6

Analisando os resultados da Figura 4.7, vé-se que a linha tracejada que
representa a solugdo numeérica para o potencial u , praticamente coincide com a
solucéo analitica.

A Figura 4.8 mostra os gradientes g, e ¢, tanto da solucao numeérica

como da solucado analitica.
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dx and gy gradients along the line segment A-B, due to an
rnal rce F
0.010 IMexte al source
0.008
ﬂ M
S 0.006 "
2
S 0.004 gxana.
(2]
S 0.002 --4-- gxnum.
2
ﬂix 0.000 gy ana.
o
-0.002 — = G U e
W
'0.004 T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Number of the point along the line segment A-B

Figura 4.8 - Gradientes ¢ _e q, ao longo da linha tracejada A-B da Figura 4.6

Uma melhor analise dos resultados do potencial e dos fluxos pode ser feita
a partir da Figura 4.9, que mostra o erro da solucdo numérica em relacao a

solucéo analitica.

Potential and gradients errors (%) along the
line segment A-B

l ""“‘W
0.1

"’\‘*’\\ ,/x,r“ . erro(%)
0.001

—e—qxerro(%)
—=— qy erro(%)

Error (%), logarithmic scale

0.0001
0 10 20 30 40 50

Number of the point along the line segment A-B

Figura 4.9 - Erro do potencial u e dos fluxos ¢g_e g, ao longo da linha tracejada A-B da

Figura 4.6

Os valores dos erros mostrados na Figura 4.9 sdo mostrados em escala
logaritmica, isto permite uma melhor interpretacdo dos resultados. Estes erros
séo calculados pela seguinte expressao:

valor numérico - valor analitico
valor analitico

erro(%)=abs ( J x100% (4.28)
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Nota-se que o erro do potencial u , obtido pelo BHEM é menor a £0,1%, e
dos fluxos ¢, e g, menores a +1,0%. Isto mostra a obtencéo de bons

resultados da formulacdo para problemas com dominio infinito. Veja-se que os
resultados dos potenciais sdo melhores que dos fluxos, como esperado, ja que
os fluxos sédo valores obtidos da derivada do potencial.

Estes bons resultados também tém a ver com a boa discretizacdo dos
contornos, mas, se esperaria melhores resultados para o caso da estrutura sem

a presenca do furo.

4.5.
Formulagao para uma trinca em um meio infinito

Tendo desenvolvido e mostrado que a fungéo de tensédo de Westergaard
generalizada pode ser usada como solugdo fundamental para problemas no
método hibrido dos elementos de contorno e especificamente para um dominio
finito, a seguir faz-se uma particularizacdo do método para o caso de trincas.

No item interior analisou-se o caso de contornos fechados, isto € que o
ultimo né de um determinado contorno coincide com o primeiro né do mesmo
contorno. Para o caso particular de uma trinca, tem-se um contorno aberto, com
um noé inicial e outro final que nao coincidem.

Para uma melhor compreensédo analisa-se o problema de uma trinca com

curvatura qualquer (Figura 4.10).

length of the semi-ellipse axis

number of point
number of element

Figura 4.10 - Trinca curva discretizada com n elementos

A trinca da Figura 4.10 esta discretizada com »n elementos, aos quais
correspondem n+1 segmentos e n+2 nos, sendo g, 0 comprimento do
primeiro segmento ou primeira semi-elipse e a,,, 0 comprimento do Gltimo

segmento ou ultima semi-elipse.
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A solucéo deste problema fica ainda mais simples, dado que a Matriz H é
calculada tomando em conta apenas os pontos fontes relacionados aos n
elementos, mas tendo em consideracdo os efeitos das integragdes ao longo dos
n+1 segmentos do contorno, obtendo-se assim uma matriz H da ordem de
nxn.

Esta matriz quadrada H_ ., nao singular ao ter condi¢cbes de contorno tipo

Neumann sua solucdo recai na primeira igualdade da eq. (3.58), de onde se

obtém:
H'p =p (4.29)
Onde p é o vetor de gradientes nodais equivalentes nos pontos fonte dos
elementos da trinca discretizada, este vetor é de ordem n. Assim p* é a Unica

incognita a ser calculada, de ordem »n.

O célculo do potencial e dos fluxos é efetuado a partir das componentes
p: para qualquer ponto do dominio © exceto para os pontos que coincidem

com os nos da discretizacdo do contorno I'.

Para o calculo do fator de intensidade de tensdo K, no modo |, basta

aplicar a seguinte formula:

K, =2 [7a (4.30)
2a,
ou a formula:
K, =2 [ra . (4.31)
2an+1

dependendo do extremo da trinca onde se quer calcular o fator de intensidade de

tensdo K, .

Os termos p, /2a, e p,/2a,, das eq. (4.30) e (4.31), respectivamente,

n+l
representam a meia do fluxo, aplicado ao longo do primeiro ou ultimo elemento
da trinca discretizada, segundo seja o caso.

Para mostrar a aplicabilidade desta formulacéo, é apresentado o problema

de uma trinca reta e uma trinca curva em um dominio infinito.

45.1.
Exemplos

Analisa-se o problema de uma trinca reta em um dominio infinito,

submetida a um fluxo normal unitario (Figura 4.11).
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Figura 4.11 - Trinca reta de comprimento a =1 submetida a um fluxo remoto unitario

O problema principal deste exemplo consiste em calcular os parametros de

p*, usados no método hibrido dos elementos de contorno. A partir destes

parametros p*; séo calculados os fatores de intensidade de tensdo mediante as

eq. (4.30) e (4.31), que ao se tratar de uma estrutura simétrica, os resultados
duas equacdes séo valores iguais.

A solucao analitica do fator de intensidade de tens&o para este problema
vem dada por K, = oNra =z ~1.772.

A Figura 4.12 mostra os resultados obtidos pela analise. Varias
discretizacdes da trinca foram utilizadas, variando-se a quantidade e a razéo de

distribuicéo (progressao geométrica) dos elementos ao longo das faces da trinca.

Estas razbes de distribuicio comecam nas extremidades da trinca e vao até o

centro.
stress intensity factors in terms of p*
1,07
1,06
9 1,05
21,04 S : T —
[ < 29 49 = Analytic 99
© 1,03 /", —-4—- Ratio1.00
x p
< 1,02 £11 — B - Ratio1.02
(8]
5 1.01 77 —-A—-Ratio 1.04
€ 1,00 W : : : : -5 Ratio 1.06 ——+
c 1
o 099 \/ it Ratio 1.08
0,98 -.-0--Rati01.10
0,97 3 T T T T 1
0 20 40 60 80 100
number of elements along the crack

Figura 4.12 — Fatores de intensidade de tensdo K, para a trinca da Figura 4.11
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Analisando os resultados mostrados na Figura 4.12, nota-se que apenas
um elemento de trinca seria capaz de reproduzir a solucao analitica. A utilizacao
de trés elementos de trinca forneceu um erro de —2,0%, este resultado ja era
esperado, pois, ndo se consegue representar de maneira satisfatdria uma elipse
pela superposicao de trés outras. Para maiores discretiza¢des de trinca e uma
razdo de distribuicdo de um, os valores calculados de K, se aproximam a um
erro de +6.0%, seguindo um mesmo padrao, mas ndo podendo ser comprovado

a existéncia de uma convergéncia, a qual pode ser mais bem apreciada na
Figura 4.13.

stress intensity factors error in terms of p*

7% )
—-4—- Ratio1.00

6% | —m - Ratio1.02
5% | —-A— Ratio1.04

4% 4 Ratio 1.06

error

------- #-- Ratio 1.08
3% A

--®-- Ratio1.10 y
2% L i
/ 3\ /f
kY
- / \ / '
0% & %
5

i 10 100
number of elements along the crack - logarithmic scale

Figura 4.13 - Erro dos fatores de intensidade de tens&o K, para a trinca da Figura 4.11

Os erros calculados sé@o desenhados em funcéo do numero de elementos
da trinca em escala logaritmica (Figura 4.13), isto para uma melhor interpretacdo
dos resultados, a seguir faz-se uma analise detalhada dos valores obtidos nesta
grafica.

Para todas as razdes de distribuicdo apresentadas e numero de elementos
de trinca maior a 5 e menor a 49, a natureza dos resultados seguem um mesmo
padrdo com uma tendéncia a ir acrescentando o erro.

A linha que representa uma razdo de distribuicdo de 1,10 apresenta um
maximo com uma discretizacdo da trinca préxima aos 49 elementos, assim, para
discretizacdes maiores o erro decresce.

Pode-se ver que a linha que representa uma razdo de distribuicdo de 1,08,
também apresenta um maximo para um numero de elementos de trinca entre 49

e 99, a partir do qual o erro tende a diminuir.
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Entdo, é esperado que o comportamento de todas as razdes de
distribuicdo seja o mesmo, isto &, que o erro do fator de intensidade de tenséo
aumente quando e maior a discretizacdo da trinca, ate atingir um maximo, apés
do qual o erro ira diminuindo.

Também foram testados exemplos nos quais as razbes de distribuicdo
iniciaram no segundo elemento, isto € considerando o primeiro e segundo
elemento de igual comprimento, cujos resultados numéricos nao presentearam
melhoras em comparacdo com o exemplo deste item, motivo pelo qual ndo se
considera necessaria a apresentacao dos resultados.

Conclui-se que a utilizagdo de uma razéo de distribuicéo diferente de 1,00
ndo melhora os resultados em forma significativa e que para qualquer razdo de

distribuicéo néo € possivel garantir a convergéncia dos resultados de K,, motivo

pelo qual o fator de intensidade de tensdo n&o representa uma norma
consistente para verificar a convergéncia da formulacdo, onde a exigéncia é que
o0 campo de gradientes esteja em equilibrio.

Para validar a convergéncia da formulagdo, realizou-se o estudo da
obtencao dos fluxos em uma regido bem préxima a ponta da trinca. Esta regido é
representada pela linha tracejada proxima a extremidade direita da trinca
esquematizada na Figura 4.11, foram considerados varias discretizacbes da

trinca com uma razdo de distribuicdo de 1,00. Os resultados obtidos s&o

mostrados na Figura 4.14.

dy gradient along the dashed vertical line A=0.05
3,40 T
3.20 /:JL%
3,00 7 S

= /7 NN
= yi — )
% 2.80 Analytic \___\
© / --------- 99 elements \\
S 2,60 / N
> / ——e 49 elements \\

2,40 = ———-19elements

2 M
2,20 /__/'-' — — ~ Telements '\._\
7 N
200 : _ooselemens | L L L UL
-0,10 -0,05 0,00 0,05 0,10

points along the dashed line

Figura 4.14 - Convergéncia da gradiente g, ao longo da linha tracejada na Figura 4.11

Na Figura 4.14, vé-se que os valores do fluxo g, melhoram com a

discretizacao e os resultados numéricos tendem aos valores analiticos, ou seja,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912751/CA

76

ao campo de gradientes gerado por somente uma trinca eliptica. Para uma

melhor visualizagédo da convergéncia calculam-se os erros numéricos dos fluxos

g, obtidos em relacdo ao valor analitico, os quais sdo desenhados na Figura

4.15.
dy gradient error along the dashed vertical line A=0.05
3,0% .
i
2,5% I‘ \ --------- 99 elements|
A
S » 0% i1 mozo: 49 elements|
o ,J70 H :
= Fip ——— 19elements
L 15% = i
3 RS — — - T7elements
hid N i B
s L~ |~
2 1,0% ZARARRYRAY 1 A |~ — 3elements [
c 7 /o A A [ N
0,5% — '(:{:.".!;:\i N
- . AL N N ~
=T - 7 A ~ =
0,0% S e o P s AT PO i ot e e =
-2,00 -1,50 -1,00 -0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00
points along the dashed line

Figura 4.15 - Erro no gradiente g, ao longo da linha tracejada da Figura 4.11

Analisando os resultados apresentados na Figura 4.15, vé-se que para
uma trinca discretizada com 3 elementos o erro do fluxo g, no ponto eixo
vertical (intersecdo da linha tracejada com a projecdo do eixo da trinca) é de
+3,00% . Para uma trinca discretizada com 7 elementos o erro é de +2,00%,
assim, o erro vai diminuindo até chegar a +£0,10%, que corresponde a trinca
discretizada com 99 elementos. Verifica-se deste modo a convergéncia do
campo de fluxos g, isto € que os resultados melhoram e tendem ao valor
analitico quando maior é a discretizacdo da trinca. Para demonstrar que a
convergéncia em termos do campo de fluxos ndo tem relacdo com a

convergéncia em termos de fatores de intensidade de tensdo, pode-se recorrer

novamente a Figura 4.12.
Nesta Figura, toma-se a curva que representa o comportamento de K,
para uma razdo de distribuigdo de 1,00, nesta curva analisa-se dois pontos: um

gque corresponde a uma discretizacdo de 7 elementos e outro a uma
discretizacdo de 19 elementos. Observa-se claramente que o primeiro ponto

fornece um erro de +0,00%, resultado bem melhor que o segundo que fornece

um erro de +4,00%. Em contrapartida, na Figura 4.15 verifica-se que uma
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discretizacdo com 19 elementos fornece um erro de +2,00%, melhor resultado
que a discretizacdo com 7 elementos que fornece um erro de +1,00%. Isto

prova que fatores de intensidade de tensdo ndo podem ser utilizados como

norma de convergéncia para esta formulagcdo. Contudo, os valores obtidos para
o fator de intensidade de tenséo K, estdo dentro de um limite satisfatorio de
erro (£6,00).

Para verificar a convergéncia dos fluxos para qualquer geometria da trinca,

apresenta-se um segundo exemplo. Neste segundo exemplo, apresenta-se uma

trinca curva de raio R =\/§, em um meio infinito submetido a um fluxo remoto

unitario tal como esquematizado na Figura 4.16.

| :

L A O O A O
I | I
i ! i
i \R=v2 i
i & i
I ! I
i “ i
i I

A=0.10"

PR R
ay =1 [

y

Figura 4.16 - Trinca curva de raio \/5 submetida a um fluxo remoto unitario

A idéia deste exemplo consiste em calcular o fluxo g, em pontos ao longo

da linha tracejada da Figura 4.16 e verificar sua convergéncia.

gy gradient along the dashed vertical line A=0.10

1,4
A [~

1,3 /\ —-— 3elements §‘

' I~ 7
- //’ & — — - 7elements i\
S 1,2 — %
ST ll’/ \ ———-19elements / W
IS ; I \
5 1.1 H ' 49 elements y \\\
S / \ --------- 99 elements /// N

1 __~ '\ . S

0,9 N -

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 15 2
points along the dashed line

Figura 4.17 - Convergéncia da gradiente g, ao longo da linha tracejada da Figura 4.16
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Analisando a Figura 4.17, verifica-se a convergéncia da componente de

fluxo g, com o aumento do nimero de elementos utilizados na modelagem da

trinca.

A trinca da Figura 4.16 tem os modos de trincamento / e I relacionados

aos fatores de intensidade de tensdo K, e K,,

respectivamente, isto para
problemas de elasticidade. Para problemas de potencial se tem somente um

valor relacionado a um fator de intensidade de gradiente que néo tém relacéo
alguma com os fatores de intensidade de tensdo K, ou K, . Conclui-se que

neste problema néo é possivel calcular os fatores de intensidade de tenséo.

4.6.
Formulagao para uma trinca em um dominio finito

Nos itens 4.1, 4.2 e 4.3 foram desenvolvidas as consideracdes basicas da
funcdo de tensdo de Westergaard generalizada para seu uso como solucdo
fundamental no MHEC. No item 4.4 viu-se a aplicacdo da formulagéo na solucéo
de problemas em um meio finito. No item 4.5 desenvolveu-se a formulacdo para
trincas em um meio infinito. Para o presente item toma-se como base o
desenvolvido nos itens anteriores.

Para o problema de uma trinca interna deve-se considerar na analise a
superposicdo de efeitos que introduza a influéncia de um contorno finito e uma
trinca contida no dominio de este contorno. Isto pode ser obtido com o uso da
solucédo fundamental de Westergaard generalizada tanto nos pontos nodais do
contorno externo da estrutura como nos nos utilizados para discretizar a trinca.

No presente item, por efeitos de eficiéncia computacional e para avaliar o
uso de duas formulagBes distintas em um mesmo problema, utiliza-se a solucéo
fundamental de Kelvin nos pontos nodais do contorno externo da estrutura e a
solucdo fundamental de Westergaard generalizada nos nés dos elementos
usados para discretizar a trinca. Dado que, a solucdo fundamental baseada na
funcdo de tensdo de Westergaard generalizada demanda maior esforco
computacional em relagéo a solucédo fundamental de Kelvin.

Sendo assim, considera-se o indice (0) referente a solucdo fundamental de
Kelvin, e o indice (c) referente a solugcdo fundamental de Westergaard
generalizada, as matrizes e vetores do sistema de eq. (4.29) séo dados por:

[H]{E‘: II” {p*}={§:i'} e {p}={§“} (4.32)

c
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onde a matriz [H] é quadrada e singular.

Na eq. (4.32), as submatrizes de [H] sdo obtidas levando-se em
consideracgdo o seguinte:
H,, - Matriz referente a aplicagéo da solugéo fundamental de Kelvin nos

nés utilizados para discretizar o contorno externo, sendo a

integracédo realizada no contorno externo.

H,, - Matriz referente a aplicagéo da solu¢éo fundamental de Kelvin nos

nés utilizados para discretizar o contorno externo, sendo a

integracédo realizada no contorno da trinca.

H_, - Matriz referente a aplicagéo da solugéo fundamental de Westergaard

generalizada nos nds utilizados para discretizar a trinca, sendo a

integracédo realizada no contorno externo.

H_, - Matriz referente a aplicagéo da solugéo fundamental de Westergaard

modificada nos nés utilizados para discretizar a trinca, sendo a

integracédo realizada no contorno da trinca.

Os elementos do vetor p*,, uma das incégnitas do problema, s&o
parametros singulares provenientes da aplicacdo das solugcbes de Kelvin no
contorno externo da estrutura. Os elementos do vetor p*, correspondem aos
parametros da trinca, lembrando que de estes parametros, que representam as
extremidades da trinca, € possivel obter os fatores de intensidade de tenséo X, .

Os termos p, e p, sdo forcas nodais equivalentes, sendo que para trincas

descarregadas (maioria dos casos) p, € nulo.

4.6.1.
Exemplos

Neste item é fornecido um exemplo que comprova a aplicabilidade da

formulacéo para trincas internas. Trata-se do calculo dos fatores de intensidade

de tensdo K, de uma trinca de comprimento 2a, contida em uma placa de

dimensbes 2w x 6w (Figura 4.18).
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Figura 4.18 - Trinca concéntrica em uma placa retangular submetida a um fluxo unitario

Para a trinca da Figura 4.18 e varias relagdes de a/w calcula-se o fator de
intensidade de tenséo K, em funcdo do nimero de elementos usados para

discretizar a trinca, os resultados numéricos sdo desenhados e mostrados na
Figura 4.19.

Para assegurar que a influéncia da discretizacdo do contorno externo na

trinca seja da mesma ordem para diferentes valores de a/w se utilizou uma
discretizag&o variavel das arestas da placa também em fungdo de a/w, isto &,

que para uma relagéo maior de a/w, os extremos da trinca estdo mais proximos

as arestas laterais da placa, assim sera necessaria uma maior discretizacao das
arestas da placa, o resumo dos valores de a/w, assim como as diferentes

discretizacdes do contorno da placa séo apresentadas na seguinte tabela:

Numero de elementos nas arestas
ol | atnd) | wnd) | Laerais 1) | et | TR
1/20 1 20 12 36 96
1/10 1 10 12 36 56
1/5 1 5 14 12 115
1/2 1 2 20 50 6o
1/1,5 1 1,5 30 9 540

Tabela 4.2 - Dimens6es e discretizacdes das arestas da placa da Figura 4.18

A solucdo aproximada para este exemplo foi apresentada por Castro &
Meggiolaro (2009), com uma precisdo de +0.3% para i2/w>3, dada pela

seguinte expressao:

K, =ora {1—0.25(% +0.06(£j } sec 22 (4.33)
w w 2w

A Figura 4.19 mostra os resultados fornecidos por esta analise.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912751/CA

81

Analisando-se os resultados mostrados na Figura 4.19, comprova-se que

os valores do fator de intensidade de tensdo K, seguem o mesmo padrdo que

0s obtidos para trincas em meio infinito. Para relacdes de a/w=1/20,

alw=1/10 e al/w=1/5 obtém-se valores da relacdo K,

—numérico /Kl—ana/ltico
bem préximos aos obtidos no meio infinito. Para valores a/w=1/2 e
alw=1/15 ovalor da relagéo K, cai.

—numérico / iI—arla/t'tt'co

stress intensity factors in terms of p*
1,10
(8]
% 105 P It TSI =R | _— analytic
A/_’_T—/;: _____ 49
I 19 L | = aw=1120
vz 1, |//, 17 )K ................. ¥ . AL/
o M "
$ 095 5 3 T e — - alw=1/5
g y -7 —— aw=1/2
< 0,90 .
o -0--- aw=1/1.5
0,85 T T T T 1
0 10 20 30 40 50
number of elements along the crack

Figura 4.19 - Fatores de intensidade de tensdo K, para a trinca da Figura 4.18

Adicionalmente foram desenvolvidos exemplos com maiores discretizacdes

do contorno da placa ndo apresentando melhora nos resultados, a partir do qual

se conclui que a queda dos resultados numeéricos nos valores de K, para

relacdes de a/w=1/2 e a/w=1/15 se deve a maior influéncia do contorno
lateral proximo a ponta da trinca em analise que a influencia do outro contorno

lateral, ou seja, a relagdo (w—a)/(w+ a) tende a ser pequena.

4.7.
A Integral J no calculo de fatores de intensidade de tensdo

A boa convergéncia dos fluxos ¢, e a nado convergéncia dos valores de
K,, desenvolvidos nos itens anteriores, motivaram o uso de procedimentos e

formulacGes alternativas para o calculo do fator de intensidade de tenséo K, , de

tal modo a ter mais um parametro de comparacdo. Uma de estas formulacdes

alternativas é usando a Integral J, a qual serd desenvolvida neste capitulo.
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O caminho de integragéo seguinte:
J = (wn, ~Tu, dr (4.34)

foi proposta por Rice (1968), a fim de medir a intensidade do campo de tensGes

a

prOxima a ponta da trinca para um problema de elasticidade em material
homogéneo e isotrépico. A dire¢cdo x no sistema cartesiano de coordenadas é
tangente ao eixo da trinca na sua ponta.

A Integral J é aplicavel ao caso de uma trinca descarregada, onde 7, =0
ao longo das faces da trinca e sem a presenca de fontes de corpo. Este

desenvolvimento também é aplicado para o caso de trincas simetricamente

carregadas nas suas faces, isto é, se ;" =7, , desde que o termo Tu, . na eq.

(4.34) seja cancelado quando a analise e realizada ao longo das caras da trinca.

4.7 1.
A integral J para problemas de potencial

Para problemas de potencial, a eq. (4.34) se simplifica a:
= (-1
J = (~qum, +qmu, AT (4.35)
Onde —3;qu, é a energia de deformac&o em termos do potencial u e do
fluxo g, =—ku,.

E possivel verificar que para um contorno J fechado, que ndo contem
singularidades, o valor da Integral J € nulo. Isto mediante a aplicacdo do

teorema de Green na eq. (4.35) a qual conduz a seguinte equacao:

J= [ (~4(au), +(qu,), Jo

(4.36)
- Iﬂ(_qiu~ix T Ut qu, )dQ =0

Desde que ¢;,, =0 no dominio Q encerrado pelo contorno I',, ou seja,

g
nao existam fontes de corpo.
Tendo em conta a eq. (4.1), a integral J da eq. (4.35) pode ser expandida
como:
1
= il

ou, alternativamente, como:

4 [‘D'Z (7, +in,)+®*(n, ~in, )]dF (4.37)
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= % r[(@'%az)m + i(d)'z—a'z)ny]dl“

_ %LB(m(cp')z ~3(0) ), —%(@‘)S((D‘)fyy}dl“

A eq. (4.36) mostra que a Integral J € nula, quando o contorno T,

(4.38)

encerra um dominio sem singularidades. Dito de outra forma, J =0, se
nenhuma descontinuidade € atravessada pelo caminho I, , isto € também valido
para 0 caso de uma trinca interna completamente implicita em Q (encerrada,

mas nao atravessada pelo contorno I',).

Uma generalizacio da condi¢éo expressada na eq. (4.36) é de se I', corta

a trinca um numero par de vezes, é sempre possivel transformar o problema em

uma trinca que esta completamente implicita no dominio Q.

4.7.2.
Relagao da integral J com o fator de intensidade de tensao

Para problemas de estado plano de deformacdes, a Integral J &
relacionada com a dureza da fratura no modo | de carregamento em termos do

fator de intensidade de tens@o K, pela seguinte expressao:

1-v
Jy=G =Ko (4.39)

onde G, é a taxa critica de liberag&o de energia de deformagdo, G = E/2(1+v)

€ 0 modulo de elasticidade transversal e v é o coeficiente de Poisson de um
material elastico e homogéneo.
A analogia da eq. (4.39), com o problema de potencial conduz a
expressao:
J= K_lz (4.40)
2k

O fator de intensidade de tensdo K, € obtido a partir da eq. (4.40) e
expressado como:

K, =~J2kJ (4.41)
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4.7.3.
Exemplos

Neste item apresentam-se uma série de exemplos numéricos com o fim de
qualificar e quantificar os valores do fator de intensidade de tenséo X,, obtidos a
partir de varias posi¢cfes e tamanhos do contorno J. Para isto, sdo analisadas,
trincas em um plano infinito submetidas a gradientes normais unitarias (q;c =1).
Também sédo analisadas trincas com a presenc¢a de um e dois furos préximos.

Os resultados dos exemplos apresentados séo valores de

K

1 —numérico /Kl—analitico

obtidos a partir da Integral J [eq. (4.41)], e descritos em

funcéo de varias solicitagbes é configuracdes da trinca, nestes graficos também

K

I —analitico

sdo desenhados os valores da relagéo K, obtidos diretamente

—numérico/
A * * = it
dos parametros p* e p* , e da solugdo analitica.
O primeiro exemplo trata-se de uma trinca reta em um dominio infinito

bidimensional, submetida a um fluxo unitario remoto q_f =1. A Figura 4.20

mostra a configuracao desta trinca e do contorno I',, assim como os resultados

do célculo numérico.

Stress intensity factors in terms of p* and J integral
1,05 e
o - 49 99
= 19
= 11 x
S 1,00 prby——s —_—
:i 1""__5* _____ p: .............. ‘_| |__q_°°;__;
- | i n-1 n I y
3 0% T i RN
o i i 1t 0.06 ! | I
: o g %[ || 2
€ 090 . {i ] =« =frompn [lA 20 B
v | o “ | X ] |* * * * *I
R e 0.06 | ==>=-from
0,85 2 | - A . . v
0 20 40 60 80 100
Number of elements along the crack

Figura 4.20 - K, a partir da Integral J, para varias discretizacdes da trinca

Para fins de integracédo, o contorno I', de dimensées 0,06 x 0,06, foi

discretizado com 16 elementos de igual comprimento (4 por lado). A distancia b,

da ponta da trinca (ponto B) ao ponto onde o caminho J atravessa o eixo da

trinca é dada por b =0,05q,,, ou expresso de outraforma b/a, , =0,05.
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Analisando os resultados da Figura 4.20, note-se que para a trinca
discretizada com um elemento, a solugdo numérica de K, coincidem com a
solucéo analitica.

Para a trinca discretizada com dois elementos, os resultados numéricos de

K

, apresentam erros muito grandes (Errox=-10%). Ja para a trinca

discretizada com trés elementos os resultados melhoram (erro ~ —4%), a partir
do qual a tendéncia no erro dos valores de K, € crescente.

Para discretizagbes maiores da trinca, o valor de K, se aproxima ao valor
analitico, tendo-se, por exemplo, um erro de —0.3% para uma discretizagéo de

19 elementos. Para discretizagdes da trinca ainda maiores o valor numérico de

K

, resulta sendo maior ao analitico, sendo assim o erro de +0,3% para 49

elementos e erro de +0,4% para 99 elementos.

A partir dos resultados obtidos no presente exemplo conclui-se que para
maior discretizagéo da trinca obtém-se melhores resultados de K,, mas néo se
consegue verificar sua convergéncia. Entéo, surge a questédo de se os fatores de
intensidade de tensdo K, obtidos a partir da Integral J convergem para algum

valor ou ndo, e se convergirem, para qual valor o fazem.
Como segundo exemplo apresenta-se a mesma trinca do exemplo anterior

discretizada com 49 elementos. Para este exemplo, o fator de intensidade de

tensdo K, é calculado em funcéo da relagéo b/a isto é, para varios pontos

n+l?

onde o contorno I', corta a trinca. A Figura 4.21 mostra os resultados obtidos.

O contorno I', de dimensdes 0,06 x 0,06 foi discretizado com 16

elementos (4 por lado).

Analisando-se os valores obtidos, encontra-se que o valor de K, depende
darelagéo b/a,,,. Parauma relagdo de b/a,, =0,005, o valor de K, tende ao
valor obtido diretamente de p, (erro=+4%); para um valor de b/a, , =0,06
se consegue um resultado de K, proximo ao analitico (erro=-0,2%); para
valores proximos a1 (b/a, , =0,995) ndo se consegue obter um bom resultado

(erro =12%).
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Stress intensity factors in terms of p* and J integral
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0,& 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,995
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Figura 4.21 - K, a partir da Integral J , em funcéo da distancia da ponta da trinca ao

ponto onde o caminho I", corta a trinca

Como terceiro exemplo, apresenta-se ainda a mesma trinca dos exemplos

anteriores discretizada com 49 elementos. Neste exemplo as dimensdes do

contorno I', sdo variaveis. Os resultados numeéricos sdo mostrados na Figura

4.22.
Stress intensity factors in terms of p* and J integral
1,08
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Figura 4.22 - K, a partir de J, em fungéo das dimensdes de I",

Para a integracdo ao longo do contorno J, usou-se 32 elementos (8 por

lado) e um valor de b=0,05q,, .
Neste exemplo, obtém-se bons resultados numéricos de K, para valores

de L menores a 0,4, sendo, o maximo erro neste trecho de +0,3%. Para


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912751/CA

87

valores de L maiores a 0,4 o valor de K, aumenta, aumentando o erro
(erro=+1,5% para L=1). Para valores ainda maiores de L o valor de K,
diminui (erro =-3,4% para L =2).

Como quarto exemplo apresenta-se uma trinca reta de comprimento
2a =1 em um plano infinito, submetida a um fluxo remoto unitario q_f =1. Esta
trinca tem a influéncia de um furo préximo a sua extremidade direita. Neste
exemplo, calculam-se os fatores de intensidade de tensédo K, na extremidade
esquerda (A) e direita (B) da trinca, segundo o mostrado na Figura 4.23 e Figura
4.24, respectivamente. Para os dois casos o contorno I', foi discretizado com

16 elementos (4 por lado). Para o calculo de K, foi usado um valor de

b/ a, =0,10 na extremidade da esquerda (A), e de b/ a, = 0,03 na extremidade

da direita. O furo foi discretizado como 40 elementos lineares e utilizou-se a
solucdo fundamental de Westergaard generalizada tanto no contorno da trinca

como no contorno do furo.

Stress intensity factors in terms of p* and J integral - node A
1,10
1,05 99
C
=S L OO
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< 0,95 | RN A
0 8 | |
T 0,90 —! 10 05 L
IS i | =—+— Analytic || I
= A B
¥—0,85 1=+ —from p*l_I IL
—xecfomd |1y 4 v ¥ 44
0,80 T T T T 1
0 20 40 60 80 100
Number of elements along the crack

Figura 4.23 - K, a partir de J, para varias discretiza¢6es da trinca influenciada por um

furo préximo — ponta A

Para este exemplo os resultados analiticos (ou aproximagbes) sé&o

tomados de Rooke (1976), sendo o fator de intensidade de tensdo analitico na

extremidade esquerda da trinca K, , =1,494, e na extremidade direita da trinca

K, ,=1747.
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110 Stress intensity factors in terms of p* and J integral - node B
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Figura 4.24 - K, a partir de J , para varias discretiza¢es da trinca influenciada por um

furo proximo - ponta B

Analisando os resultados da Figura 4.23 verifica-se que o comportamento
dos resultados numéricos € similar que de uma trinca sem a influéncia do furo,
sendo assim que para uma discretizacéo da trinca com 99 elementos se obtém
um erro =+0,9%.

Analisando-se a Figura 4.24 observe-se que se os valores numéricos de

K, melhoram com o aumento da discretizagdo da trinca, ja que para uma
discretizacdo da trinca com 99 elementos, se obtém um erro =+0,4%.

Para a trinca discretizada com um elemento se esperaria um fator de

intensidade de tensdo K

1 —numérico

igual ao valor analitico, mas isto ndo acontece

para nenhum dos casos das duas ultimas figuras, isto devido & influéncia do furo
préximo.

Como seguinte exemplo apresenta-se a mesma configuracdo da anterior
estrutura. Nesta vez para varios pontos onde o caminho I', corta ao eixo da
trinca. Os resultados deste exemplo se mostram na Figura 4.25 para o extremo

A e na Figura 4.26 para o extremo B. O caminho I', & discretizado com 36

elementos.
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Stress intensity factors in terms of p* and J integral - node A
110 o‘nm
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Figura 4.25 - K, a partir de J , para uma trinca com influencia de um furo préximo -

varias posi¢des do caminho I',

Analisando a Figura 4.25, verifica-se que quando a relacéo b/a1 € bem
pequena (b/a, =0,001), os resultados numéricos de K, obtidos a partir de J,
se aproximam aos obtidos diretamente de p* . Para uma relagdo de b/a, =0,1

o resultado numérico de K, é proximo ao analitico (erro = +0,8%).

Stress intensity factors in terms of p* and J integral - node B
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Figura 4.26 - K, para uma trinca com a influencia de um furo préximo - varias posicdes

do contorno I,

Analisando os resultados da Figura 4.26 verifica-se que, para uma relacdo

de b/a,., =0,05 se obtém valores préximos ao analitico (erro =-1,1%).

n+l
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Como seguinte exemplo, tem-se uma trinca com a presenca de dois furos

proximos. Os furos foram discretizado com 40 elementos retos cada um, e o

contorno I', foi discretizado com 26 elementos retos. Nota-se que os valores de

K, , para o extremo esquerdo e direito da trinca s&o iguais, isto pela simetria do

problema. Para este exemplo, a relagéo de b/a,,, =0,10.

110 Stress intensity factors in terms of p* and J integral
o 1,05
>
g
ml,OO T
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I|==x=-fromJ
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Figura 4.27 - K, a partir de J em funcéo do numero de elementos discretizado de uma

trinca com influencia de dois furos préximos

O valor analitico (aproximado) do fator de intensidade de tensao é tomado

de Rooke (1976), sendo este valor: K, , =K, ,=2,043.

Na Figura 4.27, verifica-se que para uma maior discretizacdo da trinca o
valor numérico de K, tende para um valor proximo a 1,005 vezes o valor
analitico quando a trinca € discretizada com 99 elementos.

Na Figura 4.28, observa-se que o resultado numérico de K, para uma
relacdo de b/a,,, =0,10 é bem préxima ao analitico (erro = +0,3%).

Dos exemplos apresentados neste item, pode-se concluir que para o caso
das trincas discretizada com um elemento de abertura eliptica o valor da Integral

J independe do ponto por onde o caminho I', corta a trinca e das dimensdes

do contorno I',, se a trinca esta em um meio infinito, a Integral J conduz a

J!
solugéo analitica do fator de intensidade de tensdo K,, e se a trinca tem a

influéncia de furos ou cavidades o valor do fator de intensidade de tenséo

K

1 —numérico

apresenta um desfacamento em relagédo ao X,

—analitico *
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Stress intensity factors in terms of p* and J integral
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Figura 4.28 - K, a partir de J em funcéo da posicéo do contorno I",, trinca reta com a

influencia de dois furos préximos

Para o caso de trinca discretizada com varios elementos, os resultados da

Integral J e do fator de intensidade de tensdo K, dependem das dimensdes do

contorno J e do ponto por onde o caminho I", corta o eixo da trinca o qual tem

que estar contido necessariamente no primeiro ou no Ultimo elemento
discretizado da trinca.

Fica extremamente complicado generalizar para que valores de L

(dimensdes do contorno I',) e b (distéancia do ponto da trinca ao ponto onde o

caminho I', a atravessa) se obtém os melhores resultados de X, . Sendo

—numérico
necessaria uma analise especifica para cada caso

Para o caso especifico dos exemplos apresentados neste item, obtém-se

bons resultados para valores de b entre 0,03a ., a 0,10a e valores de L

n+l n+l?

menores ao comprimento da trinca obtendo-se para estes casos erros de até
15,00%.

4.8.
Aproximacdes polinomiais para o calculo do fator de intensidade de
tensao

Nos itens 4.4, 4.5 e 4.6 calcularam-se os valores numéricos dos fatores de

intensidade de tensdo K, diretamente dos pardmetros p, ou p, obtendo-se

erros menores a *6%. No item 4.7 usou-se a Integral J, obtendo-se erros
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menores a 5% com uma adequada escolha do caminho I',. Em nenhum

destes casos se conseguiu uma norma ou regra de convergéncia.

Assim, apresenta-se a seguir o calculo do fator de intensidade de tenséo

K, apartir da abertura da trinca, aproximada por fungées polinomiais.
Para um dominio tridimensional elastico, os fatores de intensidade de

tensdo K, podem ser expressos em termos da abertura proxima a ponta da

trinca Aw, segundo a seguinte relagéo (Mear, 1998):

K =Y27r jim[ A% (4.42)
4 t—0 \/;
onde
L 0 0
1-v
1
r,=¢| o — 0 (4.43)
1-v
0 0 1

e ¢ € a coordenada associada a dire¢do da ponta ao interior da trinca.
Adaptado a problemas de potencial, a eq. (4.42) toma a seguinte forma:

B \/ﬂk . Av
K = 2 Iﬂ[ﬁ} (4.44)

onde k é a condutividade (por exemplo) e as varidveis v e x séo usadas ao

invés de w e ¢. Segundo Williams (1952), a abertura da trinca na proximidade

de sua ponta pode ser expressa pela seguinte expansdo em series:
Av=\/;(a0+alx+a2x2 +) (4.45)

Aplicando a eq. (4.45) para o caso particular de trés pontos proximos a
ponta da “trinca” (Figura 4.29) e segundo a adaptacdo feita a problemas de

potencial se tem o seguinte sistema de equacdes:

1 x5 x|(a, Av, [\x,
1 x, ¥2{ep=1av,/Jx, (4.46)
1 x, x5 ||a Avs/\/g

Na Figura 4.29, Av é a funcgéo que descreve a abertura da trinca e Av, € 0

valor desta fung¢éo no ponto associado a coordenada x; .
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Figura 4.29 - Detalhe da abertura de uma trinca, préxima a sua ponta

Por outro lado, o salto do potencial ao longo das faces da “trinca” no
desenvolvimento em termos de trinca eliptica dado por funcdes de Westergaard,

€ simplesmente:
Av, = p [k (4.47)
Onde p* s&o parametros da fonte interna em termos do qual o dominio

solucdo é construido. Entdo, Resolvendo-se o sistema de equacdes da eq.
(4.46) para trés pontos numerados a partir da ponta da trinca, a uma mesma

distancia a entre eles e usando-se a eq. (4.47), resulta no seguinte sistema de

equacoes:
1 a a°|[e . pi[Na
1 2a 4d° [{q = p;/\/Za (4.48)

2 *
1 3a 9a az p3 /dga
de onde se obtém:

_18p; ~9p;N2+2pi3

a
0 6\/;

Este valor «, € usado na eq. (4.44) para obter a expresséo da eq. (4.50)

(4.49)

do problema de potencial em analise.

_~N2z 18p; —9p;N2 +2pif3
4 6va

Seguindo o mesmo raciocinio é possivel calcular o valor de K [eq.(4.44)]

K (4.50)

para valores de Av a partir de um nimero qualquer de pontos proximos a ponta
da trinca. A Tabela 4.3 mostra as express@es do fator de intensidade de tenséo
K, para o caso particular de uma trinca reta. As expressées K, da Tabela 4.3
sdo dadas para aberturas considerando entre 1 a 5 pontos proximos a ponta da

trinca e séo expressos em fungéo dos parametros nodais p*, e do comprimento

a.
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Valores de fatores de intensidade de tenséo X,

1 termo \/E pf
_[ﬁ

4

2 termos J2r 4pf—p;\/§
4 2\a

3 termos N2rx (1819: ~9p,N2+2pi/3

4 6va
4 termos @(24]9; ~18p;\2 +8p;\3-3p;
4 6va
5 termos N (150 i —150 ;N2 +100 pix/3 - 75p; + 6 pi/5
4 30Va

Tabela 4.3 - Expressdes para o célculo dos fatores de intensidade de tenséo K, usando

aproximacdes polinomiais

A continuacdo se apresenta um exemplo com o0 uso de estas

aproximacdes.

4.8.1.
Exemplos

Apresenta-se como exemplo, o caso de uma trinca reta discretizada com
elementos de igual comprimento.
Neste exemplo analisa-se a trinca mostrada da Figura 4.11 (trinca reta em

um dominio infinito com um fluxo unitario aplicado).

Stress intensity fators using series
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Figura 4.30 - Fatores de intensidade de tensdo para a trinca da Figura 4.11 a partir de

aproximacdes polinomiais
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Os resultados obtidos para as diferentes aproximacdes da Tabela 4.3 sdo
mostrados na Figura 4.30.

Analisando a Figura 4.30, vé-se que para discretizacdes da trinca maiores

de 11 elementos e utilizando aproximacdes polinomiais com p; e p;z obtém-se
valores de K, menores ao valor analitico. Para aproximagdes polinomiais com
Prosr DPiosa © Diosss ODtEm-se valores de K, maiores ao valor analitico. A
tendéncia dos valores numéricos de K, € ir acrescentando com o uso de um
namero maior de parametros p: Sendo que aproximacdes polinomiais com
p;m, sdo os que apresentam melhores resultados, isto &, valores do erro

proximos a +3.7%, para discretiza¢gbes da trinca entre 19 e 199 elementos.

A Figura 4.31, apresenta os erros em escala logaritmica dos fatores de

intensidade de tensdo K, correspondentes a curva p,,, da Figura 4.30.

K, obtained directly from p* and series from p*1,2,3
10 Y
o R
[o]
b I \ //——"_"—'_1-;9_‘_‘)*
- [ ) M 49 9
E I \ / 19 p*17273
> \ 11
3 | /
. 3 /
{ | I
1 |
1 10 100
Number of elements along the crack - logarithmic scale

Figura 4.31 - Erro dos fatores de intensidade de tensao para a trinca da Figura 4.11 a

partir de aproximacdes polinomiais com trés termos

Conclui-se que o Calculo dos fatores de intensidade de tensdo K,, usando
aproximacao polinomial com trés termos, isto €, com o0 uso dos parametros p;,

p; e p;, apresentam bons resultados (erros menores de 4%) para

discretizacdes maiores a 10 elementos, mas sem conseguir uma convergéncia

dos resultados. Entdo, o uso de esta aproximacdo pode ser usado em forma
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comparativa com os resultados de K, obtidos a partir da Integral J e

diretamente de p, .
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