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METODO HIBRIDO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Desenvolve-se neste capitulo um resumo da formulacdo do Método
Hibrido dos Elementos de Contorno (MHEC) aplicado a problemas da
elastostatica, além de serem abordados os requisitos tedricos basicos
necessarios ao seu desenvolvimento. Este capitulo €é baseado nos
desenvolvimentos realizados por Dumont (1987d), De Souza (1992), De Oliveira
(1994) e Lopes (2002).

Inicialmente sdo apresentadas as equacgbes basicas da teoria da
elasticidade referentes a um corpo sujeito apenas a pequenos deslocamentos. O
conceito de solucao fundamental é entéo definido, sendo mostrada em particular
a solugéo fundamental de Kelvin (Love, 1927). Em seguida, define-se o potencial
de Hellinger-Reissner (Reissner, 1965) através da expressao generalizada da
energia potencial total de um meio elastico.

A partir do potencial de Hellinger-Reissner, faz-se o desenvolvimento do
método hibrido dos elementos de contorno, sem a consideracdo de forcas de
massa. A presente formulacéo também poderia ser deduzida a partir do principio
da energia potencial total estacionaria (Carvalho, 1990) que, no entanto, por ser
mais restritivo, forneceria as relacdes de uma maneira menos direta.

Posteriormente, séo feitas consideracgdes fisicas sobre as relagcées obtidas.
Sao discutidos aspectos relativos as transformacdes lineares entre os dois
sistemas de coordenadas necessarios para o estabelecimento do método. E
mostrada a forma como podem ser obtidos os resultados finais, sendo estes
tensdes e deslocamentos em pontos internos. Aborda-se em seguida, o caso
particular de estruturas externamente determinadas, as quais podem ser
resolvidas de um modo bastante simples e eficiente em termos computacionais.

Neste trabalho sera utilizada a notacéo indicial para simplificacdo da
apresentacdo das diversas equacdes. Nesta notacdo, a utilizagdo de um
determinado indice i, por exemplo, representa os indices subscritos (1, 2, 3)
para consideracdo das direcdes cartesianas (X, y, z) respectivamente. indices
repetidos em um mesmo termo tém o significado de somatério e um subscrito
depois de uma (,) denota derivacdo segundo a direcdo coordenada

representada.
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3.1.
Teoria da Elasticidade

Seja um corpo elastico sujeito apenas a pequenos deslocamentos. Os
deslocamentos de um elemento infinitesimal deste corpo sdo descritos, na teoria
da elasticidade, segundo dois sistemas de coordenadas:

a) Um sistema global ou externo, onde se tém deslocamentos absolutos u, .
Sobre estes deslocamentos realizam trabalho forcas externas que podem
ser classificadas em dois tipos: forgcas de massa 17“, definidas por unidade
de volume e que atuam no dominio Q, ou seja, no interior do corpo; forgas

de superficie f definidas por unidade de area e que atuam no contorno

r.

b) Um sistema local ou interno, em que se tém deslocamentos relativos
(deformagdes) ¢, referidos a um elemento infinitesimal d<), sobre os
quais realizam trabalho as forcas de superficie (tensdes) o,

O contorno do corpo é conceitualmente dividido em duas partes
=TI, +I,, onde se ttm em I'_ forcas prescritas e em I', deslocamentos

prescritos, conforme esta representado na Figura 3.1. Seja um conjunto de

forcas externas conhecidas, atuando sobre o corpo elastico, e que sdo descritas

no sistema global por F;, atuando em Q e 7, atuando em I'_. A analise deste
corpo consiste na determinagéo dos deslocamentos u, que ocorrem em €2 e em
I',, das reacdes de apoio que surgem em I' e das tensbes o, em Q,

causados pelas solicitagcdes externas, é necessario entdo o estabelecimento de
relacBes de transformacéo entre forcas e deslocamentos entre os dois sistemas

descritos.

X3

Figura 3.1 - Corpo elastico em equilibrio
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Entre as forgas descritas no sistema global e as tens@es do sistema local

ha as relacbes de transformacao estatica (equilibrio):

o, +F=0 e (3.1)
o, =0, emQ e (3.2)
o,=T em T, (3.3)

onde 77, sdo os cossenos diretores de um elemento de superficie dT".

Entre os deslocamentos descritos no sistema global e as deformagdes do

sistema local existem as relaces de transformacao cinematica:

£, :%(uw. +”,-,,-) em Q (3.4)

y

u, =u, emI' (3.5)
No sistema local existe também a relagdo entre tensdes e deformactes
(relacéo constitutiva):

o, =Cyu,, em (3.6)

)

onde CW , para um material linearmente elastico, isotropico e homogéneo, vale:

2Gv
Cykl = —é‘ijé‘kl + G(é;kgjl + é‘ilé‘jk) 3.7)
1-2v
onde v é o coeficiente de Poisson, G é o mdédulo de elasticidade transversal ou

de cisalhamento e o, € o delta Kronecker:

1 se i
5, = T (3.8)
0 se i#]
A eq. (3.6) pode ser expressa, para este tipo de material, na forma:
2Gv
o-ij = 2Ggij +Egkk§ij (39)

Utilizando-se esta relacdo juntamente com a eq. (3.4), a equacédo de
equilibrio [eq. (3.1)] também pode ser expressa em termos de deslocamentos,
resultando na equagéo de Navier:

Gu, ,, +iuk y+F =0 (3.10)
-o1-2v
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3.2
Solucao Fundamental de Kelvin

Considera-se o problema da determinagéo do campo de deslocamentos ”,*
em um meio continuo de dominio Q* e contorno I'*, submetido a uma forca
singular (concentrada) p: aplicada em um ponto deste meio. Para um meio

linearmente elastico, isotrépico e homogéneo, este campo de deslocamentos
pode ser obtido através da resolucdo da equacdo de Navier, onde as

componentes das forcas de massa correspondem a forga singular aplicada:

Gujkk+—G u, . +Ap, =0 (3.11)
' 1-2v ™

onde A é uma funcao singular (delta de Dirac) nula em todo dominio exceto em

uma regido €, arbitrariamente pequena de Q> e que envolve o ponto de

aplicacéo da forca p: (ponto forte), de acordo com o ilustrado na Figura 3.2.

X3

Figura 3.2 - Forca singular aplicada em um ponto

No caso que houvesse varias forgas singulares atuando neste meio, pode-

se, por superposicéo de efeitos, generalizar a eq. (3.11)

* G * *
Gu, 1, +—1 > Ut A;p, = 0 (3.12)

sendo que neste caso o indice subscrito j refere-se as componentes das varias

forcas aplicadas p;. Além disso, tem-se que:
o, A,dQ =0, (3.13)

aqui o, tem o significado ligeiramente diferente do delta de Kronecker, ja que o

subscrito i varia de 1 a 3 (para trés dimensfes) enquanto o subscrito j varia de

1 ao numero de graus de liberdade relacionados as forcas singulares. Sendo

assim:
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quando i e j se referem a

mesma dire¢do coordenada
5= (3.14)

0 em caso contrario

Caso o0 dominio Q* seja relacionado a um meio elastico de dimensdes
infinitas, I'* situa-se no infinito. O problema consiste, entdo, na determinacao
do campo de deslocamentos neste meio sem a imposicdo das condi¢cbes de

contorno. Os deslocamentos sdo, portanto, determinados a menos de uma

constante e também exceto na vizinhanga Q, do ponto fonte. Esta solugéo
corresponde a solucao fundamental apresentada por Kelvin (Love, 1927):

u, = (u; +C; )pj (3.15)
onde C, sao constantes arbitrarias e u; representa uma funcgéo de interpolagdo

(flexibilidade) que corresponde aos deslocamentos na direcdo i em um ponto
qualquer do dominio (ponto campo), devido a uma carga unitaria aplicada na
direcdo j no ponto fonte. Para estado plano de deformacéo, esta funcgéo vale:
u; 2_—1{(3—4V)|n(r)é:.. - (3.16)
8z (1-v)G v

onde r é adistancia entre o ponto fonte e o ponto campo (raio).
A partir dos deslocamentos u; pode-se definir um campo de tensdes 0'; :

* _1

o, = m{(l— 2V)(r.§jk +7,0, - ﬁkdj)+ 2r,,-r,,-r,k}19/: (3.17)

i

gue satisfaz a seguinte equacao de equilibrio:

+A;p;=0 em Q (3.18)

oy,
A partir das tensbes 0'; pode-se definir um campo de forgcas T,-* no
contorno:

T =0';77j =p;p; em I’ (3.19)
onde p; representa uma fungéo de interpolacéo que corresponde as forgcas na
direcdo i em um ponto qualquer do contorno I', devido a uma carga unitaria
aplicada na dire¢cdo j no ponto fonte. Para estado plano de deformacéo, esta
funcéo vale:

« -1

8
P, =m{[(l—2v)é}, wr, 15 = (=2 = )} (3.20)
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3.3.
Potencial de Hellinger-Reissner

A expressdo da energia potencial total de um corpo elastico sujeito a

pequenos deslocamentos é dada por:

M= Uy(s)dQ~[ FudQ-| Tudr (3.21)

a menos de uma constante. Neste funcional, o primeiro termo corresponde a
energia total interna de deformacgéo, onde
1
Uy (‘9,,) = Eg:jcijklgkl (3.22)
e os demais referem-se ao potencial das forgas externas 171 e f gue atuam no
corpo. Este potencial foi estabelecido sob as condi¢cbes restritivas de
compatibilidade geométrica, dadas pelas eq. (3.4) e (3.5).

Pode-se, no entanto, formular um potencial de forma independente destas
restricbes, de forma que estas ndo sejam atendidas previamente. Isto pode ser
proporcionado através do acréscimo, no funcional, destas condicdes de restricao
por intermédio de multiplicadores de Lagrange. O novo funcional resulta entao
em uma forma generalizada da energia potencial total:

I, = [ Uy(e,)d~ | Fudo+ jQE(u,,j vuy)-e, }zde
(3.23)
—jr” Tudrl + jr“ (& —u,) 4 dT

onde 4, e 4, séo os multiplicadores de Lagrange. Os novos termos que surgem

nesta equacdo compensam a eliminagdo feita previamente das condicdes

restritivas.

Este novo potencial é funcdo das variaveis ¢, , u,, 4, e 4, completamente
independentes entre si, a principio, sem qualquer relacédo direta com as forcas
prescritas F, e T, e com os deslocamentos prescritos i, .

Pode-se reconhecer nos multiplicadores de Lagrange um sentido
mecanico: a variavel 4, corresponde as tensbes no dominio, enquanto /

refere-se as forcas no contorno. Além disto, observa-se que a imposicdo da
estacionariedade do potencial (3.23) estabelece que as variaveis presentes

devem ser relacionadas entre si através das eq. (3.1) a (3.6).
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A expressdo de TII, na eq. (3.23) e, para finaldade pratica,

excessivamente geral. Pode-se supor, no entanto, que o tensor das tensfes seja
simétrico [eq. (3.2)], que as condi¢des de contorno em termos de deslocamentos
estejam previamente satisfeitas [eq. (3.5)] e que a densidade de energia interna
seja expressa em termos de tensodes, isto €, define-se
c -1
Uy (O-ij) = O-ijCijk/ -U, (‘9,-,-) (3.24)
Para materiais linearmente elasticos, os valores destes dois termos
U, (o,) e Uy(g,) naverdade sdo iguais. A diferenca existente consiste na forma
como estas duas parcelas sdo descritas, conforme representado na Figura 3.3.

Além disso, através da consideracéo da simetria de oj, pode-se escrever

um dos integrandos da eq. (3.23) na forma

I l(uw. + uj.‘,.)o;.de = IQu. 0,.dQ (3.25)

92 L]y
gue apos a aplicacdo do teorema de Green e posterior integracdo por partes,

pode ser reescrito como:
LAY

J.Q%(ui‘j + uj',.)a,.de = J.ru,.o;jnjdl“ - IQu.a.. dQ (3.26)

A

do; :.:

Ug(cij)
dU, = o3¢

Uo (Sij)

>
—+—
dg;.

1)

Figura 3.3 - Gréfico da energia interna de deformacao
Com isto, recai-se no potencial de Hellinger-Reissner (Reissner, 1965):
M, = [ [Us(0,) + (o, + F)u, 4O~ [ uo,m,dT + J, Tuar  @27)

funcdo unicamente dos deslocamentos u, e das tensdes o, (independentes

entre si).
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Supondo-se também que as tensfes estejam em equilibrio com as forgcas
de massa no dominio [eq. (3.1)], chega-se a origem da formulacéo hibrida dos
elementos finitos, desenvolvida por Pian (1966), em que se tem um campo de
tensGes no dominio e um campo de deslocamentos no contorno. Esta mesma
formulacdo foi estendida ao método hibrido dos elementos de contorno,

conforme sera apresentado a seguir.

3.4.
Estabelecimento da formulagao

Na formulagdo hibrida dos elementos de contorno, a descricdo do
comportamento da estrutura deve ser feita através do estabelecimento de dois
sistemas de coordenas:

a) Um sistema global ou externo, que descreve no contorno I' um

campo de deslocamentos u, aproximados da seguinte forma:
u,=u,d, emT (3.28)
onde u, sdo funcdes de interpolacéo, escolhidas de tal forma que

proporcionem a completa compatibilidade entre os deslocamentos u,
em I', [eq. (3.5)], e d, sdo pardmetros que podem ser fisicamente

identificados como deslocamentos de determinados pontos do
contorno.

b) Um sistema local ou interno, que descreve no dominio 2 um campo

de tensdes 0'; em equilibrio [eq. (3.1) e (3.2)]. Este campo de tensdes

€ descrito por intermédio de forcas p;, correspondentes a solucao

fundamental, aplicadas em diversos pontos do contorno.

A utilizacdo destes dois sistemas de coordenadas, para a descricdo do
comportamento da estrutura, tem como base a idéia de que o dominio QQ da
estrutura esta contido no dominio de dimensdes infinitas QQ*, onde a solucdo
fundamental foi estabelecida, conforme esta representado na Figura 3.4.

Estes dois sistemas de coordenadas podem ser relacionados através do

potencial de Hellinger-Reissner:

-I1, ZJ‘Q[USE(O';)WL(O'W +F;)u,} le—J‘r u,.o;;fyjdl“vtj‘r I_;u,.dl“ (3.29)

onde
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1 1
*C * _ * _1 * _ * *

U, (0',-,-) = Eo'ycykzo'k/ = Eo-ijui,j (3.30)
€ a densidade de energia complementar, ou seja, expressa em termos de
tensoes.

e T T T T - I'—»w
4 ‘ o* s D
// \\.
4 i N
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i ' 1 1
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\\ //
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3

Figura 3.4 - Sistema de coordenadas, para descricdo do comportamento da estrutura

Considera-se de inicio que as forcas de massa F, sejam nulas. No

desenvolvimento que se segue, considerar-se-a I'_ =I", por uma questdo de
simplicidade da formulacdo, sem perda de generalidade, ja que se tem garantido
a priori, que os deslocamentos u,, satisfazem sempre a condicdo de
compatibilidade no contorno [eq. (3.5)].

A condicéo de estacionariedade do funcional II, para as consideractes

feitas, resulta em:

-, =0= 5IQ[U;” (0';) +o, u} dQ— 5J.r0';77ju,.dl“ + 5J.r]_;uidl“ (3.31)

U,jt

A variacdo do termo da energia interna é dada por:

5 IQUg”(q;)dQ = IQ50;u:de (3.32)
gue, apos integracao por partes e aplicacdo do teorema de Green, recai em:
5J.Q Ug”(O';)dQ = I 50';77/.u:d1“ —IQ 50';u:de (3.33)

A substituicdo de u;, o

e o, 1, das eq. (3.15), (3.18) e (3.19),

respectivamente nesta equacéo, resulta finalmente em:
8] Vs (0))d=op; | [ paudl +] AuidQ|p)+
Sp, UF pydT+ ] A,-kdﬂ] C,ri

gue pode ser escrita como:

(3.34)
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[,0Us (0))dQ=6p.F,p; (3.35)
onde
Fy =[F]= | pjudl +[ A,u,dQ (3.36)

€ uma matriz de flexibilidade simétrica que relaciona forcas e deslocamentos do
sistema interno de coordenadas. A segunda expressdo em colchetes da eq.

(3.34) desaparece, ja que a condicdo de equilibrio

[ pidT+[ A dQ=0 (3.37)

€ satisfeita para qualquer valor de C,.,p;, pela prépria definicio da solucédo
fundamental.
A integral do segundo termo em colchetes da eq. (3.31) pode ser escrita,

depois da substituicdo de o,

e de u, através das eq. (3.18) e (3.28),
respectivamente, como:
5J.Q Oj;'ju,.dQ = —5pZJ.QAikui‘,de, —5ko.QAi,uik dQ p, (3.38)

Analogamente, a primeira integral de contorno da eq. (3.31) pode ser

expressa, depois das substituicdes de 0';77j e u, das eqg. (3.19) e (3.28), como:

5L G;njuidT = —5p,:J.r pau,dld, —od, Ir pau,dTp, (3.39)
Somando-se estas duas Ultimas equacdes, chega-se a:
8|, o} u dQ+ 5[ oynudl =-0pH,d, - 5d H,p; (3.40)
onde
Hy =[H]= [ pju,dl +[ Au,dQ (3.41)

€ uma matriz de transformacéo cinematica entre deslocamentos dos sistemas
interno e externo de coordenadas, conforme sera apresentado oportunamente.

Esta matriz corresponde a mesma matriz [H] obtida na formulacéo convencional

dos elementos de contorno (Brebbia et al, 1984), sendo que neste contexto,
geralmente nao lhe é atribuida nenhum significado fisico.

Finalmente, a ultima integral da eq. (3.31) resulta, apds a substituicdo de

u., dado na eq. (3.28), em:
S| Tudr =5d,p, (3.42)
onde

p,={p} = [ Tudr (3.43)
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€ um vetor de forgcas nodais equivalentes, em termos energéticos, as forcas de
superficie f correspondente ao campo de deslocamentos adotado no contorno,

segundo a eq. (3.28) este vetor é obtido de modo completamente analogo ao
gue é feito no Método dos Elementos Finitos.
A partir das eq. (3.36), (3.41) e (3.43), é possivel reescrever o principio de

Hellinger-Reissner [eq. (3.31)], na forma discretizada:
—all, 202519/:(1:;{/19;_1_]/{/‘1/)"'551/{ (pk _H/kp/*) (3.44)

que, para quaisquer valores de §p; e od,, resulta, em notagdo matricial, no

FF]T [H]} {{p*}}z {{0}} (3.45)
H]" [0] ||{a} {p}

Este sistema de equacdes tem exatamente a mesma forma do sistema

sistema de equacdes:

proveniente da Formulacédo Hibrida do Método dos Elementos Finitos, podendo
ser resolvido da seguinte forma:
KH{d} =
[K]{d} {_11)} (3.46)
{p*} =[FI"[H|{d}

onde

[K]=[H]'[F]"[H] (3.47)
€ uma matriz de rigidez simétrica, que transforma deslocamentos {d} do sistema
externo de coordenadas em forgas nodais equivalentes {p}.

Pode-se observar, de imediato, que para a obtencdo das matrizes de
flexibilidade {F} e de incidéncia cinemética [H], além do vetor de for¢as nodais
equivalentes {p}, é requerida apenas a integragdo no contorno I" da estrutura.
Esta caracteristica intrinseca dos métodos de contorno advém da propria
natureza da solucéo fundamental adotada, a qual atende a equacao de equilibrio
no dominio Q. Aliada a esta propriedade da solugcdo fundamental esta a
utilizacdo das forcas singulares para a descricdo deste campo de tensdes, 0 que

proporciona integrais de dominio que somente existem em torno de pontos

discretos onde estas forcas séo aplicadas.
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3.5.
Transformacgdes entre o sistema interno e externo de coordenadas

A eq. (3.45), que pode ser escrita na forma das eq. (3.46) e (3.47) define
transformagdes lineares que relacionam os dois sistemas de coordenadas
utilizados para o estabelecimento do comportamento da estrutura.

No sistema externo ou global, os deslocamentos nodais {d}descrevem
através da eq. (3.28) um campo de deslocamentos u, compativel em todo o

contorno I'. A estes deslocamentos {d} correspondem as for¢as nodais {p}
energeticamente equivalentes as solicitagfes externas que atuam no contorno,
de acordo com a eq. (3.43). Os deslocamentos {d} podem assumir valores
arbitrérios, porém as forcas equivalentes {p} devem ser sempre auto-
equilibradas. Caso estes deslocamentos correspondam a movimento de corpo
rigido, as forcas nodais equivalentes devem ser nulas. Em termos de trabalhos
virtuais, isto significa que:

[W]"{p}=0 (3.48)
onde [W] € uma matriz cujas colunas formam a base do espago dos
deslocamentos de corpo rigido. Para o caso bidimensional, existem trés modos
de deslocamentos de corpo rigido, sendo duas translacées e uma rotacao.

Estas considera¢fes implicam no fato de que a matriz de rigidez [K], que
relaciona as forcas e deslocamentos do sistema externo [eq. (3.46)], € singular, e
seu espaco nulo é formado pela base do espaco de deslocamentos de corpo
rigido, ou seja:

[KI[W]=[0] (3.49)

No sistema interno ou local, as for¢as nodais {p*} definem através da eq.
(3.17), um campo de tensdes em equilibrio no dominio Q. A partir deste campo
de tensbes obtém-se um campo de deformaces, que integradas, fornecem um

campo de deslocamentos u,* definido em todo o dominio, exceto no ponto de

aplicacdo das forcas singulares, e a menos de uma constante. A estas forcas
nodais {p*} correspondem deslocamentos nodais {d*}, que podem ser

definidos a partir do principio dos trabalhos virtuais na forma complementar:

Spd; = 5[ Uy (0})dQ= | soyu; dQ=6p;F,p, (3.50)

logo,
{d*} =[Fl{p*} (3.51)
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Estes deslocamentos nodais equivalentes ndo sao reais, mas sim
grandezas mecanicamente equivalentes, em termos de deslocamentos, ao
campo de deslocamentos correspondente as forgas singulares aplicadas.

Da primeira equacdo do sistema (3.45), juntamente com a eq. (3.51),

conclui-se que [H] é uma matriz de incidéncia cinematica que relaciona os
deslocamentos nodais {d} do sistema externo, com os deslocamentos nodais
equivalentes {d*} do sistema interno de coordenadas:

{d*} =[H]{d} (3.52)

Da segunda equacéo do sistema (3.45) advém que a matriz [H]" realiza
uma transformacéo de equilibrio entre forcas nodais {p*} do sistema interno e
as forgas nodais equivalentes {p} do sistema externo de coordenadas:

{p} =[H]"{p*} (3.53)
0 que equivale ao principio da contragradiéncia.

A condicdo de ortogonalidade de {p} ao espaco de deslocamentos de
corpo rigido [eq. (3.48)], leva a:

[H][W]=[0] (3.54)
ou seja, a matriz de incidéncia cinematica [H] é singular, e seu espaco nulo é o
mesmo da matriz de rigidez [K] o que permite concluir que deslocamentos de
corpo rigido {d} ndo podem ser transformados em deslocamentos nodais
equivalentes {d*}.

Baseado no fato de que as for¢as nodais equivalentes {p} sdo nulas para
os deslocamentos de corpo rigido {d}, além de que [H] é uma matriz singular
que realiza a transformacéo de equilibrio entre as for¢as nodais {p} e {p*} (eq.
(3.53)), depreende-se que, devem existir forcas {p*} que ndo podem ser
transformadas em forgas nodais equivalentes {p}, referentes a deslocamentos
de corpo rigido. Logo:

[H]'[V]=[0] (3.55)
onde [V] é uma matriz cujas colunas formam a base do espaco de forcas {p*}
que correspondem a forcas nodais equivalentes {p} nulas, ou seja,

correspondem apenas aos deslocamentos de corpo rigido.
Aplicando-se o principio dos deslocamentos virtuais aos dois sistemas de

coordenadas, tem-se que:
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5d,p, = 5d; p; = Sp,Fyup, (3.56)

Caso as forcas nodais p; pertencam ao espaco coberto pelas colunas da

base [V], o trabalho virtual representado nesta equacdo é nulo para qualquer
Sp,, ou seja:

[FI[V]=[0] (3.57)

Pode-se concluir entdo que forgas nodais {p*} pertencentes ao espago

definido por [V] também produzem deslocamentos equivalentes {d*} nulos.

Isto significa que a matriz de flexibilidade [F] do sistema interno é singular, e 0
espaco nulo desta matriz € o mesmo da matriz [H]". A base [V], conforme &
eq. (3.55), é obtida a partir de [H]", sendo, portanto influenciada pela funcéo de
interpolacéo u, . Isto assegura através da eq. (3.57), uma clara dependéncia

entre a matriz de flexibilidade [F] e na forma de como os deslocamentos sdo

descritos no contorno, a qual inexistia até entao.

3.6.
Obtencgao de tensdes e deslocamento no dominio

A solucdo dos sistemas de eq. (3.45) e (3.46) fornece como resultados
iniciais, de acordo como as condi¢c8es de contorno, os elementos desconhecidos

do vetor de forcas nodais equivalentes {p} (reacdes de Apoio) e do vetor de
deslocamentos nodais {d} no contorno I'. Feito isto, obtém-se o vetor de forcas
nodais {p*} do sistema interno de coordenadas. As tensdes e os deslocamentos
do dominio Q podem entédo ser expressos como func¢des destas for¢cas nodais
{p*}, conforme sera mostrado a seguir.

A solugdo fundamental descreve através das forgas {p*}, um campo de

tensbes em equilibrio [eq. (3.18)]. A presente formulacao pressupde que este
campo de tensfes permite a representacdo aproximada de um estado qualquer
de tensdes em um dominio QO de geometria qualquer.

Deste modo, as tensbes e os deslocamentos sdo definidos em todo o

dominio Q, a partir das forgas nodais {p*}, exceto nos pontos de aplicacéo

destas forcas. As tensfes podem entdo ser obtidas diretamente através da eq.
(3.17), e os deslocamentos sdo obtidos, a menos de uma constante, através da
eg. (3.16).
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Convém ressaltar que este modo de se obter os resultados internos no
Método Hibrido dos Elementos de Contorno representa uma grande vantagem
em relacdlo ao método convencional. Este procedimento se torna
incomparavelmente mais simples e mais rapido, uma vez que ndo acarreta em
nenhuma integracao adicional, conforme o que é feito classicamente no método

convencional (Brebbia et al, 1984).

3.7.
Caso particular de estruturas estaticamente determinadas

Quando as forcas nodais sdo completamente conhecidas em todo o
contorno da estrutura, diz-se que as condi¢des de contorno sdo somente do tipo
Neumann. Neste caso, a estrutura estd externamente, ou estaticamente,

determinada.

Para este caso particular de estruturas, o vetor de forgas nodais {p*} pode
ser obtido, de uma maneira bastante simplificada, através da eq. (3.53),
juntamente com a condicAo de ortogonalidade dada pela equacgéo

iError! No se encuentra el origen de la referencia.:

H]" {p}
1= 3.58
{[V]T}{p} {{0}} (3.58)

Deste modo, apenas a matriz de incidéncia cinematica precisa ser
calculada. Esta peculiaridade é uma caracteristica muito relevante do presente
método, haja vista que esta operacdo demanda um esforco computacional
bastante reduzido. Procede-se entéo, a obtencao do estado interno de tensdes,
a partir do vetor {p*}.

O sistema retangular de eq. (3.58) é consistente e admite uma resposta
Unica. Isto ocorre porque tanto as forcas nodais equivalentes {p}, quanto a
matriz de incidéncia cinematica [H] satisfazem a condi¢do de ortogonalidade

estabelecida pelas eq. (3.48) e (3.54) respectivamente. Este sistema pode ser

resolvido pelo Método dos Minimos Quadrados, onde se requer que {p*} seja

{p*}" [H][V]]- {g}T (“SH (p)- {ig;}j — min (3.59)

sendo que este minimo € nulo, j4 que o problema é consistente. Derivando-se

tal que:

esta equacdo em relacdo a {p*} e igualando-a a zero, chega-se a:
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(THIH]" +[VI[V]"){p *} = [H]{p} (3.60)

onde o termo entre parénteses equivale a uma matriz simétrica positiva definida.
Deve-se observar, no entanto que, para este caso particular, os
deslocamentos nodais {d} n&do podem ser obtidos apenas através da solugdo do

sistema de eq. (3.58).
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