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Modelamento Matematico

A Figura 3.1 ilustra uma camada limite turbulenta, onde pode-se observar
que o escoamento externo & camada limite se desloca com velocidade U, enquanto

os vortices se movem com flutuacdes de velocidades aleatorias da ordem de um
décimo de U. O tamanho do maior vortice ¢ é comparado a espessura da camada
limite 8. O escoamento turbulento é caracterizado por este movimento de agitagdo
local, cuja dimensdo caracteristica é a escala de turbuléncia local.

A turbuléncia apresenta um espectro continuo de escalas. Os grandes
vortices (escalas maiores) sdo responsveis pela maior parte de energia cinética do
escoamento, a qual é transferida para os pequenos vortices (escalas menores), 0s
quais dissipam a energia em forma de calor por meio da agdo da viscosidade
molecular, caracterizando a turbuléncia como um processo de cascata. Uma das
caracteristicas mais importante da turbuléncia é a elevada taxa de mistura,
responsavel pelo aumento consideravel da transferéncia de massa, quantidade de

movimento e energia.

Figura 3.1: Grandes vortices na camada limite turbulenta. O escoamento externo a
camada limite é estacionério, sendo U constante; os vortices se movem com flutuagdes
de velocidades aleatorias da ordem de um décimo de U . O tamanho do maior vértice
(ﬂ) é comparado a espessura da camada limite (5) (Corrsin e Kistler, 1954).

As n&o-linearidades da equagdo de Navier-Stokes levam a interagOes entre
os diferentes comprimentos de onda, em todas as dire¢cdes. O principal processo

fisico que propaga 0 movimento em uma vasta gama de comprimentos de onda é

0 denominado “vortex stretching” (alongamento ou esticamento do vortice). A
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turbuléncia ganha energia se os vortices sdo orientados na dire¢cdo na qual os
gradientes de velocidade média sdo maiores. Esta energia estd associada aos
grandes vortices, que ao se esticarem formam os pequenos vortices, para 0s quais
transferem energia. O processo se repete continuamente, até atingir a escala de
Kolmogorov, quando a energia é dissipada e os vortices desaparecem.

Devido ao mecanismo descrito acima, observa-se que 0 escoamento
turbulento possui um elevado nimero de graus de liberdade Ngl, o qual €
proporcional a razdo entre a macro escala do escoamento L e a micro escala
(escala de Kolmogorov) lg, 0 que por sua vez é proporcional ao nimero de
Reynolds (Silveira Neto, 1998).

Ngl = [ILJ = Re%* (3.1)

d

As equacdes de conservacao independem do regime de escoamento, porém
0 regime turbulento é sempre transiente e tri-dimensional, e possui uma vasta
gama de escalas de comprimento. Este elevado nimero de graus de liberdade é a
principal dificuldade de se resolver escoamentos turbulentos.

Escoamentos turbulentos podem ser estudados seja por métodos analiticos
e/ou numericos, com diferentes niveis de aproximacéo, obtendo-se uma maior ou
menor descricdo das caracteristicas do escoamento (Piomelli, 1999). Entre as
diversas modelagens numéricas existentes para avaliar as caracteristicas fisicas de
escoamentos turbulentos, as trés metodologia mencionadas a seguir sdo as de
maior importancia.

1. Simulacdo Numérica Direta (DNS)

A simulacdo numérica direta (Direct Numerical Simulation, DNS)
resolve todas as escalas de turbuléncia. Logo, para uma perfeita
resolucdo espacial do escoamento, é preciso utilizar uma malha fina o
suficiente para captar todas as escalas, isto é, 0 nimero de pontos nodais

deve ser proporcional a Re*

, 0 que requer uma enorme capacidade
computacional, o que pode se tornar invidvel para altos nimeros de
Reynolds. Teoricamente, com esta metodologia, a turbuléncia ndo
necessita de nenhuma modelagem, porém, métodos numéricos de alta

precisdo e robustos precisam ser utilizados.
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2. Simulacao de Equacdes de Medias de Reynolds (RANS)

Esta simulagdo considera o conceito de decomposicdo das escalas,
através da aplicacdo de um processo de média temporal, decompondo a
velocidade em uma parte media e outra temporal. As Equacdes Médias
de Reynolds (Reynolds Average Navier-Stokes, RANS) sdo estabelecidas
através de um processo de média temporal, o qual elimina todas as
flutuacBes fisicas do escoamento, reduzindo substancialmente os
requisitos de capacidade computacional. Porém, introduz novas variaveis
que precisam de um modelo para fechamento do conjunto de equagdes e

incognitas.
3. Simulagéo de Grandes Escalas (LES)

A simulacdo de grandes escalas (Large Eddy Simulation, LES) é
caracterizada por ser uma metodologia intermedidria & Simulagio
Numérica Direta e a simulacdo via Equa¢des Médias de Reynolds. Com
esta modelagem as escalas maiores, responsaveis pelo maior parte do
transporte de energia sdo diretamente calculadas, e somente as escalas
menores, mais homogéneas e isotropicas sdo modeladas via um modelo

sub-malha.

As metodologias RANS e LES possuem origens distintas, porém ambas séo
obtidas através processos de filtragens. Em ambos os casos, uma variavel filtrada

pode ser definida atraves da operacéo de convolucéo:

a(x,t) = Te[x— X, t—t, A(x,1),0(x,t)]a(x,t)dxdt, (3.2)

onde a = a (x, t) é a variavel original (variavel instantanea que pode ser um vetor
ou um escalar), aé a variavel filtrada, G é o filtro de Kernel, o qual €
apropriadamente escolhido para eliminar as flutuagdes nas escalas menores que a
largura Aou 6. Os parametros A(x,t) e 6(x,t) controlam respectivamente as

larguras dos filtros espaciais e temporais descritos pela funcéo G.

Na metodologia RANS, a filtragem é temporal, enquanto que na
metodologia LES a filtragem € feita espacialmente. Uma terceira abordagem,

denominada Simulacdo de Vortices Descolados ou DES (Detached Eddy
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Simulation) busca mesclar as duas técnicas de forma a tirar partido das vantagens

que cada uma delas propicia.

Simulagbes LES exigem um menor esfor¢o computacional que a simulagéo
numérica direta (DNS), mas um maior esforco comparado com a modelagem
(RANS). Por outro lado, a metodologia LES apresenta um menor grau de
aproximacao que a metodologia RANS, sendo mais precisa e fornecendo um nivel
muito maior de detalhes do escoamento em comparacdo a esta Gltima. Uma
representacdo entre estas modelagens associado ao custo computacional requerido

é apresentado na Fig. 3.2 a seguir.

Grau de
Simulagéo

100% } { DNs

0% L {  RANS
| | L Custo
Computacional

baixo alto muito alto

Figura 3.2: Comparacao entre as diferentes modelagens da turbuléncia.

No presente trabalho as duas metodologias LES e RANS foram empregadas
para avaliar o fendbmeno do jato incidente com transferéncia de calor. Avaliou-se
diversos modelos RANS de duas equacdes diferencias e um modelo de tensdes de
Reynolds. J& com a metodologia LES, o modelo de sub-malha selecionado foi o
modelo dindmico de Smagorisnky.

Os seguintes modelos RANS foram empregados: xk—¢ RNG (Yakhot e
Orszag, 1992), k—w SST (Menter, 1994, 2003), e RSM (Launder et al., 1975;
Gibson e Launder, 1978; Launder, 1989), tal como indicado na secdo 1.1. A
selecéo destes modelos foi baseada considerando as vantagens de cada um desses
modelos para a obtencéo de bons resultados. O modelo xk—s RNG implementado
no Fluent foi ajustado empiricamente para prever bem jatos livres, assim como
escoamentos espiralados, i.e., dois dos fenGmenos presentes no escoamento de
interesse aqui. Este modelo necessita do uso de lei de parede, uma vez que ndo

pode ser aplicado nas regides onde a contribuicdo molecular é dominante. Desta
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forma, selecionou-se também o modelo x—® SST, o qual € obtido com uma
combinagdo do modelo x—w padrdo (Wilcox, 1998) com o modelo x—¢ padréo.
Na regido de parede, o modelo x—w padrdo é empregado amortecendo a
turbuléncia com fungdes de amortecimento, e em regibes mais afastadas, onde a
turbuléncia domina, o modelo x—& padrdo € utilizado. Finalmente, investigou-se o
desempenho do modelo RSM (Reynolds Stress Model), o qual envolve a solucéo
de uma equagdo de conservagdo para cada um dos componentes da tensdo de
Reynolds e apresenta como principal vantagem em relagdo aos outros modelos
selecionados a capacidade de prever a existéncia de anisotropias no escoamento.

Na simulagdo de grandes escalas, LES, foi selecionado o modelo
Smagorinsky Dindmico proposto por (Germano et al., 1991; Lilly, 1992). Este
modelo € uma evolugdo com relagcdo ao modelo original de Smagorinsky, pois o
pardmetro do modelo de sub-malha é ajustado em fung&o do prdprio escoamento e
diversos relatos otimistas com relagdo a aplicagdo deste modelo podem ser
encontradas na literatura disponivel para uma variedade de situacdes.

Na se¢do seguinte séo apresentadas as equagOes governantes do fendmeno
do jato incidente com transferéncia de calor: equagdo de conservagdo de massa,
equacdo de quantidade de movimento e equacdo de energia. A seguir, 0s modelos

RANS e LES selecionados para serem avaliados neste trabalho s&o descritos.

3.1
Equacbes Governantes

O problema de interesse consiste de um jato axi-simétrico espiralado de
agua saindo de um bocal com didmetro D, com propriedades conhecidas escoando
em um meio de ar ndo perturbado e atingindo um disco aquecido afastado H do

bocal. Um fluxo de calor constante qg € imposto no disco. Considera-se as

propriedades (massa especifica e propriedades termofisicas) constantes.
Escoamentos ndo isotérmicos, no regime turbulento, sdo governados pelas
mesmas equacgdes de conservagdo gque 0s escoamentos no regime laminar, porém
escoamentos turbulentos séo sempre tri-dimensionais e transientes. As equagoes
de conservagdo de massa, quantidade de movimento linear e energia podem ser

descritas por:
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Ouj

— =0 33

> (3.3)
. OUjUj :

au,+ [ J:_lap“r 0 Uau, (3.4)

ot oXj p OXj OXj| OXj

(3.5)

oT oujiT 4 [a GTJ

ot 5Xj GXJ‘ GXJ‘
onde t é o tempo, u; € o componente do vetor velocidade, pr=p-pge*e,z€éa
pressdo modificada, p € a pressdo termodindmica, g é o vetor aceleracdo da
gravidade, z e e, correspondem a coordenada vertical e o unitério na direcdo
vertical. T é a temperatura, p € a massa especifica do fluido, v=u/p é a viscosidade
cinematica, onde u a viscosidade absoluta ou dindmica, o = Kk/(p cp) é a
difusividade térmica, sendo k a condutividade térmica e c, é o calor especifico a
pressdo constante.

Adimensionalizando as equagdes anteriores com

Ui

Uiz—;xizﬁ ; t*=—tU°; p*=—p£ e T”_TO
Ug D D pU2 /2 g2 D/K

(3.6)

onde U, e T, correspondem & velocidade media e temperatura média do jato na
saida do bocal com o didmetro igual a D, e gg € o fluxo de calor na parede onde o
jato é incidente; mostra-se que as equacgBes anteriores dependem somente do
nimero de Reynolds Re e do numero de Prandtl, Pr.

pUy D v

C
Re = opr=tP 3.7)
U k a

Apesar das filtragens utilizadas nas metodologias RANS e LES serem,
fundamentalmente, diferentes, os termos delas derivados apresentam muitas
semelhancas e s&o comumente modelados como termos difusivos, usando-se a
hipotese de Boussinesq de 1877 (Ref. Hinze,J. O, 1975) que serd apresentada

adiante.
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3.2
Equacdes de Médias de Reynolds - RANS

A ferramenta basica requerida para derivar as equagdes RANS, a partir das
equacdes de Navier-Stokes é a decomposi¢do do Reynolds. A decomposi¢do do

Reynolds é baseada na separagdo dos campos instantdneos ¢ como sendo um
somatorio entre a média da grandeza no tempo ¢ e uma flutuagio instantanea ¢',

que descreve as variagdes em torno do valor medio, isto €

p=g+9 (38)

onde o valor médio temporal é obtido por,

- 1
=lim| — dt 3.9
- & foar ©9)
Naturalmente que a média de uma flutuagéo q? é zero.

Substituindo os valores instantdneos das grandezas pelos valores médios
mais suas flutuacGes e aplicando o operador média temporal sobre um intervalo de
tempo finito nas equacfes de Navier-Stokes, obtém-se as equacbes médias de

Reynolds, as quais sdo apresentadas a seguir

Equacdo de continuidade:

-0 (3.10)

Equacao de quantidade de movimento:

W OUjUj op. ou; —V
ou  Chilj_ 190 04, L ujuj (3.11)
ot 0 X anj O X O X

Equacao de energia:
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aT+auiT: 0 iaT—u;T' (3.12)
ot 0 Xj OXj | Pr ox;

As equacdes médias de conservagdo (Eq.3.10 a Eq.3.12) séo apliciveis para

regime transiente (simulagdes de casos 3D). J& para 0s casos permanentes ou 2D,

0s termos aI/at e af/at das equagdes de quantidade de movimento e de energia

respectivamente sdo nulos. Estas equagBes médias de conservagdo sdo quase

iguais as equacdes originais, com excecdo do aparecimento dos termos adicionais

-u/u’ e —u/T'nas equacdes de quantidade de movimento e energia. Como estes

termos surgem devido ao fato do escoamento ser turbulento, o qual apresenta um
comportamento difusivo, estes termos sdo interpretados como tenséo e fluxo de
calor adicional ao movimento e sdo denominados tensédo de Reynolds turbulento,
e fluxo de calor turbulento, respectivamente.

Com o aparecimento do tensor de Reynolds e do fluxo turbulento de calor
ocorre um desbalanceamento entre o nimero de incognitas e o numero de
equacOes, gerando o denominado problema de fechamento da turbuléncia. Para
solucionar este problema é preciso introduzir modelos para avaliar o tensor de
Reynolds e o fluxo de calor turbulento.

Duas abordagens séo utilizadas para modelar o tensor de Reynolds: modelos
de viscosidade turbulenta proposta por Boussinesq em 1877 (Hinze, 1975) e o0s
modelos de fechamento diretos ou de segunda ordem.

Os modelos de viscosidade turbulenta propdem que a contribuicdo das
tensoes turbulentas na transferéncia de quantidade de movimento seja descrita de
forma anéloga a observada pela acéo da viscosidade molecular do fluido, sendo
proporcional ao tensor taxa de deformag8o do escoamento médio Sjj. Deste modo

se introduz o conceito de viscosidade turbulenta, ux.

—uj u’j =2 vy Sij —%K&j (3.13)

onde
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u o oup
Sij =£ %4-—] (3.14)
2 5Xj OXj
& representa o delta de Kronecker e x a energia cinética turbulenta por unidade

de massa, representada por

kzé(ug m )=%( 02 1 v2 4 ow?) (3.15)

O ultimo termo da equagdo (3.13) pode ser interpretado com uma tensdo
normal adicional para representar a flutuagdo da pressao dindmica do escoamento
e pode ser incorporado dentro da pressdo reduzida como P = p,+ 2/3 k

O fluxo de calor turbulento também é definido a partir de uma analogia com

o fluxo de calor por difusdo molecular, podendo ser avaliado como

v T

3.16
Pri 0X; (3.16)

—ulT =
onde Pr; é o nimero de Prandtl turbulento. Pr; € uma constante empirica
considerada como constante na grande maioria das aplicacoes.

Ao contrério da viscosidade molecular v, a viscosidade turbulenta v néo é
uma propriedade do fluido, mas do escoamento, devendo, portanto embutir em
sua formulagdo pardmetros que caracterizem adequadamente as tensdes
turbulentas. Em termos dimensionais, a viscosidade turbulenta pode ser expressa
como um produto entre valores caracteristicos de velocidade V. e comprimento L.
O que diferencia a grande maioria dos modelos de turbuléncia ¢ a identificacdo da
velocidade e comprimento caracteristico da turbuléncia. Existem modelos com
diversos niveis de complexidade, precisdo e generalidade. Estes variam desde
modelos algébricos (modelos de zero equagBes) até modelos de quatro equagdes
diferenciais, passando pelos modelos de uma, duas e trés equagdes diferenciais.
Os modelos de duas equagdes diferenciais s&o os mais populares, por uma questdo
de custo beneficio e foram selecionados para serem investigados neste trabalho.

Todos os modelos de viscosidade turbulenta selecionados aqui consideram
que a velocidade caracteristica da turbuléncia pode ser avaliada a partir da energia

cinética turbulenta, isto é, V¢ = % Uma das diferencas entre a maioria dos
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modelos diz respeito a escala caracteristica de comprimento. Os modelos da
familia x—& como o0s selecionados neste trabalho, relacionam a escala
caracteristica com a taxa de dissipacdo da energia cinética &, ao considerar que a
poténcia dissipada por um turbilh@o, pode ser estimada pelo produto da forca de
arraste pela velocidade caracteristica (Pot = F4 V). Por sua vez, o arraste é

proporcional a velocidade ao quadrado (Fq = p V2 Lc%), logo

52 3 3/2
8:Pot:Fd\gcz,0Vc L%chchV_cJ (3.17)
PY  plL3 pLe ¢ ¢

A taxa de dissipacéo é definida a partir do gradiente das flutuagcbes como

ouj ouj
U__
5Xj axj

(3.18)

O modelo k—® SST é baseado na taxa de dissipacdo especifica, sendo
definida como a razéo de & por k; isto é, w= g/k.

Os modelos baseados na hip6tese da viscosidade turbulenta usualmente séo
chamados “modelos isotropicos”, uma vez que as tensdes de Reynolds normais
séo iguais. Visando eliminar esta restricdo, surgem os modelos de fechamento
direto ou de segunda ordem, que visam modelar diretamente as tensfes de
Reynolds a partir de equagBes de conservacdo para estas variaveis.

Uma descricdo dos diversos modelos utilizados no presente trabalho €

apresentada a seguir.

3.2.1
Modelo x—¢ padréao

O modelo k- padrdo é sem duvida o modelo que tem recebido mais
atengdo, principalmente pelos trabalhos de Launder e Spalding (1972, 1974).
Neste modelo a viscosidade turbulenta é definida baseada nas escalas

caracteristicas como descrito acima, de acordo com
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onde ¢, = 0,09 € uma constante empirica.
As equacdes de transporte de energia cinética turbulenta « e a dissipagédo de
energia cinética turbulenta ¢ podem ser derivadas a partir das equagdes de Navier-

Stokes, podendo ser escritas como

oKk GEK 0 vt | Ok

=4 = L+ +P.—¢ (3.20)
ot O0Xj  OX Ok )0 X

8_g+aﬁe_i v+-2L oe. +0, 2P —cC é (3.21)
ot ox  0x o Jox | i KT |

onde a producdo de energia cinética turbulenta P, ou taxa de transferéncia de

energia do escoamento médio pelo o mecanismo de turbuléncia é

Pe =—Uj U] —gui (3.22)

Xj
A qual pode ser rescrita com o auxilio da Eq. (3.12), para escoamentos

incompressiveis, como

auj Ouj |auj
P.=20:Sii OU P =y Sy 1|50 3.23
K 1) K Ut[@xj' axiJax]- ( )

Este modelo introduz além de c,, mais 4 constantes empiricas: 0os nimeros

de Prandtl da energia cinética turbulenta o, = 1,0 e da taxa dissipacao de «, o

=1,3, além das constantes ci; =1,44 e C..=1,92.

3.2.2
Modelo x—¢ Realizavel

Em geral o0 modelo x—¢ Realizivel (Shih et al, 1995) fornece uma previsdo
mais acurada da taxa de cisalhamento de jatos planos e circulares em relacdo ao
modelo tradicional. Também fornece uma melhor predigdo para escoamentos
envolvendo rotagéo, com fortes gradientes de pressdo adversos. Neste modelo, a

viscosidade turbulenta é dada pela mesma Eq. (3.19), com a diferenga de que o
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parametro ¢, ndo € mais uma constante. Este parametro é ajustado de forma a
garantir que o modelo seja realizavel, isto €, ndo viola a desigualdade de Schwartz
(Pope, 2000)

72 -

TuTT<uPu? e ujui20 (3.24)

Assim, para garantir u’u’>0, tem-se que

— 2 —
S C, K
Wl 0p U 2, pin® ou (3.25)
3 ax 3 & OX
Logo para que a tensdo normal seja positiva é preciso que
1 xou)’
K
c.>—| —Z= 3.26
H 3( £ 0 xj (320

Dessa forma o parametro c,, é ajustado em fungdo do escoamento médio. Na
sub-camada inercial de uma camada limite em equilibrio c, € aproximadamente
0,09; e para um escoamento homogéneo cisalhante é igual a 0,05.

Neste modelo o parametro c, é definido como sendo funcdo da taxa de
deformacéo do escoamento médio S;; e taxa de rotacdo do escoamento médio €2;,

de acordo com

c =;* (3.27)
. kU
Ag+As

&

onde U" é uma velocidade de referéncia

U E\/Sij Sij +.Qij -Qij (3.28)
sendo
U oui U oui
Si _1 aﬂJr_J 0 _1jou Yy (3.29)
2| oxj  OX 2| Oxj  Ox

e 0S pardmetros empiricos A, e A séo dados por:
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A, =404 ; A=+6cosp ; ¢:%cos_l(\/§W) (3.30)
onde
Wzm S =/Sij Sj (3.31)

53

A equacdo de transporte da energia cinética turbulenta x é idéntica a do modelo
k—¢ padrdo, Eq. (3.20). Ja a equacdo de transporte para ¢ € ligeiramente modificada, uma
vez que a mesma é baseada na equacao dinamica da raiz quadrada média da flutuacéo da

taxa de dissipagdo especifica, sendo igual a

o 2
de OUje O vt | Oe g
Ly = o+t | 4C Se—Cp,—o—— (332
ot 00X 0¥ K GJGXJ 1 28K+«/U€ (3:32)
onde
CL= max{0,43 : L} . p=st (3.33)
n+5 &

Uma limitacdo do modelo x—& Realizavel é a geracdo de viscosidades
turbulentas ndo fisicas em regifes estacionérias e em movimento. Nas equagdes

acima o termo de producédo de ¢, Cq S ¢, segundo termo do lado direito da Eq.

(3.32) ndo envolve a producéo de xk como o0 modelo x—& padrdo. De acordo com 0
manual do Fluent (FLUENT, 2010), acredita-se que esta expressao para a geragéo
de & represente melhor a transferéncia espectral de energia. Outra diferenca esta
no termo de destruicdo, o qual ndo apresenta nenhuma singularidade, quando x
tende a zero.

Os valores das constantes empiricas sdo: o, = 1,0; o =1,2; ¢1, =1,44; e
C2..=1,9.

Uma limitacdo deste modelo, no entanto é o fato que o mesmo produz
viscosidades turbulentas ndo fisicas em situacbes em que o dominio
computacional contém ao mesmo tempo zonas rotacionais e estacionérias de
fluido. Isso ocorre porque o modelo inclui os efeitos da rotacdo média na

viscosidade turbulenta.
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3.23
Modelo xk—e RNG

O modelo de turbuléncia k—¢ RNG (Yakhot and Orszag, 1992) tem sua
origem baseada uma técnica estatistica rigorosa, chamada “Teoria dos Grupos de
Renormalizacdo” (RNG, Renormalization Group Theory), na qual utiliza-se um
processo de eliminacdo de escalas, para derivar as equagOes de transporte. As
equacdes de transporte para « e & sdo bem semelhantes as do modelo x—& padréo,
porém alguns parametros sao determinadas analiticamente e outros deixam de ser
constantes, como é o caso dos nimeros de Prandtl da energia cinética turbulenta
K, € de sua taxa de dissipagao &, sendo determinados através de relagdes analiticas,
obtidas em funcéo da viscosidade turbulenta.

A equacdo de transporte de x se mantém praticamente igual & do modelo

k—¢ padrdo, com uma pequena mudanga no coeficiente de difuséo de x

ok OUjk 0 oK
- 1 = Xy Vef ox +P—¢ (3.34)
|

ot ox  oXx

onde «, é o inverso do nimero de Prandtl de k€ vet = v + vr.

A equacdo de transporte para & também apresenta uma modificagdo no
coeficiente de difusdo de & Porém, a grande diferenca de desempenho deste
modelo esté relacionada com uma modifica¢do no termo de destruicdo de & na
sua equacdo de transporte de forma a aumentar ou diminuir a destruicdo de ¢
dependendo se a taxa de deformagéo do escoamento encontra-se acima ou abaixo

de certo limiar. A equagéo para ¢ pode ser escrita como

4 -
ot 00X 0 X

o Oujs O {
|

os g * £
g Vef 5% +C1g — P —Coe — (3:35)
X K K

onde a, é o inverso do nimero de Prandtl de ¢ e c’,,depende da taxa de
deformagdo do escoamento.
O inverso do nimero de Prandtl de x e ¢ pode ser obtido da seguinte

equacao
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0,6321 0,3679

|y 6 —1,3929)] |/ —2,3929) _v (3.36)
| o —1,3929 | | ao—2,3929 | Vet |

onde o, =1. Para altos nimeros de Reynolds a, = a, =1,393.

O procedimento de eliminacéo de escalas utilizado pela teoria RNG fornece
uma equacdo diferencial para a viscosidade turbulenta, porém para altos nimeros
de Reynolds, a mesma equagdo para a viscosidade turbulenta do modelo x—¢
padrdo, Eq. (3.19), v = ¢, K*le é obtida, sendo que a constante c, é obtida
analiticamente como c, = 0,0845.

O modelo k—& RNG implementado no Fluent (FLUENT, 2010) oferece uma
opcdo para levar em consideracdo efeitos de rotacdo na turbuléncia, através de
modificacdes na viscosidade turbulenta, em funcdo de um ndmero de swirl
avaliado pelo préprio Fluent.

Como mencionado, a principal diferenca de desempenho do modelo x—¢

RNG e 0 modelo padréo est4 relacionado com o termo adicional na equagdo de ¢,

(Yakhot and Orszag, 1992). Este termo é introduzido através do parametro czg

3
Y
cu (/1) sk (337)

*
C2€:C2€+ 3
1+6n &

onde S = 0,012 e 1,=4,38. Note que nas regides onde 1 < 7, 0 termo adicional
fornece contribuicdo positiva, com czg se tornando maior que Cp. , aumentando

a destruicdo de . Para n > 1, a destruicdo de ¢ é diminuida.
O modelo k- RNG apresenta melhores resultados que o modelo x—¢
padrdo em aplicacfes que apresentam deformagBes répidas e linhas de corrente

com curvatura. As constantes ¢, € Cp. sdo determinadas pela teoria do grupo de

normalizagdo sendo iguais a ¢, =1,42 e ¢y, =1,68.

3.24
Modelo x—w SST

O modelo k—w SST (Shear Stress Transport) foi desenvolvido por Menter et

al. (2003) visando tirar vantagem das melhores caracteristicas dos modelos k-
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padrdo (Wilcox, 1998) e xk—¢ padréo (Launder and Spalding, 1972).

O modelo x—¢ padrdo apresenta bom equilibrio entre precisdo e robustez,
com boa previsdo nas regides longe da parede.

J& 0 modelo x—w padrédo apresenta bons resultados em regiGes proximas as
paredes, ao utilizar funcGes de amortecimento. Também tem mostrado bom
desempenho na presenca de gradientes de pressdo adverso.

O modelo k—w SST combina as vantagens dos modelos de turbuléncia k—w
padrdo e xk—¢ padrdo, mas ainda falha na previsdo do ponto de separagdo do
escoamento em uma superficie lisa. Com o objetivo de corrigir essa deficiéncia,
Menter prop6s a adocdo de um limitador para o valor da viscosidade turbulenta,
de forma a utilizar cada modelo em distintas regides do escoamento.

Uma vantagem desta formulacdo € o tratamento proximo a parede para
baixos numeros de Reynolds.

O modelo k—w SST combina os dois modelos atraves de funcdes de mistura
F1 e F2, que ponderam a contribuigdo dos diferentes parametros de cada modelo.
As fungOes de mistura tém por objetivo selecionar o modelo x—w padréo na regido
da camada limite turbulenta (regido da parede) e 0 modelo k—¢ para as regides
longe da parede.

As equacOes e transporte para a energia cinética turbulenta x e taxa de

dissipacéo especifica w séo:

ok OU K 0 v, | Ok .
oK if_ Y L9k i p =
% ax % KUJFGKJGX}F - B ko (3.38)

dw oUu @ 0 v, | dw ,
—+ =—o/J||v+— | —|+&P. - 0" +
ot 00X, 0OX c,)0X '

1 oo
@ OX, OX,

(3.39)
+2(1-F)o

Uma caracteristica do modelo SST ¢é a introdugdo de um limite superior de
tensdo de cisalhamento na camada limite para evitar niveis excessivos de tenséo
de cisalhamento tipicamente previstos em modelos de viscosidade turbulenta de

Boussinesq. A viscosidade turbulenta no modelo SST é definida como:
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K 1
Lt =—

© {1 QFZJ
max| — ,——%

(3.40)

*
a Yo

onde a,=0,31 € uma constante empirica, €2 =/2 (jj € representa uma medida

da taxa de rotacdo, onde Q,¢é a taxa de rotacdo do escoamento médio definida

por:

1(%_%J (3.41)

P

o* é um coeficiente que amortece a viscosidade turbulenta para baixos

ndmeros de Reynolds

a = fil3+Reid6 i Ret= x (3.42)
1+Ret/6 0N0)

onde Bj =F1pi; +(1-F1)Bi,, sendo pj; =0,075 e Sj, =0,0828. A fungdo p
pode tomar o valor de g, ou §3,.

A funcéo de mistura F, é dada por

F1 = tanh(®7) (3.43)
@1 = min| max Jx ,50200 ApK 5 (3.44)
0090y yew ) 642 DGy
D = max[zpiia—"a—“’, 10—20J (3.45)
Op2 @ OXj OXj

onde y é a distancia a parede e o,,=1,168 € uma constante empirica do modelo.

F, € uma funcéo de mistura semelhante a F,.

F2 = tanh(®3) (3.46)
®9 = max 2+ : 500u (3.47)
009wy’ 2,
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Os nlimeros de Prandtl sdo obtidos de acordo com

1 _ 1

Oy = y Op = (3.48)
Filoe1+(-F)lox Filop1+A-F)/og2

onde 0,,1=1,176; 0,2=1,0; 0,1=2,0; 0,,=1,168.
O termo de producdo de energia cinética turbulenta x no modelo x—e SST é
definido pela mesma equagdo que nos modelos x—¢ padréo, Eq. (3.23). No termo

de destruicéo de «, tem-se que

4
5 =0,00 4/15+ (Ret/j) (3.49)
1+ (Ret/8)
Os parametros dos termos de geragéo de o depende de,
oo [1/9+ Ret/2,95j (350)
a 1+ Ret/ 2,95
onde oy = Fagy +(1-F)aw,, sendo
2 2
i 0,41 i 0,41

0,09 030,y 0,09 030,

3.25
Modelo do Tensor de Reynolds, RSM

Os modelos baseados no conceito de viscosidade turbulenta fornecem
resultados satisfatérios para escoamentos turbulentos bidimensionais sobre
superficies planas, mas ndo sdo capazes de prever corretamente os efeitos da
curvatura de linhas de corrente sobre o escoamento. Outra limitagcdo dessa classe
de modelos acontece na avaliagdo das tensdes normais de Reynolds, de grande
importancia em escoamentos com separagdo. Uma alternativa para a solugéo
desses problemas é a obtencdo das tensbes de Reynolds diretamente de suas
equacdes de transporte (Reynolds Stress Model — RSM). Estes modelos sé&o
considerados como modelos de fechamento direto ou de segunda ordem (Launder,
1989).

As tensdes de Reynolds fornecem uma melhor alternativa quando as escalas
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de comprimento e velocidade variam significativamente com a diregdo. Este
modelo é, portanto indicado para escoamentos anisotropicos e escoamento com a
presencga da componente angular de velocidade (escoamento espiralado).

As equaces de transporte para as tensdes de Reynolds também podem ser
obtidas a partir das equagdes de Navier-Stokes, conforme mostrado por Launder
et al. (1984), Warsi (1992) e Alho e Ilha (2006). A equagéo de transporte para as

tensBes de Reynolds é apresentada a seguir:

U ou; W
J’_

= Dji + Rjj + ITjj — &ii 3.52
ot Xy v R ( :

onde Dj; é o termo de transporte difusivo, Pjj é a producdo das tensbes de

Reynolds, enquanto que &; € o termo de destruicéo. 1T é 0 termo de presséo.

Existem diversas modelagens para o termo de transporte difusivo das
tensdes de Reynolds (Hanjalic & Launder, 1972; Lumley, 1978; Dekeyser &
Launder, 1983; Hanjalic, 1994; Daly & Harlow, 1970). O modelo proposto Lien
& Leschziner (1994) descrito abaixo, é mais simples e estavel e foi utilizado neste

trabalho

oUT,
Dij - [[w”—tj—' J} (3.53)
an Oy an

sendo que a viscosidade turbulenta v; é dada pelo modelo x—& padréo por:

2
o =0y~ (3.54)

onde as constantes empiricas séo ¢,~=0,09 e 0,=0,82. A energia cinética turbulenta
Kk é determinada a partir das tensdes normais, sendo igual a traco do tensor de
Reynolds (Eqg. 3.15).

O termo de producédo das tensdes de Reynolds Pj pode ser determinado

diretamente a partir das tensdes de Reynolds

Rj=|-ui UKE—UJUK— (3.55)
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O tratamento do termo de destruicdo, dissipativo, é semelhante ao
empregado no modelo k—¢ padréo. Considera-se que o processo de dissipacdo
viscosa ocorre de uma forma isotropica nas escalas menores. Isso implica

matematicamente que

2
&j =§8 g (3.56)

A taxa de dissipacdo da energia cinética turbulenta, ¢, continua sendo uma
quantidade desconhecida, que precisa ser determinada a partir de sua propria

equacdo de transporte (Hanjalic, 1994), a qual € similar a utilizada pelo modelo

k—¢ padréo.
8_8+8E8_i U+U_t 8_8 +C EP —C é (357)
ot ox  0x o Jox | i KT |

Os valores das constantes empiricas séo: o =1,0; 1. =1,44; e C2.=1,9.

O termo de presséo, IF; associa correlagdes entre as flutuacdes de pressdo e

velocidade I7jj = p'/ p(ouj/oxj+0ou’j/ox;). A modelagem deste termo tem sido

objeto de diversos trabalhos, pois apresenta influéncia relevante no
desenvolvimento desses modelos de fechamento de segunda ordem. Distintas
abordagens foram propostas para modelar o termo 77;, entre 0s quais se encontram
0s modelos, LRR (Launder, Reece & Rodi, 1975), SSG (Speziale, Sarkar &
Gatski, 1991) e BSL x—w (Menter, 2003).

Uma analise mais detalhada do termo de pressdo mostra que 0 mesmo ndo
deve contribuir para o nivel global de energia turbulenta, devendo contribuir
apenas como um agente de redistribuicdo da energia entre 0s componentes
normais da tensdo de Reynolds, uma vez que o termo se anula na diagonal

principal, pois du;j /oxj =0, de acordo com a equagéo de conservagao de massa.

O modelo LRR (Launder, Reece & Rodi, 1975) foi um dos primeiros
modelos de fechamento de segunda ordem a ser formulado, sendo um dos mais
utilizados. A equagéo da modelagem do termo de presséo ou redistribui¢éo pode
ser descomposta em dois termos distintos da correlagdo pressdo-velocidade,

ITj=1Tj1+1E,. O primeiro termo [Z;, age no sentido de distribuir a energia
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turbulenta entre os diversos componentes do tensor de Reynolds. Quanto maior a
anisotropia do escoamento, maior a importancia de I7;1; quanto mais isotropica a
turbuléncia, menor influencia da redistribuigéo.

Tal como nos demais modelos, a modelagem do termo de redistribuicéo 77;
no modelo LRR adota como referéncia condi¢Oes de escoamento turbulento livre.
Logo, a partir da equagdo de Navier-Stokes, utilizando-se um processo de
eliminacéo da flutuacéo de pressdo, através da equagdo de Poisson, se mostra que
a correlacdo de deformacao-presséo é governada por um processo devido somente
as iteracOes das flutuagBes da velocidade IZj,, e outro devido as iteracbes de
deformacdo média e as flutuacdes de velocidade 7T .

Uma vez que I7j; esta relacionado essencialmente a turbuléncia, e 7%, ao
gradiente da velocidade média, é possivel escrever (Rotta, 1951; Naot et al., 1970;
Launder et al., 1975).

E—F 2
Hij,l:_Cl;(ui U’ —EK 5ijj (3.58)

e 1
Hij,2=—02;(ﬂj 5 P 5ijj (3.59)

onde C;=1,8 C, =0,60.

Observa-se que ITj:1 € um termo de fonte para a equagdo de ui'2 quando

u_i’z <(2/3)x e um sorvedouro quando u_l’z >(2/3), de tal forma que este
termo realmente age no sentido de redistribuir a energia entre seus componentes.

O termo [T, é a contrapartida direta do termo 71, porque assume que a
parcela da deformacdo média do termo de esfor¢o de pressdo € proporcional a
anisotropia da produgéo de W

O modelo LRR foi posteriormente modificado (Gibson & Launder, 1978) a
fim de serem incorporados os efeitos de parede, com a introducdo de mais um
termo para avaliar I7;. A forma do novo termo de redistribuigdo foi dada por Shir,

1973; Gibson & Launder, 1978, como.

I = Iij 1 + i 2 + ij w (3.60)
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ITij w = ij w1 + w2 (3.61)

onde

& ! ' 3 ) ' 3ﬁ
Hij,wlzCWj_E(Uk U Nk N i ) ug u’j nnj ) Uk U nknjjfw (3.62)

3 3
ITij w2 = sz(ﬂkm,znknmf%j _Enik,znknj _Eﬂjk,znk”ijfw (3.63)

sendo Cy1=0,5 e Cyw=0,3. A fungéo de escala de comprimento f, tem o objetivo

de amortecer a contribuicdo do termo 77w a medida que o escoamento se afasta

da parede, sendo igual a:

3/2
fyy = k"l (3.64)

2,5 Yp Np

onde Y, representa a distancia da parede e n, o vetor unitario normal a parede. Os

termos de parede falham em determinadas situagdes, e nesses casos correcdes
devem ser impostas a I'fjw e ITijwe (Craft et. al, 1993; Schiestel and Elena, 1993,
Hanjalic, 1994). O modelo RSM que deu melhores resultados foi o “Linear
Pressure Strain Model (LRR)” com modificagbes para escoamentos em regides
perto das paredes (EWT), onde o termo de pressdo necessita de uma modificacéo.
A modificacdo do termo de pressdo basicamente especifica os valores de Cy, C;,
Cwi e Cue, como funcgdes do numero de Reynolds turbulento, de acordo a Launder
& Shima (1989).

C, =1+258A A, {1-expl- (00067 Re, )} (3.65)
C, =075JA (3.66)
2
Coy =-5C, +167 (3.67)
o
C., = max %,o (3.68)
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9
A {1-5(/& - Ag)} (3.69)
A, =gy ay (3.70)
A, =a,a,a; (3.71)

onde a; € o tensor de Reynolds normalizado, definido como:

pu, -2 pks,

a, = p—k3 (3.72)

Outra opg¢do do modelo RSM utilizado neste trabalho é o “Low-Re Stress-Omega
Model”, este modelo é baseado na equacgdo de transporte da dissipagdo viscosa
() € no modelo LRR. Este modelo é satisfatério no modelamento do escoamento
sobre superficies curvas e escoamentos com “Swirl”. Este modelo ndo requer
tratamento de parede. O modelo RSM “Low-Re Stress-Omega Model” se
assemelha ao modelo k- devido & excelente predicdo para uma ampla gama de

escoamentos turbulentos. Para este modelo pode-se escrever:
I, = I, + 1T, (3.73)

onde

1T; = _(Clpg +C; P)bij + Cng(bikbkj = By 00 /3)+ (Cs -Cy b,;b; )pksij

mn ~mn“ij

+C4pk(biksjk +0;, Sy - 2% by, S dyy 1 3]+ Co pk 10, 25 +by, 2

mn = mn

(3.74)
onde
puul;- Epkc?IJ
b, = ﬁ (3.75)
s, :%[%+%] (3.76)

aJi i
Q, = [?JFFJ (3.77)
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*

Sendo as constantes: C, =34, C, =18, C,=42, C,=08, C, =13,
C,=125,C,=04. ,

3.2.6
Modelos RANS nas regifes préximas as paredes

A modelagem em regies proximas as paredes é de grande importancia j&
que tem um impacto significativo na fidelidade das solugdes numéricas, na
medida em que as paredes s&o a principal fonte de vorticidade e de turbuléncia. E
na regido da parede que a solucdo das varidveis apresentam elevados gradientes,
portanto uma representacdo exata do escoamento na regido proxima & parede
determina previsdes bem sucedidas para os escoamentos turbulentos.

O modelo x—w SST € vélido na regido da parede, apresentando um bom

desempenho na regido da camada limite. Para a utilizacdo deste modelo é

necessario um maior refinamento da malha de forma a garantir y* <1 para o

primeiro ponto nodal interno ao dominio, sendo y* a distancia adimensional a

parede definida como:

yr=pP4y (3.78)

onde u'=|"w rwzy[a—uj (3.79)
P ¥ )y

onde u” ¢ a velocidade de atrito, 7, € a tensdo cisalhante na parede e y a

distancia a parede.

O modelo RSM utilizado (LRR) nédo é valido na regido da parede e um
tratamento especial precisa ser utilizado. Este modelo utiliza a opgéo “Enhanced
Wall Treatment”. Este modelo utiliza 0 modelamento de duas camadas (duas
regides) de Lei de parede, sendo o dominio dividido em duas regides, a regido
proxima a parede afetada pela viscosidade turbulenta e a outra uma regido externa
totalmente turbulenta (afastada da parede). A fronteira entre estas duas regides €

definida em funcdo do numero de Reynolds turbulento Rey, definido como
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yvK

L

Rey = (3.80)

onde y é adistancia normal & parede e x é a energia cinética turbulenta.
Na regido totalmente turbulenta (Rey >200) o escoamento é resolvido

normalmente pelo modelo, descrito na se¢do anterior. Na regido proxima a parede

afetada pela viscosidade (Rey <200), é utilizado o modelo de uma equacéo

proposto por Wolfstein (1969). Neste modelo a equacgdo do transporte de
quantidade de movimento e a equagdo de x, sdo as mesmas j& apresentadas. No
entanto a viscosidade turbulenta, v, é avaliada por,

Cy Ly N (3.81)

UtZCamada -

sendo que o comprimento de escala ¢, dado por (Chen & Petel, 1988)

-Rey /A -
Cyu=ycp(1-e v/ Yy c£=0,41c#3/4 ; A, =T0 (3.82)

Para que a transi¢do da viscosidade turbulenta entre a regido da parede e a
regido totalmente turbulenta ndo seja tdo abrupta, foi formulada a seguinte
defini¢do (Jongen & Marx, 1997),

Ot trans = AVt + (1= 22 )Vt)amada (3.83)

onde v foi apresentada anteriormente para 0 modelo RSM. A fungéo de mistura
2 € definida de forma a tomar o valor da unidade na regido totalmente turbulenta

e zero na regido proxima a parede.

1 Re, —200 [ARey|
de==|l+tanhl —L || ;A= (3.84)
2 A tanh(0,98)

sendo A um parametro de controle da transicéo entre as duas regides. O valor de

A, varia entre 5% a 20% do valor do Reynolds de transi¢éo (Re,,,, =200).

trans

A dissipacdo da energia cinética turbulenta & é dada em funcdo do
comprimento de escala da dissipagdo da energia cinética turbulenta ¢, (Chen &

Patel, 1988) por
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K3/2

D U=y CK(l—e_Rey /AEJ TA=2¢, (3.85)
&

Um procedimento analogo a formulacdo de uviians € utilizado para
determinar a transi¢do do valor & na regido da parede ao nicleo turbulento.

Nos modelos com tratamento de parede “Enhanced Wall Treatment”, para
ter um método que possa ser aplicado em toda a regido de parede (i.e. regido de
subcamada laminar, regido intermediéria e a regido externa totalmente turbulenta)
é necesséario formular a lei de parede como uma lei Unica. Isto é conseguido
utilizando a lei linear de parede (escoamento laminar) e a lei logaritmica de parede

(escoamento turbulento), sugerida por Kader (1981).

1

lam turb (3 " 86)

u'=eu’ +efu’

onde a funcéo de mistura € dada por:

ro_al) (3.87)
1+by*

onde a=0,0leb=5

du”®

T

Similarmente a equagéo para a derivada é:

+ + 1 +
U or QUi | o Yo (3.88)
dy” dy” dy”

Esta aproximagdo permite que a lei para escoamento totalmente turbulento
seja facilmente modificada e ampliada para levar em conta outros efeitos, tais

como gradientes de pressdo. Esta formula também garante o correto

comportamento assintético para grandes e pequenos valores de y*, e uma

representacdo razoavel dos perfis de velocidade em casos onde y* cai dentro da
regido de parede(3<y* <10).

As funcgbes com tratamento de parede foram desenvolvidas com a finalidade
de misturar as leis de parede turbulenta e laminar. A funcdo com tratamento de
parede na presenca de transferéncia de calor e gradientes de pressdo foi originada
pela combinacéo das aproximag6es de White and Cristoph (1971) e Huang et., al
(1993).
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du’ 1 . R \V2
—wb _—_— [S{1=Bu" =~lu 3.89
) § (289
onde,
g :{1+0¢y+ para y' <y; (3.90)
l+ay, paray >y,
e,
_b, dp__u dp
ot p?(u) dx (3:91)
_oqu’ __og,
F=s t,T, pcuT, (3.92)
_ou)
y= %, (3.93)
onde;

y. =60. O coeficiente a, na Eq. 3.89 representa a influéncia dos gradientes
de pressdo, e os coeficientes B e y representam os efeitos térmicos.

A lei de parede laminar da parede é determinada pela seguinte expresséo:

du’
4yt 3.94
o S (3.94)

Pode ser observado na Eq. 3.94 que apenas os efeitos dos gradientes de
pressdo sdo incluidos, ja que os efeitos de térmicos devido a transferéncia de calor
sdo considerados de menor importancia quando ocorrem em regides perto da

parede. A integral da Eq. 3.94 resulta em:

ul;m :y+[l+%y+) (395)

A fungdo de tratamento térmico na parede segue a mesma aproximacao

desenvolvida para o perfil u*. A funcédo térmica de parede unificada combina o

perfil laminar e logaritmico de acordo ao método de Kader (1981).

(TW _TP )pCpU*
q

1
T = =e'T; +e'T.;, (3.96)
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onde T,, é a temperatura na célula adjacente a parede, e q é o fluxo de calor na

parede constante. O fator de mistura 7", é definido como:

r_abry) (3.97)
1+bPréy”

onde Pr é o numero de Prandtl molecular, e os coeficientes a e b foram definidos
na Eq. 3.97.

A formulagdo T*, na Eqg. 3.96 resulta na defini¢do das funcdes de parede

térmica laminar e turbulenta como:

lam lam .

To il + 2y (3.98)
2q

T:, = Pr‘{u;m +P+ p“f[uz —(ﬂ - 1J(u;)z (u*)z}} (3.99)

2q Pr

t

onde u; é o valor de u® na regido intermedeia da regido laminar e a

turbulenta.

3.3
Simulacéo de Grandes Escalas - LES

A abordagem da simulacdo das grandes escalas (LES) iniciou-se com os
trabalhos de Smagorinsky (1963). A motivagdo era simular apenas as grandes
escalas dos escoamentos atmosféricos, na impossibilidade de simular todo o
espectro de escalas. As primeiras aplicagdes em problemas de engenharia foram
realizadas por Deardorff (1970).

A simulacdo das grandes escalas é uma alternativa com menor esforco
computacional quando comparada com a simulagdo numérica direta. Nesta
metodologia de simulagdo, a dindmica das estruturas das grandes escalas é
calculada, enquanto o efeito da turbuléncia das pequenas escalas € modelado,
usando os chamados modelos sub-malha (“Sub Grid Scale - SGS”). Esta
metodologia permite prever com precisdo a maior parte do transporte de
quantidade de movimento, energia e outros escalares, a ser realizado pelos

grandes turbilhoes.
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Pode-se, conseqlientemente, esperar que um esquema numérico de
simulacdo de grandes escalas, onde os maiores turbilhoes resolvidos e os menores
turbilhoes, de escala de sub-malha, sdo modelados, dé previsdes semelhantes as
obtidas por simulagdo direta. Contudo, rigorosamente falando, a simulacédo de
grandes escalas é uma simplificacdo, pois o espectro de escalas é cortado
arbitrariamente, mudando a resolucédo completa da modelagem.

Este procedimento seria como deixar parte de um turbilhdo na regido de
sub-malha e parte no movimento resolvido. Outra dificuldade desta abordagem €
que todos os turbilhGes proximos a parede sdo pequenos e fortemente
anisotrépicos. Assim, a malha deve ser refinada nesta zona e 0 modelo de sub-
malha deve ser capaz de tratar bem esta regido. Este fato aumenta muito o tempo
computacional e a necessidade de memoria, diminuindo-se a vantagem desta
metodologia sobre a simulagdo numérica direta. Uma alternativa consiste em
utilizar algum tipo de lei de parede para minimizar os requisitos de memoria.

A alta precisdo com menor solicitagdo de recursos computacionais que a
simulagdo direta, levou a modelagem SGS a ser uma das mais promissoras
metodologias para a solugéo de escoamentos turbulentos (Germano et al., 1991).
Neste procedimento, o coeficiente do modelo passa a ser funcéo da posicdo e do
tempo, sendo obtido a partir do campo resolvido do escoamento. Nas sec¢des
seguintes serdo apresentados os processos de filtragem e modelagem sub-malha.

A abordagem LES consiste na aplicagdo de um filtro tal qual descrito pela

Eqg. (3.2), nas equagdes de Navier-Stokes, Egs. (3.3) a (3.5), onde se tem:
a(x,t)=a(x,t)+a'(x,t) (3.100)

sendo a(x,t) afuncdo a ser filtrada, a(x,t) é a parte filtrada, contendo as grandes
escalas, e a parte a'(x,t) € a parte associada aos termos sub-malha que devem ser
modelados.

A funcéo filtro é definida por diversas formas, entre as quais uma das mais

utilizadas, é a funcdo filtro por volume, dada pela equagéo

1/ A%, se‘x—x"sé
G= 2 (3.101)
0, se‘x—x">%,
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G é conhecido como filtro, e A vém a ser o tamanho de largura de filtro, o qual
caracteriza a frequiéncia de corte da filtragem.

Na metodologia LES, o filtro tem por funcdo separar as “grandes” das
“pequenas” escalas. Esta operagdo de filtragem procura basicamente diminuir a
parte do espectro de energia cinética a ser resolvida numericamente (i.e.
diminuindo o nimero de graus de liberdade), com a esperanga que 0 movimento
da pequena escala seja menos sensivel as anisotropias impostas ao escoamento e,
portanto, mais facil de modelar, o qual seleciona apenas as grandes estruturas
turbilhonares como aquelas a serem simuladas.

O Método dos Volumes Finitos, utilizado no presente trabalho, consiste em
dividir o dominio computacional em N volumes de controle V,, com a variacéo de
i de 1 a N, e a posterior integracdo das equagdes de N-S, Egs. (3.3) a (3.5). A
filtragem das equacOes de conservagdo com a funcdo filtro definida pela Eq.
(3.102) se confunde com as equacdes resultantes do método de volumes finitos.

As equacdes de conservacdo para as variaveis filtradas devem ser obtidas
aplicando-se a operacéo de filtragem definida pela Eq. (3.2) nas Egs. (3.3) a (3.5).
Para alcancar este objetivo € necessario em primeiro lugar comutar os operadores
de filtragem e de derivadas. De um modo geral, considera-se que a operacédo de
comutagdo ndo introduz erros. No caso do primeiro termo das Egs. (3.4) e (3.5),
esta aproximacdo é satisfatoria, pois considera-se que o passo de tempo a ser
utilizado é pequeno o suficiente para capturar a fisica das estruturas, dessa forma
o filtro empregado independe de qualquer pardmetro temporal. Para malhas
uniformes a operagdo de comutacdo entre a filtragem e as derivadas espaciais

também pode ser realizada, As equacdes resultantes sdo

: U OUjUj op, ouj
ouj =0 oy el el I Pr + 0 v—J (3.102)
0 X ot 0 X p OXj OXji| OXi

0T . ouT_ 8 |vadT

+ = (3.103)
ot 0xj OXj| Pr ox
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O sistema de equagbes acima modela o transporte das variaveis u, e T.

Nota-se que os termos ndo lineares se apresentam na forma de dois produtos
filtrados, o que torna impossivel a solucdo deste sistema de equagBes. Desta
forma, faz-se necessario reescrever o termo ndo linear ou de transporte convectivo

destas equagoes, da seguinte forma:

U u; = (0 +U)(T+U)) =0 up U U+l U U] (3.104)

U T =(0+u)(T+T)=u T+u T +u/T+u/T’ (3.105)

Introduzindo as seguintes defini¢Oes: tensor cruzado C;; e fluxo cruzado
C,, do tensor e fluxo de Leonard L;j e Ly (Leonard, 1979) e do tensor de

Reynolds de sub-malha R;; e fluxo turbulento de calor de sub-malha gyi

Cij=ujuj+ufuj ; Cg=uT+yT’ (3.106)
Lij:WU_j_mﬂ ; Lgizu_iT_—u_i'F (3.107)
F\)ij = ui’ u; : doi =uj T' (3.108)

Pode-se reescrever os termos ndo lineares como
U u; =u; u; -(Cij + Lij + Rij) U T=u4T _(CQi + Ly +qu) (3.109)

Observa-se que o processo de decomposi¢édo ndo resolve o problema, pois
apesar do aparecimento do produto de grandezas filtradas (o que pode ser tratado
diretamente nas equagOes de conservagédo), simplesmente introduz novos termos
que precisam ser modelados para que o sistema de equagdes e incognitas seja
equilibrado. Este é o classico problema de fechamento da turbuléncia, um dos
maiores desafios cientificos da fisica moderna, o qual continua sendo um
problema aberto, ndo contando ainda com uma teoria fechada.

Os tensores cruzado Cjj e de Leonard Lj; podem ser modelados seguindo a
idéia de Clark et al. (1979), que sugerem expressar a soma destes tensores como

uma expanséo de Taylor do campo de velocidade filtrado, o que levou Findikakis
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e Street, 1979 a demonstrar que:

L +C. ~2k 27 770 (3.110)

Porém, Shaanan et al. (1975) estimaram que, quando um esquema de
transporte convectivo de até segunda ordem € utilizado, os tensores de Leonard e
cruzado podem ser desprezados. Por outro lado, quando se utiliza esquemas de
ordens mais elevadas, estes tensores ndo podem ser mais desprezados.

No presente trabalho com a Simulagdo de Grandes Escalas sdo utilizadas
discretizagdes de segunda ordem, dessa forma os efeitos dos tensores Cij e Lj;
puderam ser desprezados.

As Egs. 3.102 e 3.103 descrevem 0 movimento das grandes estruturas
turbilhonares. Nestas equacdes, os termos de sub-malha representam a interagéo
entre os grandes e pequenos turbilhdes. De um modo geral, energia cinética é
transferida dos grandes turbilhfes para os pequenos turbilhdes. Ha, porém, um
fluxo de energia em ambas as dire¢des, embora o fluxo liquido seja usualmente na
direcdo das pequenas escalas. Na verdade, neste processo interativo, parte da
energia transferida das pequenas escalas retorna aos grandes turbilhdes. Sendo que
em alguns casos, o fluxo liquido pode até ser na diregdo das grandes escalas
(Lesieur and Metais, 1996). Consequlientemente, os termos de escalas de sub-
malha nas equagdes de governo devem representar este efeito de transferéncia de
energia para as grandes escalas. A inversdo no sentido natural do fluxo de energia
ocorre nas regifes proximas das fronteiras solidas, onde os pequenos turbilhes,
produtores de turbuléncia ndo sdo resolvidos. Na situacdo mais comum, a
transferéncia liquida de energia, para os pequenos turbilhdes, funciona como uma
dissipacdo para as grandes estruturas. A energia liquida consumida ndo retornara,
e em conseqiiéncia o modelo sub-malha deverd ser normalmente dissipativo.

Os modelos de sub-malha se dividlem em quatro classes: modelo de
viscosidade turbulenta, de similaridade, mistos (combinam modelos de
viscosidade turbilhonar e similaridade) e dindmicos. O modelo sub-malha mais
tradicional é aquele baseado no conceito de viscosidade turbulenta (de acordo com
a hipotese de Boussinesq). Aplicando esta hipOtese para escoamentos

incompressiveis, o tensor de Reynolds sub-malha R;, € expresso em fungdo da
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taxa de deformagdo gerada pelo campo de velocidade filtrado e da energia cinética
turbulenta, tal como:
Oy | OU, ou, | 2

t,5GS i S B (I 5

ij

onde v, ;s € a Vviscosidade turbulenta sub-malha, a qual serda modelada. A energia

cinética turbulenta de sub-malha pode ser incorporada a pressdo reduzida de
forma anéloga ao que foi realizado com os modelos de média de Reynolds.

O modelo de sub-malha selecionado para ser utilizado neste trabalho foi o
modelo Dindmico de Smagorinsky, o qual foi desenvolvido a partir do Modelo de
Smagorinsky de 1963, o primeiro modelo de sub-malha desenvolvido (Sagaut,
2002).

3.3.1
Modelo sub-malha de Smagorinsky

O modelo de viscosidade de sub-malha proposto por Smagorinsky em 1963
(Sagaut, 2002) ¢é baseado na hipotese de equilibrio local para as pequenas escalas,
ou seja, que a producdo de tensdes turbulentas sub-malha é igual & dissipacdo da
energia cinética turbulenta sub-malha, conforme vastamente documentado na
literatura (Piomelli, 1999). Assume-se ainda que a viscosidade turbulenta é
proporcional a escala de comprimento sub-malha caracteristica, A, e que a

velocidade caracteristica é proporcional a taxa de deformagéo do campo resolvido
de velocidade S_IJ Deste modo obtém-se 0 modelo algébrico para a viscosidade

turbulenta da sub-malha como:
Uises = 65S= (CSA)Z S (3.112)

onde |§|=1/qq é 0 modulo do tensor taxa de deformagdo do campo de

velocidades resolvido. O comprimento de escala de Smagorinsky, /¢, é
proporcional a largura de filtro 4: ¢, =C,4, onde C; € o coeficiente de

Smagorinsky. Com muita frequéncia, em especial com os modelos numéricos de

volume finitos, a escala de comprimento 4 associada ao filtro € considerada
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como sendo o tamanho do espacamento da malha (Piomelle, 1999), pode ser

avaliado de acordo com
A= (ax ay Az)” (3.113)

O parametro Cg pode ser determinado a partir do decaimento da turbuléncia
homogeénea isentropica, se 0 nimero de onda de corte, k, =z /A, estiver situado
dentro do intervalo inercial da lei de Kolmogorov (Piomelle, 1999). O valor de
C,, neste caso, esta entre 0,16 e 0,23 (Piomelle, 1999). Lilly (1967) estimou o
valor de C; como sendo igual a 0,18. Contudo, na prética, verificou-se que estes
valores séo excessivos (Silvestrini, 2000). O valor mais comumente utilizado nas
simula¢des numéricas tem sido C,=0,1 (Lesieur & Metais, 1996).

O valor do pardmetro C,, é questionado ja que ele ndo é um valor

constante, sendo adaptado segundo o tipo de cddigo de calculo utilizado. Visando
superar a dificuldade de se ter um valor da constante para cada situagéo diferente,

surgiram os modelos dindmicos, onde o pardmetro C é determinado a partir do

proprio escoamento.

A modelagem de fluxo de calor turbulento é andloga

_ Yrses i

SGS
o, OX;

(3.114)

onde o, € 0 niimero de Prandtl turbulento.

3.3.2
Modelo de Smagorinsky Dinamico

Germano et al. (1991) propuseram um método de calculo dos pardmetros
dos modelos baseados na solu¢édo do campo de velocidades, funcdo da posicéo e
do tempo. Esta proposta na verdade ndo é um modelo, mas um procedimento de
avaliar os coeficientes de um modelo base, a partir das menores escalas do campo
resolvido.

Neste modelo supde-se que o comportamento das escalas resolvidas

apresenta similaridade com o comportamento das escalas de sub-malha (Germano


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521490/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0521490/CA

Modelamento Matematico 87

et al., 1991). O conceito fundamental do procedimento dindmico € o uso de dois
filtros com dimensGes caracteristicas diferentes: o primeiro filtro — filtro de malha,
o qual utiliza as dimensdes da malha para calcular o comprimento caracteristico, e
é utilizado na simulacdo das grandes escalas; o segundo filtro — filtro de teste, tem
uma largura maior que a largura do filtro original, a qual é um mdltiplo das
dimensbes da malha utilizada para calcular o comprimento caracteristico,
tipicamente (A) = 2A.

O procedimento utiliza informacdes das escalas resolvidas ndo contidas no
filtro de teste, para modelar a transferéncia de energia entre as escalas resolvidas e
as escalas ndo resolvidas. Assumindo que as tensdes sub-malha obtidas com o
filtro original e com o filtro de teste s&o similares e podem ser modeladas, usando
a mesma forma funcional, e supondo ainda que os parametros a determinar s&o
aproximadamente independentes da largura do filtro, sdo obtidas expressdes
explicitas para os coeficientes (Germano et al., 1991; Hartel and Kleiser, 1998).

Os parametros, a serem determinados, sdo agora fungdes dependentes tanto
do tempo como da posicdo espacial que se devem anular nas regibes de
escoamento laminar e na proximidade as fronteiras sélidas, obtendo-se,
consequentemente, um melhor comportamento assintético.

Considere as equagdes filtradas de Navier Stokes e energia

o W ouj uj ap, ou;
0 Uj 0 ; 0 Uj i By :_l P, + 0 v J ~7ij (3.115)
0 X ot 0Xj p OXj OXi| OX

0T ,ouiT_ 2 |vaT
ot 0Xj OXj| Pr ox

— i (3.116)

onde 7jj =Uj Uj —Iﬂ e Ui T=ujT—0qg. Aplicando-se o filtro (G) de
largura(A) > A sobre as equagdes filtradas (3.130) e (3.143), obtém-se

a<u_j>+a<ﬁ> __£a<p_r>+ 0 Ua<ﬂ> (3.117)

ot O X p OXj  OX O X
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+
ot 0 Xj p OXj  OX 0 X

oluj) ofu uj) =_£a<p_r>+ 0 Ua<ﬂ>_<fij> (3.118)

Introduzindo-se a definicdo de tensor das tensOes relativas ao segundo filtro,

também chamadas de sub-teste,

Tjj =< Uju j >—<Ui><Uj> (3.119)

Pode-se mostrar que subtraindo a Eq. (3.118) da (3.117) e utilizando a defini¢&o
da Eqg. (3.119) tem-se

0 (/- _ o\ 0
= ((mm)-(m)(,)- a_XJ_(TU. ~(z,)) (3.120)
Pode-se agora, introduzir a defini¢do do tensor de Leonard global como,

Lie = (T, )= (@ )T, ) =T, —(7y) (3.121)

Esta igualdade é conhecida como identidade de Germano. Esta equagédo
relaciona as tensdes turbulentas resolvidas L;, as tensdes de escala sub-malha

t;;, € as tensoes do filtro teste T;. Ela pode ser utilizada na determinagdo do

coeficiente dindmico c(X,t) que aparece nos modelos de fechamento da

turbuléncia. A parte anisotropica do tensor de Reynolds global sub-malha pode ser

modelada com a hip6tese de Boussinesq:
0ij _ NS
T =-20,S; =-2c¢(X,t)A*| S| §, (3.122)
Modelando-se as tensdes turbulentas sub-teste T, de forma analoga, tem-se:

Jj 2, e
Tij ‘%Tij = —2C(7<,t)<4>2<| S |><Sij> (3.123)

Filtrando a Eq. (3.122) tem-se:
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(ry)- 5—3?<rij )=-20,(S; ) =-2c(X,t)A’(|S | S ) (3.124)

O tensor global de Leonard, Eq. (3.121) pode ser escrito como

Lijc —%Lije =—2¢(X,t) Mjj (3.125)
onde

Mij = (2)2( S (Sij) - 22(5 1 5if) (3.126)

Finalmente, combinando as Eqgs. 3.124 e 3.121 obtém-se a expressdo para o

coeficiente dindmico:

c(x,t)= _ 1 LiigMij (3.127)
2 MijMij

onde pode ser observado que o célculo do coeficiente dindmico sé depende de

grandezas resolvidas e de um duplo processo de filtragem.

O modelo dindmico conduz a bons resultados para regimes de transi¢do e
completamente turbulentos desde que a malha seja suficientemente fina para
caracterizar as menores escalas de energia junto as paredes. Assim a necessidade
de funcbes de amortecimento ou outros tratamentos especiais proximo as paredes

sdo evitados.
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