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3
Geometria Transversa das Folheacoes

3.1
G-Estruturas transversas

Ao longo de toda esta secao M denotara uma variedade suave munida
de uma folheacdo .# de classe C" (r > 2) de codimensao ¢ como também @)
denotara o fibrado transverso de ., Q = TM/T.%. Um referencial transverso
no ponto z € M é uma base (v, vs,...,v,) do espaco transverso (),. Recorde
que existe um unico isomorfismo linear que leva a base canonica de R? sobre
a base (v1,v,...,7,). Assim, podemos identificar um referencial transverso
e com um isomorfismo linear e : R? — @),. Escrevemos F(()) para designar
o conjunto de todos os referenciais transversos de (M, #), e : F(Q) - M
para a projecao que associa um referencial transverso no ponto x a x. Podemos
munir o conjunto F'(Q)) com uma estrutura diferencidvel de modo que F(Q)
é um fibrado principal com base M, grupo estrutural GL(¢q,R) e projegao
7w F(Q) — M (ver p. 44 de [27]). Tal fibrado principal é chamado de fibrado
dos referenciais transversos de (M, .F).

Suponhamos que .Z é dada pelo N4-cociclo {(Us, fa, gap) }a,pea- Recorde
que {Uy}aeca é uma cobertura aberta de M e f, : U, — N7 é uma submersao
constante ao longo das componentes conexas da interseccao de U, com as

folhas de .#. Temos que a aplicagao

Jor 1 Qlu, — T(N)

é um isomorfismo de fibrados. Além disso, dados uma folha L de % e um
caminho s : [0,1] — L sobre L, existe uma translacao paralela natural de
v € 40y a0 longo L. De fato, considere uma particao 0 = to < t; < ... <t; =1

do intervalo [0, 1] e um subconjunto {ag, a1, ..., a1} de A tal que s|| estd

ti,tiy1]
contido em uma componente conexa de U,, N L. Agora, para t; < t < ;44

definimos v(t) € Q) como sendo o tnico vetor tal que

Jair(V(t)) = fa(v(t:)).
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Ou seja, o campo v(+) assim obtido é o transporte paralelo de v ao longo
do caminho s. Dai, o vetor v(1) depende apenas do vetor v e da classe de
homotopia do caminho s em L. Logo, a aplicagao 7 : Q) — Q1) que leva v
em v(b) é um isomorfismo entre espacos vetoriais. Tal isomorfismo é chamado
de paralelismo natural ao longo das folhas de % . Por conseguinte, 7 pode ser

visto como um referencial (vy,vs,...,v,) de F(Q).

Definicao 3.1.1 (Conlon, [9]) Seja G um subgrupo de Lie de GL(q,R).
Dizemos que P C F(Q) é uma G-estrutura transversa sobre (M,.%#) quando
P é uma redugao a um G-subfibrado principal de F/(Q) tal que o paralelismo

natural ao longo das folhas de .# leva elementos de P em elementos de P.

Quando G é o subgrupo trivial {1}, dizemos que a folheagao (M,.F)
é paralelizdvel. Neste caso, existem campos vetoriais globais X!, X2 ..., X4
sobre M tal que {X}!, X2, ..., X1} gera o espago @, para todo r € M e cada
X' & foliate, isto é, [Y, X'] é tangente & .Z qualquer que seja Y tangente a
F,parai=1,2,...,q. As folhas de uma folheagao paralelizdvel (M,.#) nao
possuem holonomia e se M é compacta, todas as folhas de .# sao difeomorfas
(veja p. 89-90 de [26]).

3.2
Folheacoes riemannianas

As folheagoes riemannianas foram introduzidas por Reinhart [31] e na
ocasiao foram chamadas de folheacoes com métrica “bundle-like”. Intuitiva-
mente uma folheagao riemanniana de uma variedade M é uma folheacao cujas

folhas sao localmente equidistantes para alguma métrica riemanniana de M.

Definicao 3.2.1 Uma folheagao % de classe C" (r > 2) de uma variedade
M dada pelo N%-cociclo {(U,, fa, 9ap) tapea € dita riemanniana se existe uma
métrica riemanniana sobre N9 para a qual as aplicacoes de transicao g,z sao

isometrias para todo «, 3 € A.

Nesta secao .# denota uma folheacao riemanniana de codimensao ¢
e classe C", r > 2, de uma variedade M. Entao .# é dada por um N9-
cociclo {(Uas fas Gap) ta,pea como na Definicao 3.2.1. A variedade N possui
uma estrutura riemanniana dada por uma métrica riemanniana <,>. Dado
z € U,, considere a forma bilinear simétrica (¢q), : ToUs X T,U, — Rt dada
pelo pull-back de <, > via a submersao f, : U, — N. Como cada aplicacao de

transicao é uma isometria segue que g, e gz coincidem sobre U, N Us. Assim,
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concordando a familia {g,}aca de formas bilineares, obtemos uma C°(M)-

forma bilinear simétrica
gr : X(M) @ X(M) — C°(M).

Observe que para cada = € M, o nicleo ker(gr), = {u € T, M; (g7).(u,v) =
0, Yo € T,M} é o espago tangente a folha passando por x. A forma bilinear
gr como construida acima ¢é chamada de métrica transversa de (M, ). A
métrica transversa gr de (M,.%#) nao é uma métrica riemanniana de M, ja que
(97)z(v,v) = 0 para todos x € M e v € T,.%. Porém podemos “completar” gr
de modo que tenhamos uma métrica riemanniana de M tal que as folhas de
# sejam localmente equidistantes para esta métrica. De fato, considere uma
métrica riemanniana qualquer ¢’ de M. Seja Q o complemento ortogonal de
T.F em TM para a métrica ¢’. Dado um vetor v € T, M podemos decompor
v de maneira Unica como v; + vy, onde vy e vy pertencem a 1,7 e Q.,

respectivamente. Entao
gz (u,v) = gl (u1,v1) + (97)2(u,v), para todo z € M, u,v € T,M

define uma métrica riemanniana de M. Além disso, esta métrica g satisfaz
a seguinte propriedade: para toda vizinhanga coordenada U, de (M,.%) e
para todos campos vetoriais Y, Z € X(U,) que sao foliate e perpendiculares as
folhas, a funcao g(X, Z) : U, — R™ é constante nas placas de U,. Uma métrica
riemanniana de M satisfazendo esta propriedade é chamada de métrica bundle-
like de (M, F).

As aplicacoes de holonomia da folheacao (M,.%#) sdo composi¢oes dos
difeomorfismos g,p entre secoes transversais de .%. As se¢Oes transversais de
# herdam uma estrutura riemanniana para a qual as aplicagoes de holonomia
de .Z sao isometrias (ver Lema 1 de [31]). E este ¢ o fato crucial, que nos
permitird definir uma projecao de uma folha L’ préxima a uma folha dada L,
de modo que L’ seja um recobrimento de L.

Para o que segue suponhamos que M ¢é compacta e seja L uma folha
de #. Sendo (M, g) uma variedade riemanniana, podemos falar na aplicagao
exponencial de M. E pelo fato de M ser compacta existe o > 0, chamado de

raio de injetividade, tal que a exponencial

exp, : Bs(0) C T,M — M
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é um mergulho de uma bola aberta de T, M com centro na origem e raio ¢
em M que leva a origem em z, para todo x € M. Dado e fixado o € L,
consideremos (), como sendo o complemento ortogonal de T, L em T, M. A
bola Bs(0) intercepta o espaco @, em um disco cuja imagem pela exponencial
em xo ¢ um disco D C M transversal a .% com centro no ponto xg. Como as
aplicacoes de holonomia de L em x( sao isometrias, segue que os elementos de
h(L,xo) estdo bem definidos em D.

Numa versao anterior desta Tese ndés queriamos usar o Teorema de
Estabilidade de Reinhart [31]. Este Teorema afirma que toda folha L de uma
folheagao riemanniana de uma variedade compacta L tem uma vizinhanca
saturada para a qual as folhas nesta vizinhanca sao recobrimentos de L.
Nos parece que o Teorema de Reinhart é verdadeiro para folhas préprias.
No entanto, o Teorema de Reinhart aparece em [31] sem a hipétese de L
ser prépria. Observamos que a demonstracao dada por Reinhart utiliza um
argumento falso. Para construir o recobrimento ele define uma aplicagao local
que “muda pontos”. Podemos ver que tal argumento nao vale por meio do
seguinte exemplo.

Seja ¥ a superficie fechada orientdvel de género 2 (o bitoro) com ponto
base p e seja a e b os geradores do grupo livre m(3y, p). Definimos uma
representacao sobrejetiva @ : w1 (X9, p) — Isom(S?) por isometrias da esfera S?
de modo que ®(a) e ®(b) sejam rotagoes irracionais em torno de dois pontos

z,y € S? tais que o # £y. Assim, a acao

C:m(Zo,p) x (2 xS — §*x§?
(@, (u,0)) = (a(u), ®(a)(v)).

tem todas as érbitas densas em S? x S%. Logo, a suspensao da representacao
® ¢ uma folheacdo riemanniana .# do produto ¥y x S? transversa ao fator
S? com todas folhas densas. Considerando a projecao P : Yy x S? — X5 no
primeiro fator, temos um fibrado folheado. Assim cada elemento o € m1(3s, p)
tem como holonomia uma isometria de S?.

Agora, vejamos que nenhuma folha L de .# possui uma d-vizinhanca
tubular V' cujas folhas contidas em V' sao recobrimentos de L.

Sejam dados 0 > 0 e uma folha L, de .# passando por um ponto z =
(p,q) € Xo x S*. Mostraremos que existe uma folha L, /) na vizinhanga V' de
raio 0 de L, tal que nao existe uma aplicacao de recobrimento f : Ly, .y — L.
que movimenta pontos na direcao transversa menos que a distancia §.

Como todas as folhas de .# sao densas podemos tomar (p,z’) nesta

vizinhanga V' tal que L o) = L(pz). Assim existe a € m (X2, p) cuja holonomia
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he satisfaz ho(p,2') = (p, ). Seja ¢’ € S? tal que ho(p,q') = (p, q).

Suponha que exista uma aplicacao de recobrimento f : L,y — Lpq)
que movimente pontos na direcao transversa a .%# por uma distancia menor
que 6. Existe um lago v € m1 (39, p) cuja holonomia leva (p, q) a (p, ®(a)(q)) #
(p,q), mas fixa (p,z). Conjugando 7 por a obtemos um lago a 'va cuja
holonomia fixa (p,z’) mas leva (p,q’) a um ponto (p,q") # (p,q’). Entéo se
a aplicacdo de recobrimento f satisfaz f(p,z') = (p,q¢'), por continuacdo ao
longo de a~!'ya, f também terd que satisfazer f(p,2’) = (p,q") # (p,¢'), uma
contradicao.

Como observado por J. S. Pasternack em [28], podemos entender as
folheagoes riemannianas através da sua estrutura transversa. Seja O(q) o grupo
ortogonal e codim .# = ¢. Entao .# é uma folheagao riemanniana se e somente

se .# possui uma O(q)-estrutura transversa.

3.3
Folheacoes homotéticas

A classe das folheacoes homotéticas contém a classe das folheagoes

riemannianas.

Definicao 3.3.1 Suponha que .# é uma folheagao C" (r > 2) de M dada
por um N9-cociclo {(Ua, fasGap)}apea. Dizemos que .F é uma folheagdo
homotética se existe uma métrica sobre N? tal que as aplicacoes de transigao

sao homotetias.

Recorde que em §3.2 a partir da estrutura riemanniana de N9, nds
obtemos uma estrutura riemanniana para M. De maneira semelhante, podemos
fazer aqui a construcao de uma métrica g sobre M tal que as aplicagoes de
holonomia da folheagdo homotética (M,.%#) sejam homotetias com respeito a

restricao da métrica g as secOes transversais a .%.

Lema 3.3.2 Sejam L é uma folha de uma folheagcdo homotética (M, F), com
M compacta e m (L, xo) gerado por elementos de tor¢ao. Entao existe uma
vizinhanca saturada V' contendo L tal que a restricio da folheacio F a 'V é

rLemanniana.

Prova. Como (L, ) ¢ gerado por elementos de tor¢ao segue que h(L, xo)
também é gerado por elementos de torgao. Seja f : S — S um representante
de um gerador de h(L, z¢) e seja k € N a ordem do germe de f. Como f é uma

aplicacao homotética, existe A € R, tal que g, (df,u,df,v) = X g.(u,v) para


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710709/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710709/CA

Nao folhas de certas folheagcbes 28

todo x € S e u,v € T,S. Assim,

gx(ua U) = gm((dfx)kua (dfx)kv) = )\k ’ g:t(ua U),

para todo x € S e u,v € T,S. Portanto, A = 1. Pelo visto na se¢ao 3.2
podemos assumir que as aplicacoes de holonomia de % estdao bem definidas
em S. Por conseguinte, a folheacao . restrita ao saturado de S é uma folheacao

riemanniana. ]

3.4
Folheacoes homogéneas

Sejam GG um grupo de Lie e K um subgrupo fechado de G. Uma folheacao
C", r > 2, Z de codimensao ¢ de uma variedade M dada pelo N%-cociclo
{(Ua, fas Gap) tapea € dita ser G/K-folheagao homogénea quando N? é um
espaco homogéneo G/K e cada aplicacao g,p ¢ uma translacao de G/K por
multiplicacao a esquerda por um elemento de G. Estas folheacoes foram bem
estudadas por R. Blumenthal [2].

Sempre existe uma métrica riemanniana < -, - >q sobre GG que ¢ invariante
por multiplicacao & esquerda de elementos de G [8]. Se K é compacto, entao
podemos definir uma métrica riemanniana sobre G que é invariante por
multiplicagao a direita de elementos de K. A referida métrica é definida como

segue:
g(u,v) = / < Ry, u,y Rpv >¢ du(K),
K

onde Ry : G — G denota a translagao a direita de G por um elemento k € K e
du(K) denota a medida de Haar. A métrica riemanniana g assim definida induz
(por passagem ao quociente) uma métrica riemanniana G-invariante sobre o

espago homogéneo G/ K.

Proposicao 3.4.1 (Blumental, [2]) Seja (M,.%) uma variedade compacta
folheada por uma G /K -folheagio homogénea. Se K é compacto, entao F é

riemanniana.

Prova. Seja <, > uma métrica riemanniana de M. Denotemos por () C T'M
o complemento ortogonal de T.% em T'M com respeito a métrica <,>. Con-
sideremos e fixemos uma métrica riemanniana G-invariante sobre o espaco ho-
mogéneo G/ K. Como (M,.F) é uma G/ K-folhea¢ao homogénea segue que .# é
definida por um G/ K-cociclo {(U,, fa, 9as) ta.pea. Cada submersao f, : U, —
G/K induz uma isometria entre espacos vetoriais dfa, : Qz — T (G/K),

Vr € U,. Assim, a métrica de G/K induz uma métrica riemanniana sobre
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Q). E esta métrica por sua vez nos d4 uma métrica transversa para (M, .F).

Portanto, isto faz com que (M, .#) seja uma folheagao riemanniana. [ |
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