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Preliminares

2.1
Introducao as folheacoes geométricas

2.1.1
Nocoes Basicas

Nesta secao recordaremos a nocao de folheagoes juntamente com suas
propriedades que serao utilizadas ao longo do texto. O leitor nao familiarizado
com o assunto pode encontrar no livro de Camacho e Lins [5] as justificativas
para os fatos mencionados aqui. Aproveitaremos também a ocasiao para fixar
nossa notagao.

Uma folheacao de codimensao g sobre uma variedade M de dimensao n
¢ intuitivamente uma decomposicao de M em uma uniao disjunta de subvar-
iedades conexas imersas que se aglomeram localmente como os subconjuntos
de R" = R"" 7 x RY, com segunda coordenada constante. Lembramos que uma
aplicacao continua f : X — Y entre variedades X e Y é uma submersao C"
quando, para todo x € X, existem cartas locais em torno de z e f(x) nas quais

f se torna uma submersao C'°.

M N

Sejam M uma variedade suave de dimensao n e N? uma variedade de
dimensao ¢ < n. Um N9-cociclo folheado sobre M de classe C", 0 < r < o0, €

uma familia {(Ua, fa, gas) }asea constituida por submersoes f, : Uy — N% e
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difeomorfismos gag : fo(Ua NUg) — f3(Us NUgs) de classe C" satisfazendo:

(1) {Uqs}aea € uma cobertura aberta de M;
(2) fo : Uy — N9 é uma submersao C", para todo a € A;
(3) Se U, NUz # @, entao os difeomorfismos gag : fo(Ua NUp) — f3(UsNUp)

satisfazem

fa(®) = gas(fp(2)), Vo € U, NUs.

Cada aberto U, é chamado de wvizinhanca distinguida e os difeomorfismos
Jop sao chamados de aplicagoes de transigao. Definimos sobre o conjunto de
todos os N%-cociclos folheados de M uma relacao de equivaléncia da seguinte
maneira: Dizemos que dois cociclos folheados sao equivalentes se a uniao deles
ainda é um cociclo folheado com uma escolha apropriada das novas aplicagoes
de transigao. Uma folheagdo de classe C" de codimensao ¢ é uma classe de
equivaléncia de um NY-cociclo folheado pela relacao de equivaléncia definida
acima. A dimensao de .# ¢ o inteiro n — q. Escrevemos (M, .#) para indicar
que M é uma variedade munida de uma folheagdo %, as vezes, diremos que
(M,.7) é uma variedade folheada (ou folheagao).

Seja % uma folheacdo de uma variedade M definida pelo N-cociclo
folheado {(Ua, fa) Jas) ta,pea. As componentes conexas dos conjuntos f,*(c),
¢ € N7, sao chamados de placas de U, (ou de .%). Agora, sobre M, considere
a seguinte relacao de equivaléncia: p ~ ¢ se e somente se existem placas
P, Py, ..., P, de F tais que p € P, ¢ € Py e P,N P.1 # & para todo
i€{1,2,...,k—1}. As classes de equivaléncia desta rela¢ao sao as folhas de
% . As folhas de uma folheacao .%# de M sao subvariedades imersas de M. Uma
se¢ao transversal a % é uma subvariedade de dimensao ¢ mergulhada em M
e transversal a todas as folhas de .# que ela encontra. Quando uma folha L
de . é mergulhada, dizemos que ela é propria, ou equivalentemente, se existe

uma transversal a .# que intercepta L em um tnico ponto.

Exemplo 2.1.1 (Suspensao de uma representagao) Sejam B e F duas
variedades conexas e H : w1 (B, by) — Diff"(F') uma representacao. Considere-
mos p : B — B o recobrimento universal de B e identifiquemos (B, by) com
o grupo de automorfismos deste recobrimento, Aut(é, B). Assim, temos uma

acao de (B, by) sobre B x F que é dada como segue:

C:m(B,by) x (BxF) — BXF
(1, (by) = (4(b), Hy(y)).
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Esta acao nos da um diagrama comutativo

N

(B x F)/¢—

B
lp
B
onde pr é a projecao sobre a primeira coordenada, m é a aplicacao quociente
por ( e (é x F)/( — B é unicamente induzida por pr. Seja E = (E x F)/C.
A aplicacao quociente 7 : Bx F — FE é uma aplicacao de recobrimento.
Além disso, a aplicacao ' — B é a projecao de um fibrado e se r > 1 podemos
munir £ com uma estrutura diferencidvel (ver [17] pp. 125), o fibrado (E, p, B)
tem como grupo estrutural a imagem da representacao H. Note que a agao (
preserva as folhas, Bx {y}, da folheagao produto. Assim, a aplicagdo quociente
7: B x F — E induz uma folheacao .# sobre E que é transversal as fibras de
E. A folheagao (E, .#) assim obtida é chamada a folhea¢do dada pela suspensao

de m(B) sobre Dift"(F') cuja representacao de holonomia é H (ver também [5]
p. 96-104).

Seja .# uma folheacao de classe CY de uma variedade M. Dizemos que a
folheacao .# é transversalmente orientdvel se ela é definida por um N%-cociclo
folheado tal que N orientavel e as aplicacoes de transicao de .# preservam

a orientacdo de N. Suponhamos que %

é dada pelo N-cociclo folheado
{(Ua, fas Gap) }a,pea. Dois pares (U,, fo) € (Ug, f3) s@o equivalentes se o germe
do difeomorfismo g, em f,(z) preserva orientagao. Uma classe de equivaléncia
dada por esta relacao é chamada de germe de orienta¢dao transversal de # em
x. Seja U* o conjunto de todos os germes de orientacao transversal de .# em
x € U, onde U é uma vizinhanga distinguida de .%. Os conjuntos U* constituem
um atlas para o conjunto de todos os germes de orientacoes transversais de
Z, o qual a partir de agora denotamos por M*. Definimos uma aplicagao
7w M* — M que envia um germe de orientacao transversais de .% em x € M
que na verdade é um recobrimento duplo de M. Tal recobrimento é chamado

de recobrimento duplo das orientacgoes transversais de (M,.F).

Proposigao 2.1.2 Sejam M wuma variedade e % uma folheacao de M e

w: M* — M o recobrimento duplo das orientacoes transversais. Entao
(i) A folheagao pull-back 7*F € transversalmente orientdvel;
(ii) Se L € uma folha de F cujo grupo fundamental nao possui subgrupo de

indice 2, entao m*.% tem uma folha homeomorfa a L que recobre L.
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Prova. Para o item (i) o leitor pode consultar as p. 17 ¢ 162 do livro de G.
Hector e U. Hirsch [16]. Agora para (ii) suponha que 71 (L) nao tem subgrupo
de indice 2. Entao o recobrimento das orientagoes transversais L* sobre L tem
duas componentes conexas. Portanto, cada uma das componentes conexas de
L* é uma folha de 7*.% difeomorfa a L. [ |

O saturado de um subconjunto A de M por %, denotado por .#(A), é a
uniao das folhas de . que passam pelos pontos de A. Dizemos que A C M é
saturado por F se o saturado de A por .# é o préprio conjunto A. Assim, o
saturado de um conjunto aberto ainda é aberto.

Por conjunto minimal de uma folheagao (M, %) entendemos como sendo
um conjunto fechado nao vazio u C M saturado por .# satisfazendo a seguinte
propriedade: se X C u é fechado nao vazio de M e saturado por .%, entao
X = p. Por exemplo, toda folha fechada de uma folheagao é um conjunto
minimal. Um fato bem conhecido é que toda variedade folheada compacta

possui um conjunto minimal [5].

Lema 2.1.3 Uma folheag¢ao de uma wvariedade compacta nao pode possuir

todas as suas folhas proprias e nao compactas.

Prova. Suponhamos que (M, .Z) é uma folheagdo com M compacta onde todas
as folhas de .% sao proprias e nao compactas. Como M é compacta, .# possui
um conjunto minimal. Seja g um conjunto minimal de .% e seja F' uma folha
de .# contida em p. Entao F' é densa em p, mas dado um ponto p € F existe
uma vizinhanca V de p em M que intercepta uma tnica placa da folha F',
isto ocorre pois F' é propria. Assim F' é aberta em pu, u — F é um conjunto
fechado saturado por .% e portanto u — F = @&. Entao podemos concluir que
F é fechado, logo F' é compacto, mas isto é uma contradicao. [ |
Quando .# é uma folheacao pelo menos de classe C! podemos definir o
fibrado tangente de .%. O fibrado tangente da folheagao (M, .#) é o subfibrado
de TM de (n — g)-planos, denotado por T.%, cuja fibra sobre z € M é o
subespaco T,.% C T,M tangente em = € M a folha de .% que passa por .

2.1.2
Grupos de holonomia

Um ingrediente importante no estudo do comportamento assintético das
folhas vizinhas a outras folhas é o conceito de holonomia. Tal conceito é a
generalizacao natural de aplicagao de primeiro retorno de um fluxo a uma secao
transversal. Sendo assim, nada é mais natural do que estudarmos o conceito
de holonomia antes de atacarmos o problema de nao realizacao de variedades

em folhas.
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Seja .# uma folheagdo de codimensao ¢ de uma variedade M e seja L
uma folha de .#. Recordemos as defini¢des de grupo de holonomia e grupos
de holonomia infinitesimal de L. Fixemos z¢ € L. Seja ¢ : [0,1] — L um lago
baseado em xzy. Agora, escolhemos uma cobertura de ¢ por um nimero finito
de vizinhancas coordenadas Uy, Uy, ...,U,_1,U,, com xo € Uy, U, NU; 11 # &
para ¢ = 0,1,...,n — 1 tal que para cada ¢« = 0,1,...,n, f; : Uy — N¢
¢ uma submersao definindo Z|y,, fo = fa, fo(zo) = yo € N. Para cada
i=0,1,...,n — 1, considere a aplicacao de transi¢ao g;+1; : fi(U; N Ui11) —
fisx1(UiNUiz1) tal que fiy1 = git1,0 fi sobre U;NUiyq. Ent@o gnp—10...0010
¢ um difeomorfismo local definido em uma vizinhanga de yy em N fixando g,
chamado de aplicacao de holonomia. Seja h, o germe do difeomorfismo acima
em 7. Assim, h, depende apenas da classe de homotopia de o [5]. Deste modo
obtemos um homomorfismo h : m (L, x9) — G4(yo) que estd bem definido,
onde Gy(yo) denota o grupo de germes de difeomorfismos locais de N9 que

fixam yg. O grupo de holonomia de L baseado em z( é definido por
h(L,zo) := imagem de h C G,(vo).

Uma mudanga de ponto base produz um subgrupo conjugado [5]. Agora, para
o caso em que .# é diferencidvel, consideremos G’Z(yo) como sendo o grupo de
r-jatos em yo € N e consideremos 7" : Gg(yo) — Gy (¥o) a projecao natural.
Pondo h" = 7" o h; definimos o grupo de holonomia infinitesimal de ordem r

de L em xo por h"(L, xo) := imagem de h" C Gy (yo).

Teorema de Estabilidade de Reeb 2.1.4 Seja % uma folheacio C? de
codimensao q > 1 de uma variedade M. Suponhamos que L é uma folha de
F com holonomia trivial. Entdo dado um compacto C' C L de L, existe um
mergulho j : C' x [—1,1]9 — M tal que j(C x {0}) = C e cada j(C x {x}) estd

contido em alguma folha de F .

Esbog¢o da prova. Consideremos M’ = Lx[—1, 1]¢ munida da folheacao produto
F' cujas folhas sao da forma L x {*}. Note que a folha L' = L x {0} tem
holonomia trivial. Temos que a projecao pr : C'x[—1,1]? — C' é uma vizinhanga
tubular de C' x {0} em M’ com fibras {x} x [—1,1]%. Denotemos C x [—1,1]¢
por C’. Agora, fixemos uma vizinhanga tubular N(C) de C' em M e fixemos
também um difeomorfismo ¢ : ¥’ — ¥ da fibra de C’ que passa por z, sobre a
fibra de N(C) que passa por x com ¢(zg) = xo. Como a holonomia de L e de

L’ sao triviais temos

gohgo g_l($) = id(z) = hg00($)7


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0710709/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0710709/CA

Nao folhas de certas folheagcbes 20

para todo [o] € m (L, x) e para todo x € 3 suficientemente préximo de .
Logo, pelo Teorema 2 de [5] p. 67, existem vizinhangas V' O (C'x{0}),V D Ce
um difeomorfismo j : V- — V' tal que j(C'x{0}) = C e j leva cada C'x {*} sobre
uma folha de .7 |y. [ |

O Teorema de Estabilidade de Reeb mencionado acima é valido para o

caso C° quando a folheagao .# tem codimensao um [17].

2.1.3
Folheacoes de Codimensao um

Seja (M,.#) uma variedade folheada por uma folheacao de codimensao
um e classe C", 0 < r < oo. Uma folheacao .4 de M é dita transversal a .# se
cada folha de .4 é transversal a .% e a dimensao de .4 é igual a codimensao
de .#. Neste caso a dimensao de .4 é igual a um. Quando r > 1 é facil ver
que sempre existe uma folheacao transversal a .% . Isto porque o campo planos
¢ transversal a T.% é com efeito um campo de linhas, e como tal é involutivo.
Entao pelo Teorema de Frobenius, existe uma folheacao cujo fibrado tangente
é £. Para o caso CY este fato também é verdade, porém menos evidente [33].

Suponhamos por simplicidade que .# é uma folheacao de codimensao um
transversalmente orientavel e fixemos uma folheagao .4~ transversal a .%. Seja
U um subconjunto aberto de M e saturado por .. Quando .% e A4 sao de
classe C? podemos construir sobre M uma métrica riemanniana de modo que
F e N sao ortogonais. A inclusdo i : U — M induz uma métrica nao completa
sobre U. No caso C? o completamento de U como variedade riemanniana,
denotado por U , ¢ uma variedade com bordo. No entanto, mesmo sem a
hipétese de .# e A4 serem C?, podemos definir uma nocao de completamento
U de U. No caso geral, o completamento de U é intuitivamente acrescentar ao
conjunto U as folhas de . que estao na “periferia” de U. Um procedimento
preciso para construir U ¢ dado nas p. 87-88 de [17].

O completamento de U é uma variedade com bordo conexa U contendo
U imersa em M por uma imersao que também denotaremos por 7 : U— M

satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) Int U ~ U;
(2) i é uma extensao da inclusio i : U — M tal que i(OU) é saturado por .Z;
(3) i é transversal as folheacoes .% e .

Sendo i : U — M uma aplicacao transversal as folheacoes .Z e
A, podemos considerar o pull-back destas folheacbes pela imersao i. E
denotaremos por F#* e 4 * as folheagoes de U obtidas pelo pull-back de .Z e

A, respectivamente. Note que a folheagao .#* é tangente ao bordo de Ue que
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as folheagoes .7 * e 4 * sdo transversais.

Teorema de Estrutura dos Abertos Saturados 2.1.5 ([10], [17])
Suponhamos que M € compacta. Entao existe uma subvariedade compacta
com bordo e com quinas K de U tal que 0K = 8" U 9" com

(1) 0" c dU;
(2) O € saturado por N*;
(3) U—Int K é uma unigo finita de subvariedades nio compactas B; com

bordo e com quinas homeomorfas a S; x [—1,1] por um homeomorfismo
¢i+ S; x [—1,1] — B; que leva S; x {*} em folhas de N"*.

b,

S,
b,

Figura 2.1: A estrutura do completamento de U

A variedade K dada pelo Teorema de Estrutura dos Abertos Saturados
é chamada de nicleo de U. E as subvariedades B; sao chamadas de ramos
de U. A folheacao .#* restrita a um ramo B; é dada pela suspensao de um
homomorfismo do grupo fundamental de S; para o grupo de homeomorfismos

de [—1, 1] que preservam orientagao.

Lema de Trivializagao de Hector 2.1.6 ([15]) Seja .# uma folheacio C°
de codimensao um de uma variedade compacta M e seja A uma folheagao
transversal a % . Suponhamos que J € o traco de um arco contido em uma folha
de A . Se quaisquer dois pontos distintos de J pertencem a folhas distintas de
F, entao L x J € homeomorfo ao saturado de J por % por um homeomorfismo
que leva L x {x} em uma folha de F e {x} x 7 em uma folha de A", onde L

¢ uma folha de F .
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2.2
Fins de variedades

Seja W uma variedade aberta (ndo compacta). Seja E(W) o conjunto
das sequéncias (U, ),en de subconjuntos abertos e conexos de W satisfazendo

as seguintes propriedades:

(i) U,, — U, é subvariedade compacta conexo de codimensao um de W;

(ii) Upy1 C U
(i) N Uy = 2.

neN
Vamos definir uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto £ (W) da seguinte

maneira: duas sequéncias (U,) e (V},) sdo equivalentes se para cada n existe um
no € N tal que U, D V,,, e V,, D U,,. A cada uma das classes de equivaléncia
desta relagao damos o nome de fim de W. O conjunto de todas as classes
de equivaléncia da relacao acima chamamos de conjunto dos fins de W e
denotamos por &(W). Dizemos que a sequéncia (U,) define um fim € se (U,)
representa €. Uma vizinhan¢a U de um fim € é um aberto U que contém todos
menos um numero finito de elementos da sequéncia que define o fim €. Dizemos
que um fim € de W é periddico se existem um subconjunto aberto U de W e
um mergulho f : U — U tal que a sequéncia (f"(U)),en define €. Neste caso
dizemos que [U, f] define o fim e.

Uma subvariedade com bordo compacta conexa S C W de mesma

dimensao que W é chamada de bloco de W'.

Definigao 2.2.1 Sejam W uma variedade aberta conexa e B um bloco de W.
Dizemos que B recorre finitamente sobre W se a existéncia de uma familia
{Ba}aca de subvariedades de W disjuntas e homeomorfas a B implica A ser

finito. Neste caso dizemos que W tem recorréncia finita.

Proposicao 2.2.2 Seja W wuma wvariedade aberta que possui um fim €
periodico. Entao existe uma vizinhanca U de € tal que menhum bloco de U

recorre finitamente sobre U.

Prova. Suponhamos que o fim € é definido por [U, f]. Seja B um bloco
contido em uma vizinhanca U de €. Para cada n > 1, consideremos o aberto
A, = fM(U)\ fr+2(U). A familia de abertos C = {A, }nen é uma cobertura
aberta de B. Pela compacidade de B apenas um nimero finito de membros
da cobertura C é suficiente para cobrir B. Logo, existe & € N tal que
BN f*(U) = @. Por conseguinte, {f*"(B)}nen ¢ uma familia constituida por
subvariedades contidas em U duas a duas disjuntas e todas homeomorfas a B.

Portanto, B nao recorre finitamente sobre U. [ |
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