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4
Modelagem em Duas Escalas

Neste capitulo desenvolvemos a modelagem matematica dos fendmenos
eletroquimicos governantes do inchamento da resina saturada por una solugao
salina utilizando a técnica de homogeneizacao de estruturas periddicas. Dife-
rentemente da modelagem macroscépica, onde assumimos o meio homogenei-
zado e parametros efetivos! descritos experimentalmente, na modelagem mul-
tiescala postulamos o modelo matematico na escala do poro (microscépica) e
fazendo uso de uma expansao assintética das variaveis de interesse deduzimos
o sistema de equacoes diferenciais na escala macroscopica. No texto associa-
mos a escala macroscopica a escala do tamanho das particulas de resina O
(107*m) de dominio homogeneizado onde as fases sélido e fluido coexistem e
cujas propriedades médias incorporam os fendmenos na microescala. A escala
microscdpica refere-se a escala de poro O (107°m) onde ocorrem fenémenos
de natureza eletro-quimica entre as fases sélido-fluido. Inicialmente, introdu-
zimos os conceitos bdsicos pertinentes a teoria da Dupla Camada Elétrica,
tipicamente empregada na modelagem da distribuicao dos ions na vizinhanga
da superficie carregada em trocadores de iOnicos naturais. Apresentamos a
equacao de Poisson-Boltzmann que governa o potencial elétrico desenvolvido
na camada difusa. Além disso, considerando o equilibrio termodinamico pos-
tulamos as equacoes microscopicas para a fase fluida e para a deformagao da
fase solida acopladas através de condigoes de contorno postuladas na interface
solido-fluido. Assumindo a hipdtese de periodicidade do dominio e separacao
de escalas na varidvel espacial, fazemos uso da técnica de homogeneizacao e
deduzimos o modelo macroscépico com os respectivos problemas microscopicos
associados aos parametros efetivos. Finalmente, partindo das equacoes homo-
geneizadas, reescrevemos o modelo para o caso unidimensional assumindo a

microestrutura da célula periddica em forma de placas planas paralelas.

!Propriedades constitutivas de um material heterogéneo em uma escala maior do que o
tamanho dos elementos microestruturais. Depende fortemente das propriedades locais do
material e da distribuigao espacial das fases.
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4.1
Dupla Camada Elétrica

Quando uma particula carregada ¢ imersa em uma solucao eletrolitica?,
o excesso de carga elétrica superficial da particula repele os fons do mesmo si-
nal (co-fons) e atrai os {ons de sinal oposto (contra-ions). Atingido o equilibrio
termodinamico, o principio de eletroneutralidade na interface sélido-liquido é
preservado, e o excesso de carga superficial é contrabalancado por uma dis-
tribuicao espacial dos contra-ions na vizinhanca da superficie carregada. Esta
distribuicao ¢ idealizada em forma de duas camadas comumente denominada
de Dupla Camada Elétrica (ver Figura 4.1) [82].

Diversas teorias tém sido propostas para descrever quantitativamente a
distribuicao dos fons adjacentes a superficies eletricamente carregadas. Otto
Stern em 1923 propos uma teoria na qual a Camada Dupla Elétrica é composta
por duas regides. A primeira regiao mais préxima a superficie, cuja espessura
é da ordem do raio ionico, é denominada camada compacta ou Camada de
Stern, onde os ions sao adsorvidos na superficie do sélido. Na segunda regiao
denominada Camada Difusa, os ions se movimentam em torno da superficie

do sélido na forma solvatada [80].

O potencial elétrico na superficie sélida (V) nao pode ser calculado por
medidas diretas, mas pode ser determinado através do modelo da dupla ca-
mada elétrica considerando valores experimentais de densidade de carga super-
ficial na interface entre as camadas de Stern e difusa. O potencial eletrostatico
nessa interface é denominado potencial zeta ({) ou potencial eletrocinético.
Experimentos mostram que o potencial zeta determinado através de medidas
de mobilidade eletroforética® é sensivelmente diferente do potencial superficial
calculado pela teoria da camada dupla em solugoes concentradas [82]. Neste
trabalho consideramos a hipétese de solucao diluida*, neste contexto a espes-
sura da camada de Stern torna-se desprezivel em relacao a camada difusa e por

tanto a teoria de Stern é reduzida a cldssica teoria de Gouy-Chapman [124].

2Solucdo que contém fons livres derivados da dissociacdo ou ionizacio de uma substancia
(eletrdlito) capaz de conduzir corrente elétrica.

3Relacdo entre a velocidade de migracao de particulas eletricamente carregadas em uma
suspensao e a magnitude do campo elétrico aplicado.

4Solucao insaturada na qual a quantidades de solutos dissolvidos sdo muito pequenas em
relagao a quantidade de solvente.
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Figura 4.1: Representagdo da dupla camada elétrica segundo Stern. (a) Dis-
tribuicao ionica na solucao e na superficie em forma de camadas, sendo esta
ultima representada com grupos carregados carboxila. (b) Comportamento do
potencial elétrico, ¥ e (c¢) distribui¢ao de carga com a distancia desde a su-
perficie.
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4.1.1
Teoria de Gouy-Chapman

A teoria de Gouy-Chapman ¢é amplamente utilizada na modelagem das
interacgoes eletroquimicas de trocadores ionicos naturais e macromoléculas
carregadas eletricamente na presenca de uma solucao eletrolitica [125-130]. A
teoria retrata a dupla camada como uma nuvem de ions que se movimenta
em torno da particula sélida e objetiva quantificar a distribuicao local do
potencial elétrico e da densidade de carga elétrica na camada dupla formada na
vizinhanga de particulas carregadas [124]. Este modelo considera a espessura
da camada de Stern desprezivel assumindo as espécies ionicas como cargas
pontuais que interagem por meio de forcas eletrostaticas. Desta maneira o
potencial elétrico na superficie da particula é aproximado diretamente pelo
potencial zeta com a camada dupla unicamente composta pela camada difusa.
A teoria de Gouy-Chapman da dupla camada difusa descreve de forma precisa
a distribuicao do potencial elétrico em solugoes com eletrélitos monovalentes
em concentragoes diluidas de até 0,1 mol/l [124, 131]. A seguir aplicamos a
teoria de Gouy-Chapman para a formulagao geral das equagoes governantes
dos fenomenos eletroquimicos no nosso modelo na escala microscopica.

Para quantificar a distribuicao local do potencial elétrico e da densidade
de carga elétrica na vizinhanca da particula sélida consideramos a hipotese
das solugoes diluidas. Desta forma, para cada espécie idnica 7, o potencial

eletroquimico p; é dado por [132, 133]:

i = ; (p, T) + 2 FV + RT 1n (C;) (i=1...n) (4-1)

onde fi; é o potencial quimico de referéncia do fon (Joule/mol) depen-
dente da pressao p (Pa) e da temperatura absoluta 7' (K), z; a valéncia do
fon, F'=96485C/mol a constante de Faraday, ¥ o potencial elétrico (Volts),
R=8,314J /molK a constante universal dos gases ideais e C; a concentragao
volumétrica do fon na camada dupla em mol/m?. Desprezando os efeitos da
variacao de pressao sobre o potencial quimico de referéncia e em condigoes
de temperatura constante, o potencial quimico de referéncia p; ¢ assumido
constante.

Para a obtencao das concentragoes dos ions nos microporos a partir
da concentracao da solucao externa, consideramos a hipétese de equilibrio
termodinamico entre a solucao eletrolitica na camada dupla e a solucao bulk de
maneira que o potencial elétrico em tal solugao é zero (¥, = 0). A igualdade
entre os potenciais eletroquimicos dos cations e anions em ambas solucoes

fornece:
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i = [y, (4_2)
ZlF\If + RT'In (CZ) = RTIn (Cz‘b) (4—3)

onde C; e Cj, sao as concentragoes volumétricas do fon ¢ na camada dupla e na
solucao bulk respectivamente. A igualdade entre os potenciais eletroquimicos
de ambas solucoes permite expressar a concentracao de cada ion na camada
dupla em fung¢ao da concentragao do mesmo ion na solucao bulk e do potencial
elétrico ¥ que, como observado na Figura 4.1, varia espacialmente com a
distancia da superficie da resina. Partindo de (4-3) a relagdo resultante,
denominada distribuicio de Boltzmann, é dada por [74, 124, 134, 135]:

— 2. FU
C; = Cj, exp ( ZT ) (4-4)

Além disso na solucao bulk, a condicao de eletroneutralidade deve ser
preservada, de maneira que, no fluido externo a camada dupla, a diferenca
entre as concentragoes totais de cations e anions é nula [136]:

n

Z ZiCib =0 (4—5)
i=1
Conforme a cléssica teoria da eletrostatica, a relagao entre o campo
elétrico E (Volts/m) e o potencial elétrico ¥, é descrita pela equacao de Gauss-
Poisson [137]:

eeV-E =q

E=_VU (4-6)

onde € representa a permissividade relativa® do meio (no caso da dgua: ¢ =
78,5 a 25°C), e €y = 8,854 x 107 1?F /m a permissividade do vdcuo. A densidade
de carga volumétrica ¢ (C/m3) na camada difusa resulta da contribuigao de

carga de todos os fons (i=1 ... n) [80]:

¢=TF> zC (4-7)
=1

Substituindo a distribuigdo de Boltzmann, equagao (4-4), na igualdade (4-7),

obtemos:

- — 2 FU
rglem(E)] o

5A permissividade elétrica é uma constante fisica que descreve a habilidade de um
material para orientar e alinhar as cargas em suas moléculas (polarizar-se) em resposta
a um campo elétrico aplicado.
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Finalmente, combinando as equagoes (4-6) e (4-8) deduzimos a equagao

de Poisson-Boltzmann:

F —2 U
AV = —— {ziC’ib exp ( =T )} (4-9)

€€p

=1

A equacao diferencial (4-9) permite calcular o potencial elétrico ¥ em
qualquer ponto da solucao eletrolitica, em funcao da distancia da superficie da
particula sélida e das concentracoes dos ions na solucao bulk.

Em solugoes eletroliticas onde a energia elétrica é pequena comparada
com a energia térmica dos fons (|z; F'¥| < RT), o termo exponencial da equagao
(4-9) pode ser linearizado obtendo-se a aprozimacao de Debye-Hiickel:

2\ 2
AV = (—F E;}é “7) U= K0 (4-10)
onde,

PRy 220\

1

O termo k, em unidades de (comprimento)™', é denominado parametro de

Debye-Hiickel. A inversa Lp = k™%, é o comprimento de Debye que representa

a espessura da camada dupla definido por [131]:

1 &0 RT 1/2
Lp=-=—uo™ 4-12
P (FZZLZ? ) (+12)

Substituindo os valores das constantes F, €, €y, R e T, o comprimento de

Debye pode ser reescrito na forma:

Lp20,3042/\/1, : (nm) (4-13)

sendo [, a forca ionica® da solugao bulk dada por [74]:

e
I, =5 ; 220y, (4-14)

6Medida do total de fons dissolvidos em uma solucao.
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Analisando as equagoes (4-13) e (4-14) observamos que a espessura da
camada dupla Lp diminui com o aumento da forga ionica da solucao bulk [82],
através do aumento das concentragoes ionicas ou pela presenca de fons de
grandes valéncias na solucgao [134].

No caso da resina, cuja superficie possui grupos ionizaveis, o potencial
elétrico nas superficies adjacentes que delimitam o espago poroso da estrutura
polimérica, dara origem a dupla camada elétrica. Considerando a espessura da
camada dupla Lp da mesma ordem de grandeza do tamanho caracteristico dos
poros, a interpenetracao das camadas duplas adjacentes, da origem a repulsao
entre as superficies carregadas e conseqiientemente ao inchamento do polimero.
Na seqiiéncia do texto desenvolvemos a modelagem multiescala do inchamento
da resina de troca cationica, onde este fenomeno é fortemente dependente da

eletroquimica na interface solido-fluido.

4.2
Modelo microscépico

Seja 2 = Q, C R? um dominio microscdpico constituido por uma fase
solida e fluida separados por uma interface em comum I' tal como ilustrado na

figura 4.2.
Q

Matriz polimérica

Q

Particuilas de resina

=1
Interface

T

Fluido

Figura 4.2: Representacao dos dominios microscopicos do modelo.

Denotamos €2, o dominio ocupado pela fase sélida constituido pela su-
perficie de uma resina de troca cationica na forma protonada cuja carga super-
ficial encontra-se uniformemente distribuida. Por sua vez, o dominio do fluido
{2y corresponde ao espaco poroso do polimero preenchido por uma solugao
aquosa de NaCl, cuja completa dissociacao em conjunto com a hidrélise da
dgua d4 origem aos fons monovalentes i = {Na™, H*,Cl~,OH~}. Conside-
rando a condicao de equilibrio termodinamico entre a solucao da camada du-

pla e a solucdo bulk e invocando a equagao (4-4), reescrevemos a concentragao
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para cada espécie ionica ¢ mediante a distribuicao de Boltzmann:

Ca = Ca, €XD (}—T) (4-15)
Cr = Cyy, exp (_R—];Ij> (4-16)
Cor = Cey, €xp (%) (4-17)
Con = Com, exp (%) (4-18)

Por outro lado a preservacao da condigao de eletroneutralidade na solugao
bulk, equacdo (4-5), implica a igualdade entre as concentragoes totais dos
cations e anions na solucao externa a camada dupla. Invocando a equacgao

(3-7) para a concentracao da solucao bulk Cj temos:

Ca, + C, = Cey, + Com, = Gy (4-19)

Por sua vez, substituindo as concentragoes ionicas (4-15)-(4-19) nas
equagoes (2-23) e (4-8) reescrevemos a densidade de carga superficial o e
a densidade de carga volumétrica ¢ em funcao das concentracoes idnicas

mensuraveis na escala de laboratério (bulk):

o= _Fi:gc Ky o (4-20)
K1 + (CHb + K1K2CNab) exXp (ﬁ)
. FU
q = —2FCysinh (ﬁ) (4-21)

Na seqiiéncia, empregando as expressoes (4-15)-(4-21), estabelecemos as
equacgoes microscopicas que governam a modelagem do potencial elétrico bem
como as equagoes associadas ao equilibrio da fase fluida e a deformagao e
balanco de massa da fase solida. Finalmente deduzimos as equacgoes na escala

macroscopica fazendo uso da técnica de homogeneizagao assintotica.

4.2.1
Eletrostatica

Seja ¥ e E o potencial e o campo elétrico total na solugao eletrolitica
da camada dupla. Inserindo as igualdades (4-15)-(4-19) na equagao (4-9),

descrevemos o campo elétrico gerado pelas espécies ionicas na camada dupla
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governado pelo problema de Poisson-Boltzmann:

2FC, . Fv
V.-E=- = sinh (ﬁ) (4-22)
E=-VV em )y (4-23)

4.2.2
Problema de Equilibrio no Fluido:

O campo elétrico produzido na camada dupla exerce uma forga na
nuvem iodnica carregada que é transferida as moléculas do fluido através de
interacoes viscosas. Este fenomeno é modelado no balango de momento linear
no fluido como uma forca de corpo adicional coulombiana da forma gFE que
governa localmente a interagao viscosa entre os fons e o fluido [131, 138-141].
Assumindo fluido Newtoniano, incompressivel, com viscosidade constante, e
desprezando os efeitos gravitacionais, as equacoes no fluido em equilibrio

termodinamico sao governadas pela equacao:

~Vp+qE=-Vp—qVU=0 em (4-24)

onde p é a pressao termodinamica local no fluido. O problema anterior pode

ser reescrito na forma:
v
Vp+4¢VV¥ =V (p +/ q (W) d\If) (4-25)
0

Substituindo a densidade de carga volumétrica (4-21) na igualdade (4-25)
observamos que o termo associado as forgas de corpo ¢FE corresponde a
pressao osmotica decorrente da diferencia de concentragoes entre a solugao
eletrolitica e a solucao bulk. Em solucoes diluidas contendo n espécies idnicas,
a pressao osmotica é classicamente definida em termos da relagao de Van't
Hoff m = RT ! (C; — C;,) [142, 143]. Inserindo as equagoes (4-15)-(4-19)
na expressao para 7, a pressao osmotica é dada por:

v
m = 2RTC, |:COSh (ﬁ) — 1} (4-26)

Desta maneira a pressao na solucao eletrolitica incorpora as contribuigoes da
pressao osmética 7 e da pressao na solugao bulk p, tal que: p = p, + 7.

Por outro lado, o balango de momento linear (4-24) pode ser reescrito em

termos do tensor das tensoes de Cauchy o através da equacao de equilibrio, a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412778/CC


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0412778/CC

Capitulo 4. Modelagem em Duas Escalas 81

qual com as condigoes anteriormente mencionadas para o fluido é descrita por:

V.o;=0 (4-27)
or=—((p+m)I+7Tm em (4-28)

onde I ¢ o tensor identidade, e Tps o tensor de Maxwell definido por [137]:

v =5 (2E® E - EI) (4-29)

onde o simbolo ® denota o produto tensorial entre vetores. Aplicando o
operador divergente na expressao para o tensor de Maxwell, e através das

equagoes (4-6) constatamos que V - mpy = ¢E.

4.2.3
Deformacao do sélido

Para a modelagem da deformacao do sélido em condic¢oes de equilibrio,
consideramos as particulas de resina isotrépicas e linearmente eldsticas, desta
maneira a deformagao da resina é modelada pelo problema classico de elasti-

cidade linear dado pela Le: de Hooke tal que:

V.o;,=0 em € (4-30)
Os = csg (’U,) (4—31)

onde o, e u denotam o tensor das tensoes e o campo de deslocamento do sélido
respectivamente. Denotando 6 o simbolo delta de Kronecker, o tensor elstico
de quarta ordem da fase sdlida ¢, admite a representacao ¢/ = )\, 595 +
fts (667" 4+ 6"67%) com constantes de Lame A\, = E,/(1+v)(1—2v) e
ps = Es (1 +v) /2, sendo Eg e v 0 médulo de Young e o coeficiente de Poisson
do sélido. Por outro lado, considerando a hipdtese de pequenas deformacoes,
o tensor deformacdo da fase sélida é dado por € (u) = 1/2 (Vu + VuT).

4.2.4
Balanco de Massa no soélido

A deformacao do sélido incorpora os efeitos das mudangas de volume na
matriz polimérica que sao modelados através do balango de massa no sélido

mediante a expressao:

+ V- (psvs) =0 em () (4-32)
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onde t denota o tempo, v, € a velocidade do sélido e p, é a densidade da resina.

Expressando v, em funcao do campo de deslocamento do sélido temos:

dps ou)
5 TV <ps§> —0 (4-33)

Considerando o meio isotrépico, definimos a compressibilidade volumétrica do
solido  como a derivada da densidade do sélido em relacao ao trago do tensor

das tensoes na fase solida tro, dada por:

__ 9ps
B = Dtrod (4-34)

De maneira que, sobre a hipdtese de pequenas deformacoes temos:

tros=KE(u) =KV -u (4-35)

onde K = 3\; + 2us é o médulo de bulk da fase sélida. Inserindo (4-35) em
(4-34) obtemos a equagao para a variacao da densidade do sélido na forma:

0ps

b= KoV w

(4-36)

Finalmente, integrando a expressao acima desde um estado inicial p,, onde

up=0 obtemos a expressao para a densidade da resina na forma:
ps - ,030 + /BKV U (4‘37)

4.2.5
Condicoes de contorno

Para que o sistema de equacoes microscopicas seja bem posto, as equagoes
(4-22)-(4-23), (4-27)-(4-28) e (4-30)-(4-31) sao suplementadas com as devidas
condicoes de contorno. Denotando n a componente normal na interface sélido-
fluido I'; postulamos a relacao entre a densidade de carga superficial e o campo
elétrico bem como o balanco de forcas entre as componentes normais do tensor

das tensoes no fluido oy e no sélido o, através das seguintes condicoes de

interface:
VU .n=-— (4-38)
€€
[—(pp+7m) I +7Tpmn=c€(u)n (4-39)

Por outro lado, a condigao de compatibilidade entre a condi¢ao de contorno

de Neumann na interface (4-38) e o termo de fonte no problema de Poisson-
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Boltzmann (4-22) conduzem a condigao de eletroneutralidade global:
/ qdQ; = & V-Edezéb/E-ndF:—/adF (4-40)
Q; Q; r r

No balango de forcas na interface sélido-fluido, denominamos o tensor
resultante associado ao inchamento do sélido tensor de disjuncao Il;, que
incorpora os efeitos eletro-osmoticos quantificados pela pressao osmoética de

Donnan e o tensor de Maxwell na forma [144, 145]:

M, =l — T (4-41)
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4.2.6
Resumo da modelagem microscépica

As equagoes descritas anteriormente permitem a modelagem
microscopica do problema, o qual consiste em dadas as cons-
tantes {F,€ €, R, T, A, lis, psy }, calcular as varidveis microscépicas

{U, 7, Tam, u, ps, 0, 05} satisfazendo o seguinte sistemas de equagdes:

2FC, G
AV = inh | —
G (£9)

€€p

V.o;=0
Vp+q¢VV¥ =0
V-o,=0
dps

ou

or=—(m+m)I+7m

F\Il
. 4-42
T =2RTCy [CObh < ) 1] ( )

TM:?(QE@)E—EQI)

Hd:ﬂ'I—TM

E=-VVU

Fyv
= —2FCysinh | —
q Cy sin (RT)

o;=cs€(u)

Ps = Psg +5KV’U,
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sujeito as condigoes de interface:

VU.n=

€€p
(4-43)

[—(pp+7m)I+7Tpmn=c&(u)n

onde a concentracao do bulk e a densidade de carga superficial sao dadas

respectivamente por:

Cy = CNag, + Ch, (4-44)
o= _F ZTO K e (4-45)
S —
Kl + (CHb + KlKQCNab) exXp (ﬁ)

Lembrando que CT'C e As correspondem respectivamente a capacidade
de troca cationica e drea superficial especifica da resina, {Cp,, Cng, } as concen-
tragoes dos prétons e dos fons sédio na solucao bulk e { Ky, K3} as constantes
de equilibrio das reacoes de desprotonacgao e sorcao ionica que acontecem na
superficie da resina. A excecao de As cuja estimativa é detalhada no capitulo
de Simulagoes Numéricas, os valores das varidveis acima mencionadas foram
determinados para cada pH e concentracao salina a partir das curvas de ti-
tulacao potenciométrica e do uso do programa HYPERQUAD, procedimentos

descritos em detalhe no capitulo de Resultados Experimentais.

4.3
Homogeneizacao

Os resultados experimentais descritos no capitulo 3 demostram que os
fenomenos eletroquimicos e mecanicos na macroescala sao fortemente depen-
dentes das informacoes provenientes da escala microscopica, o qual evidencia
a natureza multiescala do problema. Neste contexto, a técnica de modelagem
matematica utilizando mudanca de escalas surge como uma alternativa con-
veniente para a descricao quantitativa destes fenomenos na resina de troca
cationica. Nesta secao apresentamos a teoria da homogeneizacao, bem como
a aplicacao desta técnica no modelo descrito na escala microscépica para a

deducao das equagoes macroscopicas do inchamento da resina.
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4.3.1
Teoria de Homogeneizacao

As técnicas que permitem a obtencao de modelos matematicos na escala
macroscépica a partir de equagoes postuladas na escala local ou microscopica
de um meio poroso heterogéneo sao comumente denominadas Técnicas de Mu-
danc¢a de Fscala. Nas ultimas décadas surgiram diversas técnicas matematicas
objetivando estabelecer uma ponte entre a dinamica dos problemas postulados
nas pequenas escalas e os modelos macroscépicos. Entre as diferentes meto-
dologias, destacamos a técnica de homogeneizacao de estruturas periddicas,
homogeneizagao estocastica, método auto coerente (self consistent method) e
o método da média volumétrica [146].

Neste trabalho empregaremos o método de homogeneizacao de estruturas
periddicas, o qual se fundamenta na obtencao de equacoes efetivas para um
meio homogéneo considerando que a origem e explicacao dos fenomenos ma-
croscopicos sao provenientes das interagoes que ocorrem nas escalas inferiores
do problema.

A eficiencia da técnica depende da natureza das heterogeneidades lo-
cais da microestrutura porosa, fornecendo resultados acurados quando o meio
poroso apresenta uma boa separacao de escalas. Tal hipdtese é verificada,
quando a dimensao caracteristica das heterogeneidades em um volume repre-
sentativo do material é suficientemente pequena comparada com a dimensao
caracteristica do volume elementar [146].

Observando que a descricao macroscopica do meio exibe regularidade, ao
contrario das escalas microscopicas inferiores, a técnica introduz um parametro
de separacao de escalas ¢, que quantifica a razao entre os comprimentos ca-
racteristicos entre as escalas micro e macro (ver Figura 4.3). Do ponto de
vista matematico, o método consiste inicialmente em descrever o sistema de
equagoes que governam os fenomenos de interesse na escala microscépica. Em
seguida, fazendo uso da hipotese de separacao de escalas e microestrutura
periddica, postular uma expansao em série de poténcia das incognitas do pro-
blema em torno do parametro de perturbacao . Finalmente através da analise
assintotica, tomando o limite quando a escala vinculada as heterogeneidades
tende a zero (¢ — 0), deduzir as equagoes equivalentes na escala macroscopica
com os respectivos parametros efetivos dados pela solugao de equagoes dife-
renciais locais postuladas na célula periédica de referéncia [146-148].

Tal como mencionado anteriormente, o inchamento macroscépico da
resina esta fortemente associado aos fenomenos fisico-quimicos que ocorrem
na escala microscépica do problema [17, 18, 87, 88, 149]. Para a utilizagao

da técnica de homogeneizacao de estruturas periédicas na modelagem do
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Figura 4.3: Sequéncia dos dominios estruturais de um meio poroso espacial-
mente periédico tendendo ao limite homogeneizado (¢ —0).

inchamento da resina, consideramos as seguintes hipéteses:

1. O dominio macroscépico do material pode ser representado através de
uma microestrutura periddica, tal que possa ser construido a partir da
repeti¢ao de um elemento representativo de volume, também denominado

de célula elementar.

2. E postulada a existéncia de um parametro de separacao de escalas e,
que mede a razao entre os comprimentos caracteristicos dos dominios

microscopico [ e macroscopico L do material ou seja:

[

—=c << 1 4-46
: (4-46)
Verificadas as hipéteses anteriores, introduzimos uma perturbacao no

modelo microscopico através do parametro ¢ seguindo a seguinte metodologia
[146]:

1. Adimensionalizamos as equacoOes constitutivas na escala microscépica,
através da escolha de parametros de referéncia. Desta forma, as equagoes

sao redefinidas em funcao de nimeros adimensionais.

2. Normalizamos a descri¢ao local do problema mediante a estimativa dos
nimeros adimensionais em potencias de ¢, considerando o contexto fisico

do problema.

3. Postulamos expansoes assintoticas para as variaveis locais na descrigao do
problema normalizado, e agrupamos os termos nas respectivas poténcias

de ¢ (modelo perturbado).

4. Finalmente tomamos o limite ¢ —0, incorporamos as heterogeneidades
da microescala e obtemos as equacoes efetivas no dominio homogenei-
zado com os respectivos problemas de fechamento postulados na célula

elementar.
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A hipétese de separacao de escalas | << L entre os dominios micro-macro
conduz a parametrizagao do problema através de dois sistemas de coordenadas
x e y, onde x, denominada coordenada lenta, descreve a posicao espacial
no dominio homogeneizado, e y, denominada coordenada rapida, representa
a posicao espacial no dominio altamente heterogéneo na escala de poro. O

mapeamento entre ambas variaveis espaciais é dado da forma:

y= (4-47)

T
€

Dando continuidade ao processo classico da homogeneizacao as variaveis
do problema sao perturbadas pelo parametro € e reescritas como funcgoes
peridédicas em y, parametrizadas pelas coordenadas x e y na forma f°. Na
seqiiéncia, descrevemos as variaveis em funcao de polindmios com coeficientes

em potencias de ¢ através da expansao assintética na forma [148]:

fo(@y) =Y M (@y) = (@ y)+ef' (m,y)+ f (z,y)+° (@, 9)+. .
k=0

(4-48)

4.3.2
Homogeneizacao do modelo

Com o intuito de obter as equagoes macroscdpicas associadas ao incha-
mento da resina, consideramos o meio poroso ocupando um dominio @ C R?
constituido por uma microestrutura periédica heterogénea tal que 0 = Q;U();,
onde €25 e () sao os subdominios relativos a fase fluida e sélida respectivamente.
Para cada € o dominio perturbado 2° é limitado por uma fronteira regular I, e
reconstruido a partir da repeticao de uma célula periédica Y© congruente com
uma célula unitdria Y [140, 141]. A célula unitdria é constituida pela unido
dos dominios do sélido Y5 e do fluido Y%, sendo interface sélido-liquido descrita
por 0Y;; como ilustrado na Figura 4.4.

Na seqiiéncia, estabelecemos as dimensoes caracteristicas microscopica
na escala do poro [ = O (107%m), e macroscopica na escala do tamanho de

uma particula de resina L = O (10*m). Desta maneira, a ordem de grandeza

do parametro de perturbacao é dado por ¢ = 7= 10~°m << 1, validando

assim a hipdtese de separacao de escalas necessaria para a aplicagao do método.
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¥
Y
v

Q° | or,

Figura 4.4: Representacao do dominio e-periddico €2° constituido pela repeticao
da célula elementar de dominio Y*.

43.2.1
Adimensionalizacao

Seguindo o procedimento descrito anteriormente re-escrevemos o mo-
delo microscépico na forma adimensionalizada. Para este fim, introduzimos
variaveis de referéncia e adimensionais na escala local, denotadas pelo subindice

w ko

“ref” e respectivamente. Desta forma, definimos as seguintes variaveis

adimensionais associadas ao problema microscopico (4-42)-(4-43):

E C \J o
E'=—_—— Cf=-" U=— oj=—"_
Eref Cref \Ijref O frey
E o,
A i (4-49)
Pref Qref gref Ospey
u Ps t .
w=— p=Lr - v oLV
uref pref tref

Logo, introduzindo as varidveis adimensionais no nosso modelo microscépico

(4-42)-(4-43) obtemos os nimeros adimensionais:

gé&)\pref F\Ijref g‘5~0\IJ7"ef Dref
FUoFCLr M RT YT Lo T QB2
QRTCTG s UWre re re
M2: f7 M3:CUf7 M4:uf7 M5: Uf
DPref prefL L prefL

(4-50)
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Desta maneira adimensionalizamos o sistema de equacoes na escala mi-

croscopica na forma:

Problema de Poisson-Boltzmann:

N A*U* = Cf sinh (N, V*) em (2

B, V*U*.n=1 sobre I'
(4-51)
Problema de Equilibrio no fluido:
(V" o; =0 em )y
ot = —p I +0,5M; (2E* ® E* — E**I) (4-52)

| V" + Myg" VU =0 em Q)

Problema de Elasticidade Linear:

(V' 0*=0 em ()

S

of = M;E" (u*)

| M:E* (u)n = [—p'T+0,5M; 2E*®@ E*— E**I)|n sobre T’

(4-53)
Balango de Massa no sélido:
op: . Lour
ot + M4V . <ps o > =0 em Qs
(4-54)

pr=ph, + MsBEV* -ut em Q,
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4.3.2.2
Normalizacao

Continuando com o procedimento usual da técnica de homogeneizacao,

normalizamos as equacoes do modelo. Para estimar a ordem de grandeza dos
niumeros adimensionais em potencias de €, adotamos a descri¢ao realizada por
Murad e Moyne em [141] e [145], considerando a magnitude das grandezas
envolvidas.
Definimos o comprimento microscépico | da ordem de grandeza do compri-
mento de Debye; [ = L’;f = (%eNORT/QFQCref)1/2 o qual mede a espessura
da camada dupla. Definimos o valor de referéncia do potencial elétrico lo-
cal, em funcao do comprimento caracteristico microscépica ! da forma ¥, ., =
lE,.y = RT/F. Selecionamos o valor de referéncia do campo elétrico, basea-
dos na condicao de contorno de Neumann do problema de Poisson-Boltzmann
da forma E,.; = o/€é€. Pela condicao de eletroneutralidade global (4-40), a
mudanca da concentracao dos ions ao longo do comprimento da camada du-
pla Lgf contrabalanca a densidade de carga superficial o, portanto, definimos
a concentragao de referéncia da forma C,.y = ¢0/2F[. Como os fendmenos
eletro-osméticos na escala de poro sao caracterizados pela pressao osmética,
selecionamos a pressao de referéncia da mesma ordem de grandeza da pressao
de Donnan p,ey = 2RTClcs. Definimos o valor de referéncia para o tensor
das tensoes do fluido na mesma ordem de grandeza da componente normal do
tensor de Maxwell oy, . = €6 E?, /2.

Na caracterizacao das variaveis de referéncia no dominio da fase sélida,
definimos o valor de referéncia do deslocamento do sélido da ordem de gran-
deza da dimensdo caracteristica macroscopica wpef = L, Eef = Uref/L, €
Os..; = ClUres/L, tal que € = O (prey), onde ¢ denota a maxima componente
do tensor elastico de quarta ordem da matriz solida ¢,. Analogamente, ado-
tamos o valor de referéncia para a densidade do sélido da mesma ordem de
grandeza reportada para a resina p,.;y = O (1) (Ver capitulo de Resultados

Experimentais). Coletando as definigoes acima temos:

Variaveis de referéncia:

o o RT
Brp==—, I= LT@fa Cref = ==y Ve =By = —
I % b I~ 9F1 f f
e E?
Ofres = 02T€f7 DPref = 2RTOref7 Qref = QFOref (4_55)
u7‘€ Eure
gref e —f, O'Smf g f UTef — L’ pTef = O (1)

L L’
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Inserindo as definiges (4-55) em (4-50), estimamos a ordem de grandeza dos

numeros adimensionais na forma:

QRTCref Eumf
M, = —01), My=""Y 0
? pref ( ) ’ prefL ( )
M, = M5 = LrDef O(1
4 — 5 Lg)ef ( )

(4-56)

Substituindo as definicoes anteriores nas equagoes adimensionalizadas, obte-

mos o modelo microscépico normalizado e-perturbado dado por:

Problema de Poisson-Boltzmann:

2 AV = 2ECh sinh (F\D )

€€o RT
(4-57)
eVVUe.n= -—
€€
Problema de Equilibrio no fluido:
V.o5=0
o5 = —p T+ (2B @ EF — E°°1) (4-58)

2

| Vp* + ¢V =0
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Problema de Elasticidade Linear:

ot = c;E° (uf) (4-59)

c:E° (u)n = [—paI + ? (2E°® E° — E°*I)|n

Balango de Massa no sélido:

op; JOut\
o Y (ps at)_o

(4-60)
P5 = poy + BKV -

4.3.2.3
Expansao Assintética

Seguindo o procedimento formal de homogeneizacao, postulamos as
expansoes assintéticas em duas escalas para as varidveis e-perturbadas
{\Ilg,af,ajc,pgjEE,qE,ai,gs,uE,pi}. Desta forma, as variaveis do problema
sao reescritas como funcoes dependentes das coordenadas lenta x e rapida
y = x /e, e os operadores diferenciais sao obtidos em fungao das duas coorde-

nadas fazendo uso da regra da cadeia:

Vi (@) = Vaf (@) + - Vo (@.9)

(4-61)
Vo[ (oY) = Ve f(@y) =1V, f (@)

Uma vez inserida a expansao assintética (4-48) nas varidveis e-perturbadas

das equagoes (4-57)-(4-60), reescrevemos os operadores diferenciais da forma

(4-61), e coletamos os termos das equagdes nas diferentes poténcias de «.
Problema de Poisson-Boltzmann:

Na seqiiéncia formulamos as expansoes assintoticas do potencial elétrico

e da densidade de carga superficial que caracterizam o problema de Poisson-
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Boltzmann na forma:

U (z,y) = V0 (z,y) + 0 (2, y) + 0% (2,y) +V° (z,y) +... (4-62)
o (z,y) =0’ (z,y) +eo' (z,y) +°0° (x,y) +°0° (@, y) +...  (4-63)

Inserindo as expansoes (4-62)-(4-63) nas equagoes normalizadas (4-57), e
agrupando os termos resultantes em poténcias de € temos:

2FC o
A0 = — ® sinh ( BT ) em Y;

€€

O (") (4-64)

vV, n=_— sobre 0Y;

E relevante notar que o fator de escalamento € na equagao (4-57a) torna o
potencial e campo elétrico dependentes apenas da variavel rapida microscépica,
de maneira que ¥°(y), e conseqiientemente E°(y). Tais resultados mostram
que o problema de Poisson-Boltzmann ¢ restrito a célula periédica, fato que é
consistente com os fenomenos da dupla camada elétrica cujas variaveis mudam

drasticamente na escala de poro.
Problema de Equilibrio no fluido:

De forma andloga postulamos as expansoes assintéticas do tensor das
tensoes do fluido, pressao termodinamica, potencial e campo elétrico e da
densidade de carga volumétrica para o problema de equilibrio no fluido na

forma:

o (x,y) =0} (x,y) +co} (w,y) + %05 (x,y) + 20} (@, y) + ...
£

(4-65)

P (xy) =p° (z,y) +ep' (@, y) +p° (w,y) +°p° (w,y) +...  (4-66)
Ef (z,y) = E° (x,y) + cE! (x,y) + 2 E? (z,y) + S E? (x,y) +... (4-67)
(4-68)

¢ (x,y) = (x,y) +e¢" (z,y) + ¢ (x,y) + £°¢ (z,y) + ...

Inserindo as expressoes (4-65)-(4-68) no problema normalizado de

equilibrio no fluido (4-58), agrupamos as equagdes em poténcias de € na forma:

Vy-aglzo em Y

V' + ¢V, 0% =0 em Y
(4-69)
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Ve 04 +Vy-0;=0 em Y

(Vap’ + Vyp) +¢" (Vo0 + VU =0 em Yy

a(} = —ppd — Hg

Hg =7 — 79,

0 (4-70)

pbzpo—W

Fyo
7 = 2RTC, {cosh ( BT ) — 1}

4 =5 (2B 9 B — 1)

Fuo
0 = —2FCysinh
q p S111 (RT)

Onde II; é o tensor das tensoes de disjuncao associado ao inchamento da
resina, o qual incorpora as contribuicoes da pressao osmotica e do tensor de

Maxwell.
Problema de Elasticidade Linear:

Postulamos para a fase solida as expansoes assintéticas para o tensor das

tensoes e o vetor deslocamento como segue:

(x,y) = ol (x,y) +coy (x,y) +°0% (x,y) + 0% (x,y) + ... (471
uf (z,y) = u’ (z,y) +cu' (z,y) +2u? (x,y) + v’ (2, y) + ... (4-72)

Substituindo as expansoes anteriores em (4-59), o modelo eldstico linear pode

ser expresso nas diferentes poténcias de € na forma:

0 (1) AV, (& @) =0 em Y,

) (4-73)
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[ c,&,(u’) - n=0 sobre  OYys
o(L). £, (u’ 0= Y,
Nk Ve (c:€ (u’)+V,-00=0 em s
[ 00 =& (U°) + &y (u')
(4-74)
(V.- 0%+ V,-al=0 em Y,
O (") 1 ol = c.&p (u') + &y (u?)
[ on=o%n sobre  JYi¢
(4-75)
@) (61) : { oln = o’}n sobre OYys
(4-76)

As equagoes (4-73) e (4-7T4a) definem um problema de Neumann homogéneo
cuja solugao é simplesmente u° (x,y) = u’(x). Usando este resultado em
(4-T4c) e (4-74b) e fazendo uso de (4-75¢) e (4-70c) temos que u' satisfaz o

problema local em Yi:

V- c&y(u')=0

(4-77)
c.&y (u') = —pI —TI

Balango de Massa no sélido:

De forma andloga, postulamos a expansao assintotica para a densidade

e velocidade do solido na forma:

05 (x,y) = p) (z,y) +epy (2, y) + 202 (x,y) + %02 (z,y) + ... (4-78)
v (z,y) =v) (x,y) +evl (x,y) + 20l (z,y) + %02 (@, y) +...  (4-79)

Por outro lado, para a obtencao das equagoes macroscopicas definimos os


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0412778/CC


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0412778/CC

Capitulo 4. Modelagem em Duas Escalas 97

seguintes operadores de média volumétrica e superficial na célula unitaria Y¢:

1
(n), = g ndY, com «o=fs (4-80)
vs
1
<77>5 = ‘Y€| n- naY’Sf (4_81)
8Yv§f

Considerando vy = du/0t e denotando h® e k° fungdes escalares e vetoriais
respectivamente, fazemos uso dos teoremas de médias temporais e espaciais
dados por [150, 151]:

o\ o). 1
= “vf - ndY, 4-82
(i > oF TV Sy M RO -52)
(V- k). =V (k). + Ve Sy k® - noYy; (4-83)
sf

Considerando o escalonamento das equagoes (4-82)-(4-83), fazendo uso do
operador média (4-80) e observando que a razdo entre as escalas volumétrica e
superficial da célula periddica ¢ O (%) /O (%), obtemos |Y?| /[0YS] = O (¢)

de maneira que as médias e-perturbadas tomam a forma [150]:

oh\  0(h) 1
<E>_ ot elY] Jay,, v, 0¥y (4-84

1
(V- -ky=V - -(k)+ —— k -noYy; (4-85)
elY] Y.y

Fazendo uso das equagoes (4-84)-(4-85) obtemos a expansao assintética para

cada termo do balang¢o de massa perturbado (4-60a) na forma:

Ops\ _ 05 1
s\ — Z\Ps/ cvt - ndY. 4-
< at > at e |Y| aYSf pS’US na Sf ( 86)

ou’
(- (555)) = (Va0 = T (i +
1

+— psvs - ndYs (4-87)
ey Y.y !

Substituindo (4-86)-(4-87) na média da equagao (4-60) obtemos:
Ops ou® d(p3)
_S . S — S x €€ = 4_
(B (v (%)) =T 4 Va v =0 ss)

Finalmente, inserindo as expansoes (4-72) e (4-78)-(4-79) em (4-60b) e (4-88),

obtemos as equacoes e-perturbadas para o balanco de massa em ordem zero
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Ccomo segue:

9 (p?)
ot

+ Ve (pP20% =0 em Y,
@) (60) :

= oy + OK (Vo + Vyul) em Y,
(4-89)

4.3.2.4
Problemas de Fechamento

A seguir estabelecemos os problemas locais postos na célula periddica que

sao solucionados pelas variaveis oscilatérias na escala de poro {\IJO, E°, 00}.

Problema de Poisson-Boltzmann local:

2FC, Fyo
Ay\IJO = —— ® sinh ( =T ) em Yy

€€p

0 (4-90)
vV, n= 7 sobre Y

€ €~0

Para a deducao da condicao de eletroneutralidade local, denotamos a densidade
de carga volumétrica média ¢ = —2FC (sinh (F¥°/RT)) e aplicando os
operadores de média volumétrica e superficial (4-80)-(4-81) na equagao (4-40),

a condicao de eletroneutralidade é reescrita por:

2FC / ) (F\IJO) 1

0 b

¢ = ——— [ sinh| —= |dY = —— 00Ys (4-91)
Y1 Jy, RT YT oy,

Problemas de célula para o sdlido:

A solugao do problema (4-77) é dada por:

u'(z,y)=F (y)p (z) + G (y) E, (0 (2)) +ub (x,y) +a(x)  (4-92)

onde {F (y),G (y),ul} satisfazem os seguintes problemas de célula [139-
141, 145):

Vy: [ngy (F (y>)} =0 em Y
(4-93)
c;€y(F(y))n=—1In sobre 0Y;
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" [csgy (G(y))] —0  emV,
(4-94)
| ¢:&€y(G(y))n=—c,IIn sobre 0Y;
( V- [cSSy (u}r)} =0 em Y,
(4-95)
| &y (u))n = —THn sobre OY

Sendo IT o tensor identidade de quarta ordem.

4.3.2.5
Equacoes macroscoépicas

As equagoes macroscopicas resultam da media das equagoes constitutivas
na escala microscopica. Recapitulando os problemas de célula anteriores para
o fluido e o sélido identificamos que u” depende apenas de z. Sendo assim,
somando as equagbes microscépicas para fluido (4-70a) e sélido (4-7ha) e

aplicando o operador da média volumétrica (4-80) obtemos:

(Vo034 Va-0))+(Vy-0;+V,-0,)=0 (4-96)

Definindo o tensor total de tensdes macroscopicas o da forma:

op = (a})+ (o)) (4-97)

Tomando a média em (4-70a) e (4-74b) para ¢ e usando a condigao de contorno

(4-76) e de periodicidade vem:

Ve o7+ | Vy (0p+0,)dY* =0 (4-98)
YE

Para derivar o principio de Terzaghi modificado para o} usamos o fechamento

0
s

(4-93)-(4-95) para u' e as equagoes constitutivas (4-70c), (4-74d) para o} e o

respectivamente, temos:

o)y = —ap, + C.&; (u’) — I1° (4-99)

onde a é o coeficiente de Biot para as particulas do sdlido, C, o tensor

elstico macroscépico de quarta ordem e IT° o tensor eletroquimico. Denotando
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_ 1Yyl _ Y]

sélido respectivamente, os parametros efetivos a, Cy, IT" sdo dados por:
=00~ (&, (F (y)))

C.= (eI +£,(C W) (4100
IT° = (II)) + ¢,I1%

= 1—¢; a microporosidade e fracgao volumétrica do

Por sua vez o tensor das tensdes macroscépico no sélido ITg é descrito por:
S
e = — <c8£y (u}r)> (4-101)

Onde o simbolo (-)* corresponde ao operador de média volumétrica intrinseca

da fase sélida que definimos como:

1
(n)® =
Vil Jy.

ndy (4-102)

4.3.2.6
Resumo do modelo em duas escalas

Seja €2 o dominio macroscépico ocupado por uma particula de re-
sina saturada por uma solugao aquosa eletrolitica com ions monovalentes
{Na*,H",Cl~,OH"}. Considerando F (y),G (y) como coeficientes depen-
dentes apenas da geometria da célula periédica, o modelo de duas escalas
consiste em encontrar as varidveis macroscépicas do meio {o9, u’, p°} que

satisfazem as seguintes equacgoes de equilibrio e de balanco de massa:

Ve 0%5=0

0% = —ap, + C&y (u’) — II° }

0 = —ap, + CE, (4-103)
d (p3)

V., - (200 =0
5 T (psvy)

onde o conjunto de parametros efetivos o, C, II° admitem a seguinte repre-

sentacao nos problemas de fechamento na célula unitaria Y©:
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a =01~ (. (F(y))

C. = (e, (I1+£,(G )

(4-104)
I1° = (IL;) 4 ¢,ITg
I = — (.8, (ul))
Com v?, p? e as varidveis locais W9, E°, I15, u} dadas por:
( 2FCy . Fyo
AP0 = = sinh ( =T ) em Y;
(4-105)
50
V, 0% n=_— sobre OY;
\ €€
(V- (eE, (ul) =0 em ¥,
(4-106)
| (cs&y(ul))n=—II)n sobre 0Y;
Fyo
7 = 2RTC, [cosh < BT ) — 1]
70, = ? (2B © B~ E°*1)
E’=-Vv,0°
(4-107)

0_ .0 0
I, =7"1T -1},

ou®
0o_ v
YT o
pe = pso T BK (Vau® + Vyu')

onde u' é dado pela equagao (4-92) através da solugao dos problemas de
fechamento (4-93)-(4-95) e ¢° e C} sdao dados por:

Cy = CN% + CHb (4—108)
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. FCTC K,

K1 + (CHb + KlKQCNab) exp (

_ FCO
RT

102

(4-109)
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4.3.2.7
Particularizacao do modelo para placas planas paralelas

Para a modelagem do inchamento macroscopico da resina, consideramos
a microestrutura composta por placas planas paralelas longas de espessura ¢,
e separadas igualmente por uma distancia 2H correspondente ao tamanho de
poro como descrito na Figura 4.5. Consideramos o espac¢o poroso da resina
preenchido por uma solugao aquosa eletrolitica contendo os fons monovalentes
H*, Na™, Cl™ e OH™. Assumimos a carga, devido & desprotonacao do grupo
funcional carboxila (RCOO™), uniformemente distribuida na superficie plana
da resina. Tal distribuicao de carga gera o potencial elétrico da camada dupla
que varia na direcao ortogonal as placas que delimitam o espaco poroso do

polimero.

Superficie carregada

Figura 4.5: Modelo de Placas planas paralelas na escala: (a) macroscépica e
(b) microscépica.

Nesta geometria a microporosidade ¢, dada pela razao entre o volume
do fluido e o volume total é reescrita em funcao de H e § na forma:
R

== H13 (4-110)

Of

Explorando a simetria da microestrutura adotada resolvemos o problema
de Poisson-Boltzmann na metade do dominio do fluido Y}, desde y=0 até a
interface solido-fluido em y=H como ilustrado na figura a seguir.

Assumindo a hipdtese de placas planas paralelas, reescrevemos os proble-
mas de célula (4-103)-(4-109) na forma unidimensional considerando apenas

as componentes na diregao y ortogonal as placas temos entao:
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Interface JY,

Fluido

Figura 4.6: Microestrutura da célula peridédica em forma de placas planas
paralelas.

da%y 0
dx
du?
o, = —Qypy + CSyd_; — 119 (4-111)
9 (py)

ot +a%<pg“2y> =0

onde a%/, uy, vy sdo respectivamente as componentes do tensor total das
tensoes macroscopicas, do campo de deslocamento e da velocidade do soélido
na direcao ortogonal as placas. Por sua vez, as componentes ortogonais do
coeficiente de Biot, do tensor eldstico macroscépico, do tensor eletroquimico,

da velocidade e densidade do sélido ay,, Cs,, Ty, vQ , pg sdo dadas por:

dF
Qy = ¢f B <Csy d;y)>

(4-112)
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0
W0 — Ouy
Sy ot

du®  dul )

p2=pso+ﬁK(—y+ .

Com as varidveis W0, EO T1Y | u!
Y y’ Ty

dx d_y

representadas na microescala por:

([ d?V°  2FC, . L FUo v
= sin em
dy? & RT J
dwO
— =0 emy =20
dy
d\IJO 0
— = ij—~ emy=H
\ dy €€p
(d du}ry 0 v
@ Csy dy = enl rg
du}ry 0
\ Cs, a0 = —de emy=H

Foo
O =2RT h -1
T RTCy, |:COS (RT) }

T4, = 5 (B)

2
o
y dy

Com ¢° e Cy dados por:

Cb - ONab + CHb

0 _ .0 _ .0
de—ﬂ' T,

K

K1 + (CHb + KlKQCNab) exp (

RT

_ FCO

105

(4-113)

(4-114)

(4-115)

(4-116)
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Assumindo as placas incompressiveis, o médulo de compressibilidade K >> 1,
de maneira que § = 1/K; = 0 e por tanto da equagdo (4-112f) temos que
p’=p,, = cte. Partindo desta hipdtese reescrevemos a equagao (4-111c) na

forma:

85? + a<;5y> =0 (4-117)

Inserindo (4-112¢) em (4-117) e tomando a média volumétrica no sélido temos:

9¢s
ot

o (dug

A equagao (4-118) pode ser reescrita em fungdo da porosidade do fluido

(¢s = 1 — ¢f) como segue:
d d [ du
% =1 =¢5) = (%) (4-119)

Finalmente, integrando a equacdo diferencial (4-119) desde um estado de
referéncia ¢y onde ug=0, obtemos a expressao macroscépica para a deformacgao

do polimero na forma:

duy 1 — ¢y
%‘_ln(l—qﬁo) 20

Recapitulando a hipdtese de sélido incompressivel a solucao do problema de

fechamento (4-93) unidimensional é simplesmente [145, 152]:

— 1 (4-121)

De forma que aplicando a média volumétrica no sélido no resultado (4-

121)temos:
dF(y)\ _
<csyd—y> = —¢, (4-122)

Substituindo (4-122) em (4-112a) e expressando a fragao do sélido em termos

da microporosidade ¢ obtemos o valor da componente ortogonal do coeficiente

de Biot:
ay = dp+ (1 - ¢y)

(4-123)
a, =1

Postulamos que existe um plano paralelo as placas onde a fase sélida é

conexa com um modulo de elasticidade Cy = F,. Partindo dessa consideracao,
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fazendo uso da equagao (4-120) e denotando agy a forga eldstica restauradora

da resina, a parcela eldstica da equagao (4-111b) pode ser representada por:

du? 1—0
0 =0, =L =—E,l ! 4-124
e, = Cs, dz i (1 — @0 ( )

Pela condigao de equilibrio mecanico (4-111a) assumimos que sobre as
particulas é exercida uma tensao constante na direcao ortogonal as placas
oy, = P = cte. Partindo de tal consideragio e inserindo (4-123b) e (4-124) na
equacao (4-111b) temos:

O’%y = —pp + agy — Hg =P (4-125)

Inserindo (4-115¢)-(4-115¢) em (4-115f) expressamos a componente ortogonal

da pressao de disjun¢ao em fun¢ao do potencial elétrico na forma:

Fy0 &6y [ —dU0\?
9% =2RTC, h —1|-= 4-126
& b{cos (RT) } 2 ( dy ) ( )
Forca égmética Forga Elétrica

Na equagado (4-126) podemos desenvolver o termo correspondente a forga
elétrica na camada difusa multiplicando (4-115a) por d¥°/dy, e integrando

desde a linha de simetria (ver Figura 4.6) até um ponto de potencial ¥° para

obter:
dUO\? 4RTC, Fyo Fo
— ) = h — cosh 0 4-127
( dy ) €€o {COS ( RT ) o ( RT )} ( )

Inserindo (4-127) em (4-126), obtemos a expressao final para Hgy:

0

Iy = 2RTC, {cosh (Z\IT'?) - 1} (4-128)

Como Hgy depende apenas da concentracao do bulk e do potencial na linha de
simetria entre as placas, a pressao de disjunc¢ao na microescala nao muda com y
(Hgy = cte). Alem disto a soluc¢ao do problema de elasticidade unidimensional

(4-114) ¢é simplesmente:

du}ry o
gt = TG, (4-129)
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Usando o resultado (4-129) em (4-112d) obtemos a representagdo para a

componente ortogonal do tensor das tensoes no sélido na macroescala:

ITg, = I, (4-130)

O resultado (4-130) reproduz a hipétese de Derjaguin [153], na qual para
o caso de células periddicas constituidas por um arranjo de placas planas
paralelas, o tensor das tensoes no sélido é a média do tensor de disjun¢ao

aplicado sobre a fase solida. Inserindo (4-130) em (4-112¢) obtemos:

1Ty = ¢;10G, + (1 — ;) 1Ty, (4-131)

a igualdade (4-131) conduz a:

1Ty = Ty, (4-132)

Finalmente, inserindo (4-132) em (4-125) obtemos a equagao constitutiva para

o inchamento macroscépico unidimensional da resina:

—py+og — 13 =P (4-133)

4.3.2.8
Resumo do Modelo de duas escalas unidimensional

No arranjo de placas planas paralelas, a solu¢ao do modelo unidimensio-
nal de duas escalas consiste em dado {py, P, Cp,, Cnay, K1, Ko, CTC, ¢, Es, As,
5, H} calcular as varidveis {\IIO, o5, Iy , 00 ¢ satisfazendo o seguinte sistema

de equagoes unidimensionais:

—Dp —|—0'gy — Hgy =P

1—¢
0e, = —EsIn (1 ~ ¢£) (4-134)

FUY
115, = 2RTC, {cosh ( 0) - 1}

RT
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( ?U°  2FC, | Fyo
= ———sinh
dy? €€o RT
dw
— =0 emy =0 (4-135)
dy
\} 0
i = NU—~ emy=H
(| dy €€

Onde Cy, ¢ e 0 sao dadas por:

Cy = C, + Chna,

H
F = H1s
(4-136)
FCTC K
o= —
As F(O
K1 + (CH;, + KlKQCNab) exXp (—R—gj>
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