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2.
Objetos Logicos ou Estruturas Abstratas?

Convidado para uma conferéncia na qual se debdaterestado das
discussbes em filosofia da matematica, Paul Berafcpropde uma reflexdo
acerca de seus dois artigos publicados nos peogdibilosophical Review
(Jan/65) eJournal of PhilosophyNov/73), intitulados, respectivamente, “What
Numbers Could Not Be” e “Mathematical Truth”. Estdlexdo foi apresentada
textualmente em duas partes (em 1996 e em 19989pinando aqueles trabalhos
com outros aspectos que néo por eles nao foraneroptados. Na qualidade de
exemplo, podem ser mencionados a descricdo do icerda filosofia
desenvolvida nos Estados Unidos da América nasddecade cinquenta e
sessenta, bem como a apropriacdo de resultadosatetaaticos para finalidades
filoséficas (como o teorema Lowenheim-Skolem eardma da incompletude de
Godel). Apesar de ndo constituirem o tema dest@ubapestas observagbes
ajudam a dispor de maneira interessante os elemetitzados em seus artigos
anteriores, de modo que elas serdo devidamenteliradlis caso necessario.
Afinal, este capitulo concentra-se em esquadrirthartigo “What Numbers
Could Not Be® com a intencéio de ressaltar as razées que péamitaonsidera-
lo como oresponsavepelos futuros desdobramentos da corrente estligtara

partir de um problema de matriz fregeana.

A organizacao do artigo evidencia uma estratégtea curiosa. A partir
de um esquema triadico, Benacerraf propde um arpato de pensamento com
a intencdo de explicitar alguns dilemas da propdsggcista em relagdo a
apreensdo cognitiva da natureza numérica, para,fipgr esbocar algumas
solucdes conceituais para tais dilemas. Nao se@apriado recordar a sugestao
de Russell, a fim de se justificar tal estraté@iaa teoria l6gica pode ser testada

por sua capacidade em lidar com enigmas, e é umpkem, ao pensar-se acerca

® Doravante, WNCNB.
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da légica, acumular a mente com tantos enigmastqyeossiveis, uma vez que
estes servem ao mesmo proposito que os experimeatiéncia fisicd®. Assim,
imagina-se como enigma o fato de duas criancdmsfile logicistas militantes
cujas orientacdes pedagodgicas sdo organizadastia qerexplicitos principios
epistémicos, receberem uma educacao que divergeaade determinadas teses.
Ao final do artigo, para se evitar tal divergéncsgo sugeridos alguns
esclarecimentos conceituais, 0os quais também sdiveddm em trés secdes —

identidade educacéo e explicacae, por fim,numeros e objetos

Seria possivel estudar Benacerraf sem alguma nefarés suas epigrafes?
Penso que nado. Suas escolhas epigraficas constiluemapitulo a parte em
muitos de seus artigos, pois seu repertério ded@avai de Jorge Luis Borges
até parabolas judaicas, sem deixar de mencionatotgs de Sdo Paulo e
discursos de Mao Tse TullgDe menor poder alegérico, politico e religioss, a
epigrafes de WNCNB podem ser concebidas comoanteramara conceitual
oposicao tedrica que se estabelecera ao longoddeottexto. Encontra-se, pois,
por um lado, uma dificil citacdo de Frege, na gealormula goroblema de Julio
César ao passo que, por outro, deparamo-nos com a ezltgpassagem do
fildsofo norte-americano Richard N. Martin, concada na contraposi¢cao entre
os interesses de um filésofo (sensivel as queshigisas) frente aqueles
manifestados por um matematico. Como se retorneitd@io de Frege durante o
curso do artigo, discuti-la-ei em maior detalhe momento apropriado; em
contrapartida, a clareza da passagem de RichartinMdispensa 0s extensos
comentarios que se lhe poderiam destinar. O mainiara ele, orientaria as
suas atencOes parastrutura matematicaresidindo seu prazer intelectual ou na
descoberta da estrutura que subsume uma teoria dadaa descoberta da
maneira pela qual uma estrutura pode ser modeladautra com a qual se
relacione, ou ainda, na simples descoberta de umna estrutura, junto das
relacdes que esta sustenta com as previamenterggistja o filosofo seria “mais

Y RUSSELL 1974, p. 14.

* Benacerraf cita uma pequena passagem do cont@$Fehmemorioso” no artigo “Recantation
or Any old o-sequence would do after all”, bem como uma pagdhalaica no prélogo de “What
Mathematical Truth Could Not Be - I”. Aloja tambéan“Primeira Epistola de Sao Paulo aos
Corintios” e alguns discursos de Mao Tse Tung cepigrafes ao artigo “What Mathematical
Truth Could Not Be — II".
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sensivel a assuntos de ontologia e interessa-&xialspente pela espécie ou
espécies de entidades existertesisto &, por se encontrar insatisfeito com as
explicacbes estruturalistas em matematica, eleeende uma investigacdo mais
aprofundada dos objetos utilizados nos dominiotadgéncia, com o intuito de
oferecer-lhes uma caracterizagdo mais precisa. tdftfdéem”, afirmard Martin,
“desejara questionar se a entidade consideradagenerisou se ela é, em algum
sentido,redutivela outras (owonstruidaem termos de outras), talvez, entidades

mais fundamentais®,

Com a preservacdo desta distincdo no horizontetimmavanca-se em
direcdo a primeira secdo de WNCNB, intitulada “AuEalcdo”. Nela, Benacerraf
Imagina duas criancas que seriam filhas de loggistilitantes, sejam elas Ernie
e Johnny. Sua educacdo, em funcdo da militancia seles pais, foi
epistemologicamente ordenada, de maneira que el&s aprenderam
imediatamente a contar; ou seja, em vez de intiarformacdo matematica pela
aritmética usual, como qualquer crian¢a no curssudeeducacao bésica, primeiro
elas aprenderam a légica subjacente a mesma, anpsa¢ caso, € identificada
com a teoria dos conjuntos. Faz-se interessansaltas que o termdngicismo
designa o projeto intelectual levado a cabo pogé-eté a publicacdo do segundo
volume de seussrundgesetze der Arithmetiem 1903, e que pretendia, de
maneira sumaria, fundamentar a analiticidade dasersgas matematicas por
intermédio de uma reducdo das mesmas as leis $0giass basicas, como nos
permite entrever os primeiros paragrafos de &rusdlagen der Arithmetik De
tal modo que, para estas criangas, a aprendizagemuineros seria analoga ao
aprendizado de um novo idioma para a mesma realidad ainda, “antigas
verdades (préprias a teoria dos conjuntos) vestilnd@as roupas (préprias a teoria
dos nimeros}®. Uma Ultima ressalva, do ponto de vista cénicomjie atestar

que a referéncia para o nome destas duas criancaste-se nos criadores das

12 BENACERRAF 1965, p. 47.

'3 |bidem

14 Cf. FREGE 1974, §§3-4. Faz-se interessante nafarRichard Dedekind também possuia um
projeto logicista, fundamentado em pressupostostapbldgicos diferentes daqueles que foram
sustentados por Frege. Ainda que jamais o tenhendelvido detalhadamente, uma discusséo
interessante acerca de seu teor pode ser entraugistdigo de William Demopoulos e Peter Clark
intitulado “The Logicism of Frege, Dedekind, andsRell” (n SHAPIRO 2005, p. 129-165).

> BENACERRAF 1965, p. 48.
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primeiras axiomatiza¢des disponiveis para a tedwi conjuntos, sejam eles os

matematicos Ernst Zermelo e John von Neurtfann

Concentrando-se entdo na educacdo de Ernie, quepbeeria ser a de
Johnny, Benacerraf inicia sua exposi¢cdo conceitOal.nUmeros naturais séo
apresentados através da noefmentos do conjunto (infinitgy e organizados
por intermédio da relagamenor que a qual, por fundamentartoa ordemdo

conjunto, sempre sera referida como a rel&&8de maneira intuitiva,

“Ernie pode verificar que todo subconjunto ndo-eake s contém um “menor”
elemento — isto é, um elemento que sustBnpara todos os outros membros do
subconjunto. Ele também pode mostrar que nadatgdRgrara si proprio, e que
R era transitiva, assimétrica, anti-reflexiva e atagda em». Em resumo, oS
elementos devformavam uma progresséo, ou série, RoB.

Conceitua-se pois 0 menor elemento desta série costemento distinguida de

A, bem como a relacdo deicessorcomo uma relacdo que apenas apresenta o
proximo elemento dev sobR a partir dea. Em resumo, devido a sua posi¢ao
epistemologicamente privilegiada, Ernie estabeéeeen sua linguagem todos os
axiomas de Dedekind-Peano para a aritmética deepanordem. A partir desta
apreciacao inicial, outros conceitos serao traaqueinte traduzidos por ele, como
as operacoespassiveis de serem efetuadas com os elementas @alicao,
multiplicagdo e exponenciacdo) e as suas respscta@icacoes extra-
matematicas(contagem e mensuracao), adotando o procedimetgquado a
cada caso. Isto €, enquanto a traducdocogasacdesocorrera por intermédio de
definicbes explicitas, isto é, por meio da apresgit de suas condi¢cdes
necessarias e suficientes, a traducao agdisac6esocorrera por meio de uma

minuciosa analise da nocao de “contagem”, a quals® pouco mais explorada.

S&o consideradas duas maneiras distintas de sge@mder o processo de
contagem, cada uma expressando um posaseetio verbocontar. Benacerraf
discute desse modo um processo de contagemsitivo, que admitiria enquanto

seu complemento um objeto a ser referido, e umegsmantransitivo, que

16 Zermelo, com efeito, propés uma axiomatizacdo paeria dos conjuntos de Georg Cantor no
artigo “Investigations in the foundations of setdhy 1", publicado em 1908, ao passo que von
Neumann a propds no artigo “An axiomatization df teeory”, publicado em 1925 (Cf. VAN
HEIJENOORT 1967, p 199-215 e p. 393-413).

" BENACERRAF 1965, p. 48.
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desprezaria semelhante acréscimo. Para a melhgreensdo deste ultimo, ele
narra uma pequena historia, o caso do pacientesf@esendo preparado para a
sala de operacao. De modo que “uma mascara dé gtsta sobre seu rosto e lhe
é dito para contar, tanto quanto puder. Ele naonkiruido para contar alguma
coisa. Foi-lhe dito meramente para corftarTambém se discute o fato de que se
costuma anexar a esta distingdo gramatical umaroke aprendizado, a qual
refletiria fortes teses epistémicas. Isto é, dewadofato de costumeiramente
aprendermos 0s primeiros numeros a partir de st@aiapagao com pequenos
conjuntos de objetos materiais, e, somente a mhatjraprendermos a maneira de
gerar o0 “restante” da cadeia numéricajeadadeiraabordagem da natureza dos
nameros deveria considerar uma precedéncia epcdédai contagertransitiva
sobre antransitiva De modo que para compreender de uma maneiralicais

0 problema envolvido nesta concepgdo (0 qual sedante para as aplicacdes
extra-matematicas), Benacerraf rejeita num primeimmento qualquer tipo de
ordenacédo, mantendo em seu horizonte de andlisaspalistincdo entre asos

do verbo “contar”, em especial a contageamsitiva

“Contar os membros de um conjuntal&erminara cardinalidade deste
conjunto™®. Estadeterminacéoprocessa-se através de unedac&o particular
obtida entre os elementos de um conjunto e um raiegpecifico (isto €, um
elemento dev), a qual estabelece que, para se determinar orotkkde membros
de um conjunto, devem-se tomar 0s seus elementasedma maneira como se
tomam o0s numeros naturais, isto ¢é, individualmenbeiciando-se tal
correspondéncia pelo nimero um, o ultimo numerceligdo sera, em ordem de
magnitude, o numer& do conjunto. Pode-se retomar a classica defindgio
Georg Cantor neste momento, pois ele afirma adoimie suasBeitrageque o
namero cardinal € “o conceito geral que [...] sudge um conjunto quando
fazemos a abstracao da natureza de seus variosretene da ordem na qual eles
sdo oferecido$®. E j4 que Benacerraf esta efetuando uma equivialéntre
conjuntos (notadamente, 0 numérico e 0 extra-nwwmeripode-se novamente

aproximar sua teoria do pensamento de Cantor, paia, este, dois conjuntos séo

81dem p. 49-50.
¥1dem p. 50.
20 CANTOR 1915, p. 86 [482].
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equivalentes quando “se é possivel colocé-losajguma lei, em tal relagdo com
0 outro que, para todo elemento de cada um dedegsponda um e apenas um

elemento do outré®. De todo modo, ser4 um teorema no sistema de Hrrde

“qualquer conjunto tert membros se e somente se puder ser colocado em uma

correspondéncia biunivoca com o conjunto dos nismaenores ou iguaiska®.

Para finalizar a exposicdo da educacéo logicestahida por Ernie, uma
ultima condi¢do € destacada por Benacerraf: adeRrecisa ser recursiva, e,
talvez, primitiva recursiva. Ele observa que estada;do jamais foi destacada em
analises conceituais do niumero, mas que sua peesgy@r demasiado Obvia para
ser objeto de polémicas. A razdo para que ela egpicitada deriva das
concepgOes veiculadas por Quine &ord and Object para quem qualquer
suposicao acerca da relacdo que ordena os numerisgedisavel, considerando-
se que “a Unica condicdo sobre a qual todas agkagpes aceitaveis do numero
(isto é, 0os numeros naturais) podem ser postaeguante: qualqugrrogressac-
i.e., qualquer série infinita na qual cada um dasmitros possui apenas um
numero finito de precursores — servira’Benacerraf entdo propde um contra-
exemplo para a tese de Quine, com a intencdo demargar que, se nao €
possivel identificar uma regra recursiva que jiggtd o0 processo de geragdo dos
elementos de um conjunto, ndo se pode identificer diferenca ordenada de sua
magnitude. Seu exemplo, desta maneira, utilizalosenos de Godel de férmulas
validas e de formulas néo-véalidas da teoria quaational como index para os

nameros inteiros positivos.

Esta conclusédo obriga Benacerraf a ressaltarptolslemas que com ela
travariam estrita relacdo. O primeiro diz respaittatureza humana, enquanto que
0 segundo se vincularia ao limite do conhecimentmdno. Deste modo, ele
questiona se € possivel ao organismo humano caractee como um
“procedimento de decisdo para conjuntos nao-ra@msgsiou, a0 menos (na
melhor das hip6teses), como uma maquina de Tufinglesenvolvimento da

segunda hipétese concluiria que o ser humano néde gerar uma progressao

! Ibidem

22 BENACERRAF 1965, pp. 50-51.

23 QUINE 1960, p. 262 [§54]. Nesta razdo também sgaaQuine para justificar sua negacdo da
necessidade de explicacdo de um processo de contiagesitivo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912794/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912794/CA

21

numérica analoga A&, tampoucacsaberque era isso que ele pretendia fazer (gerar
tal sequéncia); enquanto que o0 prosseguimento dioilmea primeira hipotese
conduziria a outra questdo, de natureza epistemsaldgue especula sobre a
possibilidade de conhecer todas as verdades daaforsnj. Indicados ambos os
problemas, Benacerraf reitera que a rela@aprecisa ser primitiva recursiva,
ainda que uma prova mais rigorosa ndo possa segcimfg’. O fato de esta
caracteristica encontrar-se implicita nas maisrdagsapresentacdes desta relacao
entre 0os numeros constituiriama boa evidéncigpara sua corretude, e, ao se
destaca-la, pretende-se apenas iluminar deternsnabdlemas que demandaréo

uma analise futura.

Efetiva-se assim todo o processo educativo de Fqoie bem poderia ser
o de Johnny. Tudo aquilo que € necessario par@msedr com o auxilio do
conceito de numero encontra-se a disposicao dpstpgenas criancas logicistas,
constituindo sua Unica tarefa a aprendizagem dabwdériocomumem que estas
teorias se veiculam Benacerraf afirma, por fim, que a tarefa de “mduo
conceito de numero a légica (ou a teoria dos ceog)mao acrescenta nenhuma
novidade a pratica matematica, isto €, tudo o gquaode fazer com a “linguagem
logicistad’ de Ernie e Johnny poderia ser tranquilamenteizadd com a
linguagem comurempregada pelos matematicos. Mesmo néo contribyiacth a
pratica, continua ele, tanto Ernie quanto Johnipeisa agora, 0 que 0s niumeros
realmentesda De maneira que, para recapitular todo o procdsgoaducéao, fez-
Se necessario

“(I) oferecer definicbes de “1”, “nimero”, e “suses’, € “+”, e “X”, e assim por

diante, em base das quais as leis da aritméticeaposer derivadas”; e (Il)

explicar os usos “extra-mateméaticos” dos numemsdas o principal a contagem
— introduzindo assim o conceito dardinalidadee nimero cardina®.

% Sera sobre esta necessidade da recursdo querdnoidirtigo “Recantation or Any old-
sequence would do after all”. Sem entrar nos mesnde sua argumentacdo, Benacerraf afirma
que adicionar esta condicdo constituiu um erropahfi“qualquer sequéncia- servira, nao
importando o quanto a relacRaseja indecidivel” (BENACERRAF 1996, p. 189).

% A importancia que Benacerraf oferecednunicacdcsurge em dois momentos de seu artigo.
Neste momento, em que se salienta a necessidaffendee Johnny se comunicarem com as
pessoas comuns, €, mais adiante, no momento erseqpeocura justificar a existéncia de uma
notagdo unificada para se expressarem os nUmeros.

% BENACERRAF 1965, p. 54.
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Também constitui uma tese fundamental o fato dedagdo de ordem sustentada
por este conjunto ser primitiva recursiva. Agorani& e Johnny poderdo se
dedicar a prova dos mais diversos teoremas, poensentram amparados nao
apenas pelaonstrumental matematicocomo também pelo conhecimento da

natureza dos conjunt@s quais 0s numeros se referem.

Um problema, porém, imediatamente vém a tona: oendirf® pertenceria
ou ndo ao numero 177 Ernie pensa que sim, ao gassdohnny pensa que nao.
A fim de fundamentar sua opinido, Ernie apresentseguinte teoremgpara
qualquer par de numeros, X e y, X € menor do (geegysomente se x pertence a vy,
e X é um subconjunto proprio de e maneira que, a partir de uma admissao
comum de que 3 € menor do que 17, segue-se naauntaimue 3 pertence a 17.
Johnny, por seu turno, contrapde-se ao que nomemo © teorema de Ernie
pois, de acordo com sua concepgados dois numeros, X e y, X pertence ay se e
somente se y € 0 sucessor déExcluindo a possibilidade de inconsisténcia da
teoria dos conjuntos compartilhada por ambos, anpatibilidade talvez resida
nas definicdes”, pondera Benacerraf. Sua andlise, entdo, orientassa a
relacdo R anteriormente definida, pois ela, com efeito, @raneira relacédo
considerada para o conjunto (infinita) Esta nogdo permite entrever gued
menor do que y se e somente se x prederpara y, fato que ambas as teorias
defendem consistentemente. “Uma pequena exploragatydo, revelou a fonte
do problema. Para Ernig sucessor de um numero sBbera o0 conjunto
consistindo de x e de todos os membros ,denguanto que, para Johnry,
sucessor de x era simplesmente {x}, o conjunt@uaitie x — o0 conjunto no qual
0 Unico membro é"%. Figurado em linguagem conjuntistica, Ernie cosrsich
série dos numeros como correspondente a seguirtgrepsdo:[1, {[},
{0,{0}, {0O,{0O}, {O,{0}...; enquanto que Johnny, diferentemente,
identifica & sua sequéncia de numeros a déri¢1}, {{O}}, {{{O}}}...

Estes teoremas logo conduzirdo a uma séria diveig@cerca da nocao
de cardinalidade Afinal, ainda que ambos concordassem com a tesgud a

correspondéncia biunivoca entre dois conjuntos stargera possivel se 0s seus

%" |bidem
% 1dem p. 55.
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elementos puderem ser relacionados por uma furiggorh, as implicacbes dai
extraidas ndo se encontrariam de comum acordonyaliscorda da pretenséao de
Ernie em colocar um conjunto com elementos em uma correspondéncia
biunivoca com @roprio numero npois, para ele, todo nimero é um elemento
singular — isto €, enquanto que, para Ernie, 18yids/ membros, para Johnny,
ele possui apenas um. Benacerraf entdo considerd'sglp as circunstancias,
torna-se perfeitamente 6bvio porque estes desantentbs ocorrem. Mas o0 que
ndo se torna perfeitamente 6bvio é como eles iedolvé-los®. Afinal, se as
teses anteriores estavam corretas, ambos eramdesrsm logica (teoria dos
conjuntos) e possuiam a mesma compreensawgerdadeira da natureza
numerica. A educacao epistemologicamente orderesddida de seus pais fazia
com que eles conhecessem nao apenas 0 objeto hoaglaanimero singular
reduzia-se, como também o sentido (e a referédampalavras que expressavam
este objeto e as condi¢cdes cognitivas sob as ¢p@ddso conhecimento acerca
deles se assenta. Isto significa que ambos carhede maneira perfeitamente
determinada o conjunto ao qual as pessoas comurggesem quando se valem
dos termos numéricos em suas frases. “O problefinaliza Benacerraf, “é que
os conjuntos eram diferentes em cada ¢3so”

Em maior escala, este dilema encobriria um probledea fortes
implicacdes filosoficas. Se o projeto logicistap @rocesso educativo conduzido
pelos pais de Ernie e Johnny por conseguinte, adeaie condicfesecessarias e
suficientegara a reducdo dos nimeros a conjuntos, “o fatudeeles discordam
guanto ao conjunto particular que os niumeros gatakpara a visdo que sustenta
ser cada nimero algum conjunto particutarAfinal, “se o nimero 3 é realmente
algum conjunto particulds, ndo pode acontecer de duas abordagens difedmtes
sentido de “3” — e também de sua referéncia — alssem dois conjuntos
diferentes para 32. Em uma terminologia fregeana, sugere Benacermdmo se
ambas as criancas ndao apenas fixassentidosdiferentes para as expressodes

numéricas em questdo, como também fixaseefierénciasdistintas para estes

29 |bidem
%0 |bidem
%L 1dem p. 56.
% |bidem
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mesmos termos. Surgem no horizonte, assim, duasivpis linhas de
investigacdo para esta dificuldade: por um ladostesiar que ambas as
apreciacbes continuam a apresentar 0 conjunto deligeies necessarias e
suficientes, de maneira que se poderdo sustemtailtaheamente as expressodes
“3 ={0,{0}, {O,{O}} e “3 = {{{}}}"; por outro lado, aceitar que nao
podem ambas apresentar este conjunto de condegmpsadrinhando qual destas
abordagens apresentaria condi¢cdes que ndo sacakasse que, por esta razao,
também falharia na apresentacao do conjunto dag@slsuficientes. A primeira
opcao é obviamente contraditoria, de maneira quéetséhada por Benacerraf a

segunda via de pesquisa.

“As duas abordagens concordam na estrutura gelad. discordam no
momento em que fixam os referentes para os termoguestac®™. Este acordo
geral, diz Benacerraf, permite entrever que amiasardam acerca das notas
definidoras da relac&®, da progressao recursiva e da fungéao de sucesfsoidd
para esta progressdo, bem como sobre as operatgiesdtieas que Ihe serdo
dedicadas e com o fato de a nocao de cardinalsideefinida a partir da nocao
de progressao anteriormente adotada. O problemantacse precisamente na
maneira como a noc¢ao de cardinalidade € considpeldgpensamento de Ernie e
de Johnny, pois, para Ernie, “o fato de que o nanmetem n membros é
explorado para definir a nocdo @& n membrds®*. Como se sup6s ndo ser o caso
de o numero 3 referir-se a dois objetos distintas|lumbra-se aqui outra
bifurcacdo na trajetéria argumentativa: “ou todasandicdes listadas, as quais
ambas as abordagens compartilham, sdo necessadir@gaarpa correta e completa
abordagem, ou algumas ndo o $&0’Assumir a primeira opcdo, continua,
significa assumir que as condi¢cdes supérfluas ddacempartilhadas por ambas
as teorias. Novamente, surgem duas opc¢oes, paizeaos uma das abordagens
que satisfaz o conjunto de condi¢cdes consideragassearias € correta, ou
nenhuma o é. “Claramente, elas ndo podem ser atob&tas, dado que ndo séo

nem extensionalmente, nem intensionalmente equite&. A condicdo para a

33 Ibidem
¥ dem p. 57.
%5 |bidem
% |pidem
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corretude de uma abordagem, na presente situag&@sgstaria na apresentacao
do que os numeros sae fatQ e a pergunta que permanece irresoluta é se
existiiam argumentos para sustentar o objeto &b gsl nUmerosealmentese
referem. Afinal, “se 0os nimeros constituem-se camoconjunto particular e nao
outro, deve entdo haver argumentos para se indjoal™’. Para esclarecer
semelhante questdo, Benacerraf empreende uma earddisenunciados de

identidade da forman‘=...".

O conjunto de idéias exposto até aqui conduz a id€ique se 0s numeros
configuram-se como um conjunto especifico, devenstiexargumentos que
sustentem semelhante tese, pois, caso esta exgdicitndo seja possivel, a
identificacdo proposta permanecera seriamente gicejda. Em outras palavras,
subtraida de argumentos, esta identificacdo nactiedi Benacerraf estudara
entdo as idéias desenvolvidas pelgicismode Frege com a intencdo de melhor
analisar o tratamento dedicado por esta teorizeaonsciados de identidade. Faz-
se conveniente recordar que uma de suas epignafeseatava g@roblema de
Julio Césardesenvolvido no quinquagésimo sexto paragrafcedeGrundlagen
der Arithmetik Este problema, com efeito, praticamente inauguacéo na qual
Frege propde seu conceito de nimero, constituieddes certa forma, como um
desafio conceitual para sua propria teoria. De im@a@e 0 percurso analitico até
aqui trilhado focalizara agora a apresentacdo démd fregeanas acerca dos
objetos que os numerogerdadeiramentesdo, para, ha sequéncia, retornar ao

estudo efetuado por Benacerraf acerca destas teses.

O trabalho apresentado em 1884 por Frege almefap s®u subtitulo
permite entrever, constituir-se como umeestigacao logico-matematica sobre o
conceito de numeroPondera-se, no entanto, que “uma investigacaicalado

"38  afinal, “essa

conceito de nimero devera sempre resultar um fdasofica
tarefa é comum & matematica e a filosdflaDividido em quatro seces, ao longo
das trés primeiras Frege se detém na apresentagaocenfrontacdo das mais

diversas teorias existentes acerca da naturezaricamé fim de desmentir a

3"1dem p. 58.
% FREGE 1974, p. 201.
% |bidem
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ilusdo de que, com respeito aos nameros inteirsgiyms, reina a concordancia
geral, ndo havendo propriamente nenhuma dificuldddgle analisa, assim, as
teses expostas por Leibniz, Spinoza, Newton, Beykédant, John Stuart Mill e
Georg Cantor, submetendo-as aos mais diversosegonal| e observando as suas
insuficiéncias, para, na Ultima se¢do, apresentapsopria posicdo com respeito
ao conceito de numercE se esta se¢do almeja demonstrar a tese deagae
namero singular € um objeto independerdeproblema da identidade numérica
recebe uma atencédo especial, pois é por internmtilta nocdo que se podera
apreender de maneira determinada a unidade dooahjetérico. Assim, afirma
Frege que, apesar da concordancia de que “a iddicagmérica contém um
enunciado sobre um conceity”’por meio das definicdes até ele oferecidas nunca
se poderia decidir “se a um conceito convém o nardélio César, se este famoso

conquistador da Gélia é ou ndo um nim#&ro”

A sofisticacdo deste problema justifica sua utiiéa por parte de
Benacerraf contra a teoria fregeana. Afinal, enmenio lugar, Frege procura
excluir a tese de que 0s numeros nao seriam obgoerslo ao fato de nao
podermos determina-los espacialmente. Em verdadea ‘tleterminacdo do lugar
do nimero 4 ndo tem nenhum sentido; mas seguersspeiaas ndo ser ele um
objeto espacial, e ndo que nao seja um objeto swiab. Nem todo objeto esta
em algum lugar. Também nossas representacbes n&® e noOS
(subcutaneamenté}” Em seguida, ele caracteriza a relacdo entre uma
representacdoe um pensamentocomo uma relagcacexterior, arbitraria e
convencional fundamentando-se em algumas evidéncias curios@&s ngm
sempre sdo seriamente consideradas. Por exemplauséancia de uma
representacagenuinada distancia que separa a Terra do Sol, e mesmpm@do
planeta Terra, ndo sédo problemas para o desenwitincientifico, atestando que
“bem frequientemente somos conduzidos pelo pensanagt muito além do

representavel, sem perder com isso a base parasnasmclusées®. Na

4% Ibidem

“1dem §55.
“21dem 856.
3 1dem 861.
44 1dem 860.
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sequéncia, em funcéo dos principios veiculadosraducdo de seu trabaffip
conduz-se 0 argumento para a tese depque obter o conceito de niamero, deve-
se estabelecer o sentido de uma equacdo numépieservando-se que “o0
namero singular, precisamente por constituir apemas parte do predicado, ja
aparece como objeto independefiteNos dominios desta proposicdo numérica,
por sua vez, se procurara respeitar a um prineifibuido a Hume que definiria
um critério geral de igualdade entre os numer@sclatgar-se a definicdo de que
“0 nUmero que convém ao conceito F é a extensamuceito “equinumerico ao

conceito F™.

Trés caracteristicas dos numeros se encontrarigim ggmrantidas para
Frege: sdo objetos independentes, nao localizéweespaco, e carentes de uma
representacdo ou intuicdo. Eles, no entanto, tanpgermaneceriam carentes de
determinagcdo, e, para que esta ocorra (e possilhiés a atribuicdo de um
numeral), faz-se necessario indicar um critériagdaldade entre os niumeros, ou
seja, “devemos dispor de um critério para decklin, qualquer caso, d€ o
mesmo que”*’. Frege se dispde, portanto, a analisar o contéégwoposicao “o
ndmero que convém ao conceito F € 0 mesmo que eoag&onceito G” sem se
valer da expressdo numero que convém ao conceito Btilizando-se do
principio de Hume, o qual suscita uma larga distussa literatura filosofica
posteriof®, diversas questdes emergem em seu texto, muitas p@ntuadas por
fortes teses. Por exemplo, considera-se inicialenantecessidade de a identidade
ser compreendida de maneira geral, pois a igualdaaigrica apenas constitui-se
como tal devido ao fato de ser uma particulariddd@. Como o conceito de
namero ndo se encontra perfeitamente determinadesef fundamental obter a
partir do conceito geral de igualdade uma nocaaittaque deve ser considerado
como igual, a fim de se estabelecer claramententeédo de uma identidade

5 Com efeito, séo trés os principios veiculados Frege ao inicio de seu trabalho: a separagéo
entre os dominios da légica dos dominios psicotégy{ndo confundir o subjetivo com o objetivo);
0 principio do contexto, e a distincdo que exsstiEntre um conceito e um objeto. O principio
referido € o segundo, o qual afirma que “deve-sguyrgar pelo significado das palavras no
contexto da proposicéo, e nao isoladamernt&hng p. 204).

*1dem §57.

“"ldem §62.

“8 Na enunciacédo de Frege o principio é o seguinigarido dois nimeros sdo combinados de tal
modo que um tenha sempre uma unidade corresporaleata unidade do outro pronunciamo-los
iguais” (dem §63).
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numérica a qual, por sua vez, determinara o contdadconceito numérico. Para
levar a cabo tal tarefa, Frege se dispfe a esqumadrd juizo “a reta é paralela a

retab”.

Impressiona a minucia da argumentacdo fregeana mastento da
discusséo. Ela se inicia transpondo o enunciadeesab paralelas para um
enunciado sobre a direcdo. Com o mudanga conceibéém-se uma nova
proposicao, “a direcdo da reda igual a direcdo da retd, significando a mesma
coisaque a proposicao anterior. Apropriando-se da iclasiefinicdo de Leibniz
do conceito de igualdatfe afirma Frege que “dizer como Leibniz “0 mesmai, o
“igual”, é irrelevante. “O mesmo” parece de fatgpemir uma coincidéncia
perfeita, “igual” simplesmente uma coincidéncia gsbe ou aquele aspecto. [..]
Ora, na substituibilidade geral estéo de fato dastiodas as leis da igualdatie”
No paragrafo seguinte, contudo, retorna a uma &eérslo problema de Julio

César no momento em que faz a seguinte ponderacao:

“aparece ainda uma terceira dlvida quanto a nesHativa de definicdo. Na
proposicao “a direcdo deé igual a direcdo dg’ a diregcdo dea aparece como
objeto e nossa definicdo dispbe-nos de um meioedenhecer este objeto
novamente caso deva apresentar-se sob outra roapdig@mos como direcdo
de b. Mas este meio ndo atende todos os casos. El@eraate decidir, por
exemplo, se a Inglaterra € o mesmo que a direc&xdala Terra. Perdoe-se este
exemplo aparentemente absurdo! Naturalmente ningudriundira a Inglaterra
com a direcdo do eixo da Terra; mas este ndo éénitonde nossa definicdo. Ela
ndo se pronuncia quanto a dever a proposi¢éo &gatbrdea € igual aq” ser
afirglada ou negada, cagondo seja dado também sob a forma “a direcdo de
b™ >

Para superar este problema, Frege introduz a nde&xtensdo de um
conceitg a qual ele presume neste momento que todos sailtara signifique.
Intermediado por ela, substituird a nocaoreta pela nocdo deonceitq assim
como a deparalelismo pela possibilidade de se coordenar biunivocamente o0s
objetos que caem sob um conceito aos que caemusah ® chegara a definicdo
de que o numero que convém ao conceito F é a extensdo oteeito

“equinumérico ao conceito F” Retornando entdo a maneira como procurara

49 “S30 iguais as coisas que, salvo a verdade, psgersubstituidas uma pela outratefn Nt.

91, p. 251).
¥ |dem §65.
*l1dem §66.
%2 Cf. Idem Nt. 95, p. 254.
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determinar os nameros inicialmente, conclui quer@gsicdo “a extensdo do
conceitoequinumérico ao conceito &igual a extensdo do concegguinumérico
ao conceito Gsera verdadeira sempre que a proposicao “ao torfeeonvém o
mesmo numero que ao conceito G” também o for. Naé&eia, Frege almeja
complementare confirmar a definicAo que acaba de fornecer, verificandasse
propriedades dos numeros se adéquam a sua caacderi afinal, “definicbes
confirmam-se por sua fecundidadfe”Pois bem, decundidadede sua definicdo
resolve o problema que ele langcou para sua préguwrea? Isto €: agxtensdes de
conceitogresolveriam @roblema de Julio CésarEnquanto Frege pensa que sim,
Benacerraf pensa que nao, de maneira que retorestado proposto por ele em

seu artigo.

O conjunto de questdes que orientam Benacerrak mastmento é o
seguinte: “como alguém poderia distingai@bordagem correta de todas as outras
possiveis? H4 um conjunto de conjuntos que possaig, do que qualquer outro,
uma forte exigéncia para se constituir como os mas?eExistem razdes que
alguém possa oferecer para destacar este conjttht@®servando a definicdo
fregeana, que considera um numero como giaase de equivaléncia, em
virtude disso, destacaria o seu car@®edicativQ Benacerraf ressalta a caréncia
de evidéncias disponiveis para se fundamentarsfsceficacdo. Consoante seu
pensamento, a passagem de uma classe de predeadasendo numerais,
semelhante aossui dezessete membrpara a consideracdo do préprio numeral
dezesseteeomo um predicado de classes constituiria um deida exagero
conceitual, e esta qualificacdo se fundamentarial@is1argumentos distintos. O
primeiro expressa uma forte razdo contraria, ei@iplo fato de os numerais
diferenciarem-se de adjetivos, excedendo-os emridpoa, exatamente pela sua
funcado “pouco predicativa”, ou, dito sob outro aspepor ndo haver ocorréncias
de numerais em posicdes consideradas tipicameatkcptivas (isto €, em “x é
(sdo) ..."); e o segundo argumento, mais analitmocuraria apresentar 0s

nameros por intermédio de quantificadores, func@esverdade, varidveis e

>3 1dem §70.
** BENACERRAF 1965, p. 58.
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ocorréncias dos sinais de identidade e diferest@mgi ndo os destacaria enquanto

predicadog”.

Surge neste panorama a pergunta pelo fundamentsedelhante
concepcao. E, para Benacerraf, este se esgotaéizadd que se duas classes
possuem 0 mesmo namero de membros, entdo provavelmastird uma classe
superior que as contém em virtude didtdma ressalva é destinada ao termo
provavelmenteue ai é utilizado, pois, para ele, esta tesea\d®iacordo com a
teoria que se pretende desenvolver, consideranddes®ia dos tiposcomo um
exemplo que escaparia dessa “armadilha concelfugle também afirma que “a
existéncia dos paradoxos é uma boa razao para ag€gezessete” este univoco
papel de designacdo da classe de todas as classedezessete membro%”

concluindo que ““dezessete” nfoecisaser considerado um predicado de classes,
e que ndo ha, similarmente, nenhuma necessidadseengar o nimero 3 como

o conjunto de todas as tripld%”Delineando a sua conclusdo de maneira ainda
mais precisa, Benacerraf pensa que ndo se enamtseu horizonte conceitual
negar queser uma classe que contém trés memiérasn predicado de classes,
pois ndo é esta a orientagdo de seu artigo. O qua argumentacao estabelece é
que nao existe umanicadefinicdo de nimeros que, a excec¢do de todas s put

se constitua coma verdadeira Afinal,

“se 0s numeros sdo conjuntos, entdo eles deveoosgmtos particularespois

todo conjunto é algum conjunto particular. Mas seimero 3 € realmente um
conjunto adnvés de outro, deve ser possivel oferecer algaz@orforgcosa para

se pensar assim; po#s posicdo de que isto é uma verdade desconhecida é
dificilmente sustentavel. [...] Se tudo isto € iegmindivel, entdo ha pouco a

concluir a excegdo de que qualquer aspecto de bordagem que identifique o

%5 Afirma Benacerraf gue a expressdo “Ha 17 leGegawdgico” seria interpretada da seguinte
maneira: fx;) ... @X17) (L A LX A oA LXg7A X3 EXo A Xy E X3 A o AXge E X7 A (Y) (LY — (Y =X
VYy=X,V ..VYy=x3). “O Unico predicado que permanecé&&o no zoologico“dezesseteda

lugar a numerosos quantificadores, fun¢des de derdeariaveis, e ocorréncias de “=", sem o
gual, obviamente, alguém desejaria considerar tamdstes como predicados de classaEng
p. 61).

% Poder-se-ia efetuar uma analogia com a argumeng@ealatdo em seu didlogarménides
especialmente no momento de formulacdo do clagsatdlema dderceiro homem

" Oswaldo Chateaubriand considera que “a teoria tijms de Russell foi uma das mais
significativas contribuicdes a légica no séculoteir...] E embora a teoria tenha se complicado
bastante, em virtude das distin¢gdes predicatidas¢ &ima das verdadeiras fundacdes da logica
moderna” (CHATEAUBRIAND 2005, p. 210).

8 BENACERRAF 1965, p. 61.

> |bidem
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ndmero 3 com um conjunto € uma abordagem supéri@ague entdo 3, e seus
companheiros numéricos, ndo podem absolutamentesimntos®.

Se tratados adequadamente, os problemas filoséfijces este artigo
tangencia originariam as mais profundas analisexeituais. Benacerraf, no
entanto, procurard esbocar um desenvolvimento padiscussdo apengsor
contraste isto é, a parteositiva de seu artigo permanecera em um ambito
sugestivo Para isso, ele destaca como seu objetivo oferao@ simples
plausibilidadea tese concluida na secao precedente, a quaklkestalb ques
nameros nao sao conjuntdSuas sugestdes, deste modo, organizam-se em torno
dos seguintes conceitos: em primeiro lugar, addatidade na sequéncia, os de
explicacdo e reducdq e, por fim, os denumerose objetos Desta forma,
acompanharei a partir de agora a maneira pela syzd palavras conduzem a
consideragcao de Charles Parsons, que em seu artigoStructuralist View of
Mathematics Objetcs” afirma que as notas de Berafcéreivindicam um

programa estruturalista, apesar de ele ndo se comeper com istd™.

Ao longo de sua argumentacdo, Benacerraf tratolexgeessdes que
identificavam termos numéricos com termos conjtinds, isto €, expressdes da
forma “n = §’. Considerou, junto de Frege, que estas express@s sempre
significativas, bem como que a tarefa filosoficangistia em verificar quais 0s
casos em que a identidade se apresentava verdaedgii@s 0s casos em que ela
seria falsa. Aparentemente, sua conclusao era aples tseriam falsas. Uma
observacdo minuciosa, contudo, verifica imediatdamanexisténcia de diversas
maneiras de se efetuar semelhante expressao diladien devido ao fato de que
sao diversos 0s “conjuntos” com 0s quais se ideatif uma expressao numerica.
Assim, este conjunto poderia ser uma expressaunéiia (algo como 2= 327),
uma expressao que designa um numero de maneiratan¢hlgo semelhante a “o
namero de canetas sobre minha mesa = 11”), ou ,aimda expressdo que em
nada se pareca com as duas precedentes (tal ¢§frio}}} =3” ou “Jalio César
= 0”). Cada uma destas expressfes demanda paresinalise singular, pois séo
diferentes os principios que estabelecerédo tamstoaasignificacdo, quanto o seu

valor de verdade.

1dem p. 62.
®1 PARSONS 1990, p. 339 [Nt. 10].
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Revisitando a maneira pela qual se efetua a traddgdinguagem usual
para a linguagentogicista de Ernie e Johnny, nota-se que, para eles, faz-se

necessario

“(1) oferecer defini¢cbes de “1”, “nimero”, e “suses’, e “+”, e “X”, e assim por
diante, em base das quais as leis da aritméticeaposer derivadas”; e (Il)
explicar os uso%extra-matematicos” dos numeros, sendo o prin@pabntagem
— introduzindo assim o conceito dardinalidadee nimero cardinai®,

Estes dois requerimentos, quando tratados sobreafde principios, garantem de
maneira efetiva a significacdo das duas primedtastificacdes indicadas, isto é, a
identificagdo entre um ndmero e uma expressao éitay e a identificacdo entre
um numero e uma expressao que o designe de mankieta. Benacerraf afirma
que a pesquisa de Frege acercavededadeira natureza dos numeros almeja
oferecer um critério interessante para as ideatgfies do ultimo tipo, de tal
maneira que se possa determinar categoricameni@efias a significacdo destas
sentencas, como também o seu valor de verdadeerliddde, afinal, seria uma
das mais fortes relagcdes logicas, e, enquantpriatjsaria estar determinada para
quaisquer pares de nomes (ou descricdes) da lirgyagstejam eles descrevendo

0 mesmo objeto ou ndo.

A proposta de Benacerraf constitui-se, entdo, egacdo da tese que
afirma serem significativos todos os enunciadogddatidade. A identidade, em
sua visao, apenas faz sentido em contextos nos csieéjam explicitas as
condicbes de identificacddSe uma expressdo da forma = y’ possui um
sentido, isto ocorre apenas em contextos nos gatisclaro que ambasgey, sédo
de algum tipo ou categori@”®®. A fim de ilustrar sua tese, ele oferece um
interessante exemplo: imagine guey sédo dois postes e ga&w sdo numeros.
Se nés sabemos quee y sdo postes, podemos questionar se ele® sdesmo
poste determinando a resposta para esta pergunta ia garsua cor, de sua
massa, de sua posicdo no espaco etc.; do mesmq seodds sabemos grne w
sao nuameros, podemos questionar se ele s&@smanumerq isto €, se eles
possuem as mesmas propriedades numéricas (se &8 frapares, primos,
maiores do que 17 etc.). “Mas, assim como nao podendividuar um poste em

2 BENACERRAF 1965, p. 54.
% 1dem p. 64.
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termos destas propriedades, ndo podemos individmanimero em termos de
massa, cor ou propriedades similares. O que detaralguma coisa como um
poste particularpode ndo determind-la como umimero particulat®®. Afinal,
“questbes de identidade contém a pressuposicado we a “entidades”
investigadas pertencem ambas a alguma categoré. @esta pressuposicado €
normalmente carregada pelo contexto ou pela tést@mé, em um contexto mais

sistematico)®®.

Uma maneira diferente de se pensar esta tese pgrizcunverté-la e
apresenta-la sob o seguinte viém ente se constitui enquanto tal por depender
de uma teoria ou de uma categoria especificaartir dai, duas sédo as conclusdes
possiveis: ou a relacdo de identidade € precisanpre determina a uniformidade
do objeto, como apregoava Frege, ou ela € ambiguwepende de uma
compreensao da verdadeira natureza dos objeto® segaplica. Determinar a
uniformidade do objeto, no entanto, ndo significtedminar o objeto, pois
“(contra Frege) a nocdo dmbjeto varia de teoria para teoria, de categoria para
categoria®®. Esta modificacdo proposta por Benacerraf almegagivar a relacéo
de identidade como uma relagédo l6gica geral amicavquaisquer contextos
particulares bem definidos, isto €, a quaisquetestos nos quais a nogdo de
objeto seja univoca. Desta forma, “a Logica continuas®rvista como a mais
geral das disciplinas, aplicavel da mesma maneairagealquer teoria dada. Ela
permanece como a ferramenta aplicavel a todassampliias e teorias, residindo
a diferenca no fato de que é reservado para gliieciou teoria determinar o que
contard comambjeto ou individud'®’. Apés algumas consideracées finais acerca
desta nocdo, como o caso das senteimt@ssionais Benacerraf parte para uma

discusséo breve acerca dos conceitosxpécacaoe reducéo

Ao possuir no horizonte a concluséo adquirida nal fde segunda sec¢ao
de seu artigo, seja esta a tese deaguelmeros nao podem ser conjuntos devido
ao fato de ndo podermos determinar qual conjurés etalmente séad@enacerraf

decide esquadrinhar brevemente duas atividadesioedslas a posicdo que

% |dem p. 65.
% |bidem
% 1dem p. 66.
®7 |bidem
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afirma serem os numeros conjuntos, sejam etaplicacdoe areducédo Para ele,
quando um filésofo insere em sua explanacdo umeersgm da forma “3 =
{{{O0}}}", ndo necessariamente ele estd incorrendo no mesrmdaddentificado
em Frege. Existiria, afinal, “uma diferenca erdisserir que 3€ o conjunto de
todas as triplas Eentificar 3 com este conjunto, pois o ultimo pode ser fedo
contexto de alguma explicac4d”Esta diferenca faz-se presente no momento em
que aidentificacdoapenas sugere um substituto explanatorio paraioenos, e
ndo apregoa aquilo que eleslmentesdo. Esta simples distingdo enteeluzir,

isto é,descobriro que os numeragalmente sdoe explicar, ou sejajdentificar

0S humeros com algum outro conceito para fins a@eezh, por exemplo, faz com
gue Benacerraf retome a epigrafe de Richard Magtia,diferencia os interesses
manifestados por um matematico daqueles manifestado um filosofo. Este,
afirma ele, deseja conhecenaturezados objetos com o qual trabalha, enquanto
para aquele bastaria o conhecimento das estrut@msjuais 0s objetos estédo
inseridos. Com esta simples distin¢gdo conceituahaBerraf avanca em direcdo a

suaconclusdo: niameros e objetos

A concluséo do texto retoma (e amplia) a tese aldml final da segunda
secao, na qual se exp0s o dilema conceitual eafterior um projetdogicista
Afirmou-se ali quens numeros ndo podem ser conjurdesido ao fato de que, se
eles assim os forem, deverdo existir argumentos garos determinar, € como
estes argumentos ndo se encontram disponiveisidésagpermanece infundada.
Para ampliar esta tese, Benacerraf retoma um pensarde Quine veiculado na
primeira sessao de seu artigo, no momento em quefetgava a traducdo da
linguagem comum para a linguagem de Ernie e JohBEsye pensamento
procurava argumentar em favor do fato de que gealgistema que formasse
uma progressao recursiva constituia-se adequadem @acaracterizacdo dos
nameros, ou seja, seriam desnecessarias consideragf@tuadas sobre a
cardinalidadenumérica. Considerava-se como fundamental, portamenas as
condicbes que sdo atribuidas a relacdo que orgasieasistema, e ndo aquelas
que se atribuem aabjetosque o preenche. “Apresentando de maneira diferente

0 que qualquer sequéncia recursiva sugere € qugecégmportante ndo é a

% dem p. 67-68.
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individualidade de cada elemento, mas a estrutura gles exibem em

conjunto™®

, afinal, “os objetos ndo desempenham o papel dos numeros de
maneira singular; ou o sistema inteiro o desempemhaada o faZ’. Esta
extensdo almeja determinar, entdo, que se 0s nBmém podem ser conjuntos,
devido aos argumentos apresentados, eles tambépodém ser objetos, pois, tal
como aqueles, ndo existiria nenhuma razao paras Sdeatificar com este ou

aguele objeto em patrticular.

Prosseguindo em seus comentarios sugestivos, Beafaafirma que o
gue se pretende caracterizar quando se oferece etenndnado conjunto de
propriedades € umastrutura abstrata e ndo umaindividualidade cardinal
qualquer, residindo a distingdo entre ambas “no dat que os “elementos” desta
estrutura ndo possuem outras propriedades aléneldagqgue os relacionam com
outros “elementos” desta mesma estrutlfra’Assim, de acordo com sua
concepcdao, a individuacdo de um numero indepenaente da estrutura na qual
ele se encontra imerso é impossivel, psierd nimero 3 ndo € nem mais nem
menos do que ser precedido por 2, 1, e possiveinferd ser sucedido por 4, 5, e
assim por diante. [..Qualquerobjeto podedesempenhar o papde 3; isto €,
qualquer objeto pode ser o terceiro elemento emn@gprogressad® Estas
consideracfes o permitem eliminar a pretensdo @eagaritmética seja uma
disciplina que trate de objetos particulares, eol gde sua definicho como “a
ciéncia que elabora a estrutura abstrata que tasiggogressbes possuem em
comum meramente em virtude de serem progressoed’ pesquisa pela
referéncia singular dos termos numeéricos seriataptir, uma pesquisa sem
sentido, pois “a teoria dos numeros € a elabordedgpropriedades dedasas
estruturas que possuem o mesmo tipo de ordem daosros. [...] Apenas quando
estamos considerando uma sequéncia particular senun, ndo 0s nimeros, mas
da estrutura dos numerpsomeca a fazer algum sentido a questdo sobre qual

elemento &, onorresponde a0 nimero 3",

9 1dem p. 69.
Olbidem
1dem p. 70.
2 |bidem
"% |bidem
1dem p. 71.
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Esta visdo de Benacerraf sugere uma espécie dealfemmo, cujas
fronteiras devem ser firmemente delimitadas comntencdo de se evitar
radicalismos. Em linhas gerais, continuaria sendgado que 0s termos

numericos sdo apenas nomes de objetos independeanqies

“a sequéncia dos termos numéricos € apenas iss@-sequéncia de palavras ou
expressdes com certas propriedades. Nao existentiplos de coisas, numeros e
termos numéricos, mas apenas um, 0s termos elanamedluitas linguagens
contém semelhante sequéncia, e qualquer sequéssim gdde termos ou
palavras) servird aos mesmos propdésitos para @s s temos a nossa, que é
acrescida da recursividade em seu aspecto relevidatecontagem, nés nao
correlacionamos conjuntos com segmentos iniciassradoneros como entidades
extralinglisticas, mas correlacionamos conjuntaa o8 segmentos iniciais da
sequéncia dogrmosnumeéricos. A idéia central € que esta sequénciasiva é
um tipo de jarda a qual ndés usamos para medir otwgu Questbes sobre a
identificacdo da referéncia dos termos numéricogmeser abandonadas como
malformadas da mesma maneira que as questdesosoterentes das partes de
uma regra devem ser vistas como malformadas.Nad se pode dizer qual
ndamero uma expressao particular representa serofegrtida a sequéncia da
qual ele constitui uma parte. Sera entdo a pagtsall lugar em tal sequéncia —
isto é, de sua relacdo com os outros membros de&€seiq,e das regras que
governam o uso da sequéncia na contagemque serd derivada sua

individualidade™.

Benacerraf ndo prossegue na delimitagdo deste lismma Apenas sugere que as
operagbes aritméticas elementares continuariam racampreendidas como
operacdes cardinails em pequenos conjuntos, e gag extensdes seriam
interpretadas comprojecfesdesta “aritmética cardinal” (através de funcdes de
verdade, quantificadores e regras recursivas gaoperacoes). Para finalizar seu
artigo, efetua-se um breve retorno as figuras dekr Johnny, afinal, o problema
de sua educac¢éo ndo possuiria uma origetematicapois ndo ha uma diferenca
significativa entre o que estas criancas sabeng@ecas pessoas comuns sabem,
mas uma natureZdosofica pois seus dilemas conceituais se originariamrégr pa
dareduc&o dos numeros aos objetos I6gi@de seu consequiente afastamento da
nocao deestruturas abstratas

S1dem p. 71-72.
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