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3
Modelagem Matematica

O objetivo desta dissertacao, é estabelecer restrigoes ao comportamento
estatistico das parcelas individuais de interferéncias externas presentes em
um enlace de comunicagoes, de modo a garantir que, independentemente das
caracteristicas especificas do sistema interferente considerado, as condigoes de
desempenho em (2-1) sejam satisfeitas. Como a ocorréncia de interferéncias
esta estreitamente relacionada com a degradacao y devida as mesmas, define-se
inicialmente, neste capitulo, um problema de otimizacao com restri¢oes, cuja
solucao permite estabelecer as restricoes a serem impostas ao comportamento
estatistico da degradacao y devida as parcelas individuais de interferéncias
externas de forma que as condi¢oes em (2-1) sejam atendidas. As restrigoes
a serem impostas ao comportamento estatistico das parcelas individuais de
interferéncias podem ser obtidas, conforme serd mostrado na Secao 3.1, a

partir das restri¢oes impostas a degradacgao y.

As segoes que se seguem abordam o relacionamento entre os comporta-
mentos estatisticos das parcelas individuas de interferéncia e da degradacao
devida a interferéncias, a fungao objetivo, e as restricoes correspondentes ao

problema de otimizacao a ser solucionado.

3.1
Relacionamento entre os comportamentos estatisticos das parcelas de
interferéncias e da degradacao devida a interferéncias

A razao interferéncia agregada-ruido térmico num sistema de comu-

nicacoes sujeita a K parcelas de interferéncia externas, se escreve:

NI 1)

k=1

onde i representa a interferéncia total presente no sistema, 7, representa

cada uma das parcelas de interferéncia externa presentes no sistema, K repre-
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senta o numero total de interferéncias externas e NV representa o ruido térmico.

Esta interferéncia agregada provoca um fator de degradacao u do sinal

transmitido em um enlace de comunicag¢ao, denotado por

(3-2)

onde ¢ é a poténcia do sinal interferente (em Watts) e B é a de banda de
frequéncias (em Hz) considerada, e consequentemente, a razao i/ B representa

o nivel espectral da interferéncia.

Reescrevendo (3-2), tem-se,

l
BN,

u=1+

ou ainda,

i
= 1+ —= 3-4
u ty (3-4)
onde u representa o fator de degradagao da razao E,/Ny devido a inter-

feréncias, e N = BN, é a poténcia de ruido térmico.

A partir de (3-4) tem-se

% —u—1 (3-5)
que representa a relagao entre a razao poténcia interferente-ruido térmico i/N e
o fator de degradacao u devido as interferéncias externas. Este relacionamento
permite obter as restricoes a serem impostas ao comportamento estatistico da
razao interferéncia - ruido térmico, a partir das restricoes impostas ao fator

de degradacao wu.

Considerando-se (3-4) tem-se que a relagao entre as fungoes densidade

de probabilidade da razao i/N e do fator de degradacao u é dada por,

pulU) = 12 —p. (U -1) (3-6)

2|~


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0921405/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0921405/CA

Capitulo 3. Modelagem Matematica 21

Note que se as parcelas de interferéncia externa sao estatisticamente
independentes, é possivel obter a fungao densidade de probabilidade da razao
i/N a partir das fungoes densidade de probabilidade das parcelas individuais

de interferéncia utilizando-se a relacgao:

pi(V)=pa(V)xpyu(V)*-xpy (V) (3-7)

% N N
Neste ponto vale lembrar que a degradacao y definida no capitulo anterior

refere-se a degradacao devida a interferéncias externas, expressa em dB, assim,

y = 10log(u) (3-8)
e conseqientemente,
pu(U)
Py( ) = |1(]loge (3_9)

U | U=10Y/10
obtendo-se finalmente

_ 10Y/10pu(10Y/10)
10loge

py(Y) (3-10)

onde e representa o nimero de Neper (e = 2, 71828).

3.2
Definicao das restricoes do problema

Conforme mencionado anteriormente, considera-se, nesta dissertacao,
que os modelos para a caracterizagao da degradagao x devida a chuvas sao

conhecidos.

Para o célculo da degradagao y da razao E,/Ny, devida as interferéncias
causadas por outros sistemas, as parcelas individuais de interferéncia sao

representadas parametricamente, assumindo as seguintes hipoteses:

S parcelas mmdividuas de 1nterierenclas g Sao l1mitadas ao 1ntervalo
i) A las individ de interferéncias 75 /N sao limitad int 1
[Vmin> Vmax] .
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(ii) Permite-se a existéncia de uma probabilidade diferente de zero para
as interferéncias iguais a Vi, € Vs, ou seja, P(ix/N = Vi) e
P(ix/N = Vy4e) diferentes de zero.

(iii) No intervalo aberto (Viin, Vinaz), a funcao densidade de probabilidade
das interferéncias pi, (V) é continua e diferencidvel, e serd represen-

N
tada por uma expansao em série em uma base de fungoes ortonormais

continuas e diferencidveis no intervalo (Vi,in, Vinaz)-

De acordo com a Recomendacao S.1323 [11] estas hipdteses refletem o
comportamento tipico das interferéncias externas presentes em um sistema de
comunicacao e devidas as emissoes de outros sistemas que com ele comparti-
lham a mesma faixa de freqiiéncias. Sob estas hipdteses, a funcao densidade

de probabilidade p;, (V') pode ser escrita como
N

(V) =g 6(V = Viin) + g1 6(V — Vinaa) + Xn: a; ¢i(V) (3-11)

=1

pi

2

onde d(.) ¢ a fungdo impulso, {¢;(Y) , i = 1,...,n} é o conjunto de fungoes

ortonormais continuas e diferencidveis no intervalo (Vi,in, Vinaz) € {0, -, i1}

o conjunto de parametros utilizados para representar a fungao ps, (V). A Figura
N

3.1 ilustra a fungao densidade de probabilidade Pig (V).

n+1

Figura 3.1: Funcao densidade de probabilidade das parcelas individuais de
interferéncias externas
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Sabe-se de (3-7) que a funcao densidade de probabilidade da razao i/N
¢ dado por
V) (3-12)

P (V) =0y (V) % pig (V) -5

b

o procedimento para calcular esta funcao densidade de probabilidade, quando

as fungoes densidade de probabilidade de ps, (V) tém a estrutura em (3-11) é
N

apresentado no apéndice D.

Considerando o resultado em (D-10), para o caso particular em que m = 1,
x = ix/N, x =1i/N, 0y = ap e 01 = a,41, obtém-se para a fun¢ao densidade
de probabilidade em (3-12)

(4]
p

2|~

K 1 [K—{] n
(V) = ZZ (?) [Z Qi(nt1) O(V — ’Yz)] * [Z a; (V)

1 =0 i=1

(3-13)
com Yo = Vipin € 71 = Vinae- Considerando a relagao entre as funcoes densidade
de probabilidade da razao i/N e do fator de degradagao u mostrada em (3-6),

tem-se.

n =3 (%) [2%1) (U~ 1 —m] : lz 6(U~1)
l= i=1

1 1=0

(3-14)

A partir de (3-10) e (3-14), a funcao densidade de probabilidade da

degradacao devida a interferéncias expressa em dB, se escreve:

K [K—1]

py(Y) = Z ([6() [Z Oéi(n+1)5<1oy/10 —-1- %)]

=1
(3-15)
10Y/10

n g
i $:(107710 — 1
i [;a Pl ) 10loge

Observe que a expressao p,(Y') é complicada. Para facilitar o entendi-
mento do modelo proposto, a Secao 3.2.1 apresenta o modelo para o caso
particular em que existe apenas uma parcela de interferéncia (K = 1). Este
caso particular possibilitara ainda uma comparacgao entre os resultados obtidos
utilizando-se o modelo apresentado em [12] para a obtengao de méscaras de

interferéncia agregada e o modelo aqui proposto para a obtencao de mascaras
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de interferéncia de entrada unica.

Embora a expressao em (3-15) seja valida para K parcelas, o modelo
apresentado se torna extremadamente complexo para K > 2. Assim, na
Secao 3.2.2 apresenta-se o modelo para o caso particular em que existem duas
parcelas de interferéncia (K = 2). Este caso particular possibilitard ainda uma
comparacao entre os resultados obtidos utilizando-se o modelo proposto neste
trabalho, e o método aproximado que foi utilizado em [12] para a obtengao de

mascaras de interferéncia tnica.

3.2.1
Caso particular em que existe apenas uma parcela de interferéncia (K=1)
Neste caso,
L_n (3-16)
N N

obtendo-se, a partir de (3-13) e lembrando que f(V)% = §(V), v = Viuin ©
7= Vmaz-

(V) = ao 0(V = Vinin) + i1 6(V = Vinaz) + Z a; ¢;i(V) (3-17)

i=1

P

2|

A funcao densidade de probabilidade do fator de degradacao u, obtida a
partir de (3-14), é dada por

Pu(U) = g 5(U = 1= Viin) + 1 6(U = 1= Vi) + Y 0y ¢5(U — 1) (3-18)
=1

esta funcao densidade de probabilidade ¢ ilustrada na figura 3.2.
Considerando-se (3-15), a degradacao devida a interferéncias externas

expressa em dB, se escreve:

py(Y) = Qo 6<Y - Ymm) + Qpy1 5(Y - Ymax) + Zn: Q; w@<Y) (3—19)

i=1

onde

Yyin = 1010g(Vinin + 1) (3-20)
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n+1

Figura 3.2: Funcao densidade de probabilidade do fator de degradacao devido
a interferéncias externas

Yinae = 1010g(Viae + 1) (3-21)
e
10Y/10¢i(10Y/10 _ 1)
(YY) = 3-22
i(Y) 10loge (3-22)
Em (3-22), {¢;,i = 1,..., N} é o conjunto de fungdes ortonormais continuas

e diferenciaveis que foi utilizado para representar a funcao densidade de
probabilidade de u em (3-18). A funcao densidade de probabilidade em (3-19)

é ilustrada na figura 3.3.

Note que, como

Vimaz
/ po (V) dV =1, (3-23)

Vmin

=z~

¢ possivel expressar o valor do parametro a,,; como fungao dos demais

parametros {ag, a1, ..., a,}. Tem-se assim,

Opt1 = 1-— Qg — Z a;C; (3—24)

=1
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(o))

n+1

min max

Figura 3.3: Funcao densidade de probabilidade da degradacao devida a inter-
feréncias externas em dB

onde

Vmaac

ci:/ o;(V)dv 5 i=1,2,....n (3-25)
Vmin

Conseqiientemente, p,(Y') pode ser escrita como funcao dos n + 1 primeiros

parametros {ay, ..., @, }, obtendo-se de (3-19),

py(Y)=06(Y = Yinaw) + @0 [6(Y = Yinin) — 0(Y — Vinaw)]

y 3-26
D 0 [(Y) = (Y — Vi) (3-26)

com os coeficientes ¢; dados por (3-25).
No capitulo anterior verificamos que as restrigbes a serem impostas a

degradacao total z devida a ocorréncia de chuva e interferéncia (z = x + y),

podem ser expressas por

P(z>Z;)<p; ; 7=12,....m (3-27)
onde {Z; , j = 1,..,m} sdo valores de degradacdo total associados aos
niveis pré-estabelecidos {(Ey/No); , j = 1,..,m} através de (2-10) e
{p; , 7 = 1,...,m} sdo probabilidades correspondentes a percentagens de

tempo pré-fixadas.

Verificou-se também que, no caso particular em que as variaveis aleatorias
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x e y sao estatisticamente independentes, a funcao distribuicao de probabili-

dade de z é dado por

F(Z) = py(Z) x Fo(2) (3-28)
o que, considerando-se (3-26), se escreve
FZ(Z) - Fr(Z - Ymar) + Qg [F:c(Z - szn) - Fm<Z - Ymax)]
+ Z Q; [M’L(Z> — G Fx(Z - Ymax)] (3—29)
i=1

onde

Mi(Z) = ¥i(Z) * Fo(Z) (3-30)

Por outro lado, as desigualdades em (3-27) podem ser expressas como

com os valores {F,(Z;) ; j=1,2,...,m} obtidos a partir de (3-29), ou seja,
Fz(Zj> = Fa:<Zj — Yinaz) + 0 [Fm(Zj — Yinin) — Fx(Zj ~ Yinaz)]
+ Y i [MA(Z)) = ¢ Fo(Zy = Yopaa)] 5 5 = 1,2,...,m (3-32)
i=1

onde

M(Z;) = i(Z) % Fy(Z) D j=1,2...om , i=12,....,n (333)

Z=7;

Em notacao mais compacta, (3-32) se escreve

F.Z)=f""+k a ; j=1,2,....m (3-34)

onde
f]max - F;t(Z] - Ymax) y )= 1727 , M 3_35)
a = (a o o)’ (3-36)
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kj = mj — fjm,a:cc (3-37)

co1m

c=(1c )" (3-38)

e{¢;;i=1, -+ n} dado por (3-25).Ainda em (3-37),

m; = (f M\(Z;) - MJ(Z))" 5 j=1,2,...,m  (3-39)

com {M;(Z;); i=1, --- n} dado por (3-33) e

f;m'” = Fu(Z; — Yoin) (3-40)

Observe que, como F,(Z;) é uma funcao distribuicao de probabilidade, tem-se

0<F.(Z)<1; j=12...m (3-41)

Por outro lado, as restrigdes em (3-31) impdem a condigao

F.Z)>1—p; ; j=1,2,....m (3-42)

Considerando (3-41) e (3-42),verifica-se que os valores { F,(Z;);j = 1,2,...,m}

devem satisfazer a condicao

ou ainda, considerando (3-34),

1_p]§f]max+k3“agl ; j:1a277ma (3_44)

ou, de outra forma,

l—p— " <kla<l—f"" ; j=12...m, (3-45)
Note que (3-45) caracteriza um conjunto inicial de 2m restrigoes para os

parametros oy, aq, . .., Q.

Para que p,(Y') tenha as caracteristicas préprias de uma funcao densidade

de probabilidade, restricoes adicionais tém que ser impostas aos parametros
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ap, aq, - . ., ap,. Tem-se, entao, considerando-se (3-19), as restrigoes
0<ay<1; 3-46)
0<ap <1 (3-47)

levando em conta (3-24), a restrigdo em (3-47) pode ser escrita como

OS ]_—O./()—ZO(Z‘CZ'S 1 (3-48)

i=1
0 que, em notagao matricial se escreve como

0<cla<l1 (3-49)
com a e ¢ dados respectivamente por (3-36) e (3-38).

Além disso, como p,(Y) > 0 para Y € (Yin, Yinas), tem-se, a partir de
(3-19),

> a0y (Y) 20, VY € (YininYinaa) 5 i=12,....n (3-50)
i=1
0 que, em notagao matricial se escreve como

V'YVa>0, YY € Ynmn, Yiaz) (3-51)

onde ¥(Y') é o vetor de dimensao (n+1) definido por
YY) = (0 (V) - ¢n(Y)) (3-52)

Assim, (3-46), (3-49) e (3-51) constituem um conjunto adicional de

restricoes a serem satisfeitas pelos parametros «ag, aq, . . ., .

A restri¢ao em (3-51) pode ser mais facilmente implementada no modelo
se o intervalo [Yiin,Ymae:| ¢ aproximado por um conjunto de N, pontos
igualmente espacgados, dadas por

Yk = len +k e

k=0,1,...,N,—1 3-53
Np—l 3 ) L sy 4 Vp ( )
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A restrigao em (3-51) é entao implementada através da inequagao
vla>0; k=0,1,...,N,—1 (3-54)

onde ¥, = ¥(Y}) com ¥(Y}) dado por (3-52).

Finalmente, o conjunto total de restricoes a serem satisfeitas pelos
parametros «q,aq,...,q,, no problema de otimizacao associado ao caso de

uma unica parcela de interferéncia é dado por

k]Toz > 1—pi—f"; j=12,....m (3-55)
Kla < 1— f/o ; J=1,2,...,m (3-56)
claa > 0 (3-57)
cla <1 (3-58)

ag > 0 (3-59)

o <1 (3-60)
U a > 0 ; k=0,1,...,N,— 1 (3-61)

com fI"* a,kj,c e Wy dados por (3-35), (3-36), (3-37), (3-38), e (3-52),

respectivamente.

Observe que, estas restrigoes definem um espago de solucoes viaveis dado

pela intersecgao de regioes limitadas por hiperplanos, sendo portanto, convexo.

3.2.2
Caso particular em que existem duas parcelas de interferéncia (K=2)
Neste caso,
7 i1 i
R -62
N NN (3-62)
Obtendo-se a partir de (3-7)
pi(V)=pu(V)*pi (V) (3-63)
N N
e, parametrizando i; e i3 da mesma forma, tem-se de (3-11),
P (V) = g 6(V = Vipin) + @1 0V = Viaa) + Zal o:(V) ; 1,2 (3-64)
N
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considerando (3-13), com Yo = Viuin, 71 = Vinae € lembrando que f(X)0 =

d(X), a funcao densidade de probabilidade da razao i/N se escreve, neste caso

particular

pi(V) = a0V = 2Viin) + a2 18V = 2Viaw) + 20000418(V = Vinin, — Vinaz)

2
N

+ 2&0 Z az(bz(v - szn) + 2an+1 Z az¢z(v - Vmam)

i=1 i=1

+ D> i di(V) * gu(V)) (3-65)

i=1 (=1

A funcao densidade de probabilidade do fator de degradacao u, obtida a
partir de (3-14), é entao dada por

pu(U) = agd(U — 1 — 2Vppin) + a2, 16(U — 1 — 2V000)
+ 2a0an+15(U —-1- Vmin - Vmax)

+ 2ayp Z ;i (U =1 = Viin) + 2041 Z a;pi(U =1 = Vipaz)
i=1 i=1

+ 3 i[gi(U — 1) % ¢o(U — 1)]

i=1 (=1

(3-66)
Esta funcao densidade de probabilidade é ilustrada na Figura 3.4.
p, )
(o) 2
1 (an+1)
A
2O'O O(n+1

V41 VoAV 4 41V

Figura 3.4: Funcao densidade de probabilidade da soma de duas parcelas
individuais de interferéncia

Considerando-se (3-15), a degradagao devida a interferéncias externas
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expressa em dB, Se escreve

py(Y) = 04(2)5(}/ - Yv2mm) + a721+16(Y - Yv?max) + 2a0an+15(y - Yminmax)

+ 29 Z a@p"" (V) + 2041 Z ah" (V)
=1

i=1

+ Z Z aaie(Y) (3-67)

i=1 (=1
onde
Yomin = 1010g(2Vnin + 1) (3-68)
Yomaz = 1010g(2V 00 + 1) (3-69)
Yminmax =10 log(vmzn + Vmax + ]-) (3_70)
A 10"7196; (10" — (Vinin + 1))
ey = 3-71
10Y7/19;(10Y/1° — (Vipao + 1))
maryy = 3-72
e
10Y/10[¢i(10Y/10 _ 1) % ¢€(1OY/10 _ 1)]
w(Y) = 3-73
Yie(Y) 10loge ( )
Em (3-73), {¢:,i = 1,..., N} é o conjunto de fungoes ortonormais con-

tinuas e diferenciaveis que foi utilizado para representar a funcao densidade
de probabilidade de pi, em (3-64). A densidade de probabilidade em (3-67) é
N

ilustrada na Figura 3.5.

Note que, como

o~

/ T (V) AV = 1, (3-74)

Vmin

Z|

é possivel expressar o valor do parametro «,; em (3-64) como fungao dos

demais parametros {ag, a1, ..., a,}. Tem-se assim,
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200 o

2min minmax 2max

Figura 3.5: Funcao densidade de probabilidade da degradacao devida a inter-
feréncia agregada de duas parcelas de interferéncia externa em dB

AOpt1 = 1— Qg — Z a,;C (3—75)
i=1
onde
Vmaz
ci:/ G(Y)YdY ; i=1,2,...,n (3-76)
Vmin

Conseqiientemente, p,(Y) pode ser escrita como funcdo dos n + 1

primeiros parametros {ay, ..., &, }, obtendo-se de (3-67),

py(Y)

5(Y - )/Qma;c) + 2040 [5(Y - Yminmam) - 5(Y - YVQmaa:)]
04(2) [5(Y - }/Qmax) + 5<Y - Yémzn) - 25(Y - Yminmax)]

+ o+

2O‘O Z ; [wlmzn(y) - CZ(S(Y - Yminmam) - w:naac(y) + 015(Y - Emax)]
=1

+ 2D [ (V) = (Y — Yamas)
i=1

n

+ > (YY) = et (V) = chi(Y) + ciced (Y = Yamar)
i=1 (=1

(3-77)

Como na secao anterior, se verifica que as restrigoes a serem impostas a
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degradacao total z devida a ocorréncia de chuva e interferéncia (z = = + y)

podem Ser expressas por

P(z>Z;))<p; ; 7=12,....m (3-78)
onde {Z; , j = 1,..,m} sdo valores de degradacao total associados aos
niveis pré-estabelecidos {(Ey/No); , j = 1,..,m} através de (2-10) e
{p; , j = 1,...,m} sdo probabilidades correspondentes a percentagens de

tempo pré-fixadas.

Considerando-se (3-28), tem-se de (3-77)

FZ<Z) = Fw(Z - Yr2ma:r) + 2050 [Fx(Z - Yminmaz) - Fx(Z - }/Qmax)]
+ Oég [Fx(Z - Bmam) + F:v(Z - )/me) - 2Fx(Z - Yminmax)]

+2a0 Yy [ M{"™(Z) = M"(Z)

i=1

- CiFr(Zj - Yminmam) + CiFm(Zj - Y2mam)]

) (3-79)
+23 i [M]"(Z) = ¢iFo(Z = Yama)]
+ Z Z a;[M(Z) — ;M (Z)
=1 (=1
— efM™(Z;) + cicoFo(Z; — Yomar)]
onde
MM (Z) = Y (Z) « F(Z) (3-80)
Mimax(Z) — ?,Dimax(Z) % FI(Z) (3—81)
My(Z) = u(2) x Fo(Z) (3-82)

com Y Z),pm*(Z) e y(Z) dados por (3-71),(3-72) e (3-73) respectiva-

mente.
Por outro lado, as desigualdades em (3-78) podem ser expressas como

P(Z>ZJ):]_—FZ<Z])SPJ g =1,2,...,m (3—83)
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com os valores {F,(Z;) ; j=1,2,...,m} obtidos a partir de (3-79), ou seja,

FZ<Z]> = Fac(Z] - Yémax) + 2O~/O[F133(Zj - Yminmax) - Fac(Z] - }/Qmax)]
+ O-/(Q)[Fa:(Z] - Yémax) + Fx(Z] - Yémzn) - 2Fz(Zj - Yminmaa})]

+200 Y as[M"(Z5) — M (Z))
=1
- Cin(Zj - Yminmax) + Cin(Zj - Yvaa:c)]
+2) i [M"*(Z) = ciFo(Z; = Yamas)]

=1

+ Z Z aiaZ[MiZ<Zj) - Cz‘Memax(Zj)

=1 (=1
_ CgMimax(Zj) + CiCZFz(Zj — Yzmax)]

onde

MM (Z;) = 7" (Z) * Fi(Z)

Z=7;

M (Z5) = " (2) * Fa(2)

Mio(Z;) = i Z) * Fro(Z)

Z=7;

Em notagdo mais compacta, (3-84) se escreve

F.(Z) =" +2qje+a’ Qa5 j=12....m
onde
ijma:v = Fx(Zj_%max) ; j:172a"'7m
T
a = (o a - ay)
e

(3-84)

..n (3-85)

..n (3-86)

n (3-87)

(3-88)

(3-91)
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com

my; = (Fo(Zj = Yoinmas) M7(Z5) - M7P5(Z;) 5 j=1,2,...,m

(3-92)
onde {M***(Z;); i =1, --- n} esta dado por (3-86) e
c = (1ep o)t (3-93)
com {¢;; i =1, --- n} dado por (3-76).
Em (3-88),
Fletl(7, —Y)  wTl
Qj = (3-94)
W, G;
onde
w; = my; — [Fo(Z; — YViinmaz) — f77]C (3-95)
com

oy = (M (Z)) = M (Z5) o M™(Z5) = MyP*(Z)))" 5 G=12,...m

(3-96)
onde {M/™"™(Z;); i =1, --- n} e {M™*(Z;); i =1, --- n} estao dados por
(3-85) e (3-86) respectivamente e

E=(c; ¢y - )" (3-97)

com {¢;; i =1, --- n} dado por (3-76).

Finalmente em (3-94), G; é uma matriz simétrica dada por:

G]’ = Mz (ZJ) + Cngijmax — CZ'MZnax(Zj) — C@Mimax(Zj) (3—98)

com c;, M"**(Z;), My(Z;) e f7™* dados por (3-76), (3-86), (3-87) e (3-89)

respectivamente, e
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Fi'NZ; = Y) = [ + Fo(Z; — Yamin) = 2Fo(Zj = Yoninmaz)  (3-99)
com Yoin, Yiinmaz € ijm‘”” dados por (3-68), (3-70) e (3-89) respectivamente.

Observe que, como F,(Z;) é uma funcao distribui¢do de probabilidade,

tem-se

0<F.(Z)<1; j=12...,m (3-100)

Por outro lado, as restrigoes em (3-78) impoem a condic¢ao

FAZ)>1-p; ; j=12,....m (3-101)

Considerando (3-100) e (3-101),verifica-se que os valores {F,(Z;) ; j =
1,2,...,m} devem satisfazer a condigao

1—p, <F(Z)<1: j=12...m (3-102)

ou ainda, considerando (3-88),

1—p; < fJQmax - 2q;Fa + aTQja <1; 7=12,...,m, (3-103)

Note que (3-103) caracteriza um conjunto inicial de 2m restrigoes Quadréticas

para os parametros ag, aq, . .., Q.

Para que pi, (V) tenha as caracteristicas proprias de uma funcao den-
N

sidade de probabilidade, restricoes adicionais tém que ser impostas aos

parametros g, o, . . ., ,. Tem-se, entao, considerando-se (3-64), as restrigoes
0<ay<1; (3-104)
0 <, <1; (3-105)

levando em conta (3-75), a restricdo em (3-105) pode ser escrita como

0<l-ag—» o<1 (3-106)

i=1

0 que, em notacao matricial se escreve como
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0<c’a<1 (3-107)

com a e ¢ dados respectivamente por (3-90) e (3-93).

Além disso, como pi, (V) > 0 para V' € (Viuin, Vinaz ), tem-se, a partir de
N
(3_64)7

S @ (V) 20, YV E Vinins Vinar) 3 i=12,...,n (3-108)
i=1
0 que, em notagao matricial se escreve como

"V)a>0, YV E Vmin Vinas) (3-109)

onde ®(V') é o vetor de dimensao (n+1) definido por
(V)= (0 ¢n(V) -+ 6a(V)) (3-110)

Assim, (3-104), (3-107) e (3-109) constituem um conjunto adicional de

restricoes a serem satisfeitas pelos parametros ag, aq, ..., Q.

A restrigao em (3-109) pode ser mais facilmente implementada no modelo
se o intervalo [Viin, Vinez] € aproximado por um conjunto de N, pontos
igualmente espacgados, dadas por

Vi :szn k e )
g L v—

kE=0,1,...,N,—1 (3-111)
A restrigao em (3-109) é entao implementada através da inequagao

®'a>0; k=0,1,...,N,—1 (3-112)
onde ®; = ®(V}) com ®(V}) dado por (3-110).

Finalmente, o conjunto total de restrigoes a serem satisfeitas pelos
parametros «q,aq,...,q,, no problema de otimizacao associado ao caso de

duas parcelas de interferéncia é dado por:
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e 42qia+a’ Qa > 1—p; 5 j=1,2,...,m  (3-113)
r 4 2qia+ o’ Qa <1 ci=1,2,...,m (3-114)
clae > 0 (3-115)

cla < 1 (3-116)

a > 0 (3-117)

a < 1 (3-118)

o 'a > 0; k=0,1,..,N,—1 (3-119)

com f2m% o qi,c,Q; e P dados por (3-89), (3-90), (3-91), (3-93), (3-94) e
f] J J

(3-110) respectivamente.

Pode ser facilmente verificado que

(i)
2" Qz <0 ; Va (3-120)

(i)

max(2q) a + a’ Qo) > 1 — f7m* (3-121)
sao condigoes suficientes para garantir a convexidade do espago de solugoes
viaveis.

3.3
Definicao da funcao objetivo

A definicao da funcao objetivo nesta dissertacao é feita visando aumentar
a possibilidade de ocorréncia de valores altos da razao ix/N.

Isto pode ser feito, por exemplo, ao se maximizar a probabilidade de
ocorréncia de valores de i /N em um subconjunto S do intervalo (Viin, Vinaz)-

Esta probabilidade se escreve como

Pir/N € 8) = /S Piuyw(V)AV (3-122)

ou, considerando (3-11),

P(iy/N € 8) = Zn:a /S &i(V)AV (3-123)

ou ainda, em notacao mas compacta
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P(ix/N € S) = d (3-124)

onde a é dado por (3-36) e d é o vetor de dimensao (n+1) definido por
d=(0dy,...d,)" (3-125)

onde

di:/qbi(V)dV ci=1,...,n (3-126)
S

Deseja-se entao maximizar a fungao objetivo

fla) = P(ix/N € S) =d" (3-127)

com d e a dados por (3-125) e (3-36), respectivamente.

3.4
Definicao do problema de otimizacao

A partir do conjunto de restrigoes estabelecidas na Segao 3.2 para os
parametros ag, aq, ..., «, da funcao Pig (V) e da fungao objetivo estabelecida
na Secao 3.3, pode-se definir um problema de otimizacao cuja solugao permite
estabelecer as restrigoes a serem impostas ao comportamento estatistico da
degradacao da razao E,/Ny devida a interferéncias externas, e também ao
comportamento estatistico das parcelas individuais de interferéncia, de modo

que as condigoes de desempenho em (2-11) sejam garantidas.

Dessa forma, os problemas de otimiza¢ao com restrigoes que permitem
estabelecer as condigoes a serem impostas ao comportamento estatistico das
parcelas individuais de interferéncia, de modo que as condigoes de desempenho

em (2-11) sejam satisfeitas, podem ser resumidos como:
Para o caso de apenas uma interferéncia (K = 1), definido na Se¢ao 3.2.1

max d’a (3-128)

(07
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sujeito a

o~

NS
e 0
IN IV

3]
~

Q

AV,

v

%)

IN

&%)

\IlkTa

a
Q
Y] IN
S = O = O =

. k=0,1,..,N,—1

com f** o, kj,c, Wy e d” dados por (3-35), (3-36), (3-37), (3-38), (3-52) e

(3-125), respectivamente.

Observe que o espago de solucoes vidveis é a interseccao de regides
limitadas por hiperplanos, sendo, portanto, convexo. Além disso, a funcao
objetivo é linear, sendo suas curvas de nivel hiperplanos perpendiculares ao
vetor d. Isto significa que a solugao do problema é um méaximo global e se

encontra na fronteira do espaco de solugoes vidveis.

Conforme mencionado anteriormente, as solugoes deste problema de
otimizacao permitem estabelecer as restricoes a serem impostas ao compor-
tamento estatistico das parcelas individuais de interferéncia, que neste caso
em particular é igual a um, e por tanto igual ao comportamento estatistico da
interferéncia agregada.

Para o caso de duas interferéncias (K = 2), definido na Segao 3.2.2

max d’a (3-129)

[e%

sujeito a

7 v2qiata’Qa > 1-p; 5 j=1,2,...,m
frr2qja+a’Qa < 1 j=1,2,...,m
claa > 0
ca <1
ap > 0
ap < 1
& a > 0: k=01, Ny —1
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com szmax, @,q;,c,Q;, ®y e d” dados por (3-89), (3-90), (3-91), (3-93),
(3-94), (3-110) e (3-125), respectivamente.

Como foi dito na Secao 3.2.2, as condigoes suficientes para garantir a
convexidade do espago de solugdes viaveis sao dadas por (3-120) e (3-121).
Além disso, a funcao objetivo € linear, sendo suas curvas de nivel hiperplanos
perpendiculares ao vetor d. Isto significa que a solucao do problema é um

maximo global e se encontra na fronteira do espago de solugoes viaveis.

Conforme mencionado anteriormente, e dito no caso anterior, as solucoes
deste problema de otimizagao permitem estabelecer as restricoes a serem im-
postas ao comportamento estatistico das parcelas individuais de interferéncia,
que neste caso em particular sao duas, limites a ser impostos ao comporta-
mento estatisticos da interferéncia agregada também pode ser calculada, desde
que a funcao densidade de probabilidade da interferéncia agregada é dado por

(3-7).
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