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6
O Espectro de um Operador Hiponormal

Comecamos esta dissertacao abordando os principais resultados relacio-
nados ao Problema do Subespaco Invariante. Apds uma vasta exposigao sobre
os teoremas que marcaram este assunto, concluimos que nosso problema conti-
nua aberto apenas para operadores definidos em espacos de Hilbert complexos
separaveis de dimensao infinita. Dai, consideramos classes de operadores conti-
das neste espaco e procuramos investigar o que poderiamos afirmar sobre as
mesmas. Verificamos que todos operadores normais, quasinormais e subnor-
mais (todos definidos em espagos de Hilbert complexo separaveis de dimensao
infinita) tém subespagcos invariantes nao-triviais. Entretanto, ainda nao existe
uma solugao para o caso hiponormal (e, portanto, para o caso normaldide). Isto
é, o Problema do Subespaco Invariante permanece em aberto para a classe dos
hiponormais (nao se sabe se todo operador hiponormal definido em H tem
subespago invariante nao-trivial).

Depois, discutimos problemas equivalentes. Chamamos a atencao de
que sao inumeras as questoes deste tipo, de maneira que algumas delas,
inclusive, geraram seus proprios ramos de pesquisa, como o caso da Algebra
Transitiva. Selecionamos trés reformulacoes que nos pareceram interessantes
sob determinado aspecto.

Apesar de tudo isso, a pergunta ”todo operador tem subespaco invariante
nao-trivial?” continua em aberto. O que mais podemos acrescentar? Podemos
dirigir a nossa atencao para uma classe de operadores. Por exemplo, para a
classe dos hiponormais (que contém as classes dos normais, quasinormais e
subnormais, onde o problema j& foi resolvido). A Desigualdade de Putnam
e o Teorema de S. Brown [6] sobre o espectro de operadores hiponormais
determinaram que um operador desta classe sem subespaco invariante nao-
trivial tem espectro mais do que patoldgico. Motivados por estas descobertas,
diversas pesquisas foram direcionadas nesse sentido, onde procurou-se listar as
propriedades desses espectros, e construir um conjunto que satisfizesse todas
elas, para assim verificar se existe algum operador cujo espectro satisfizesse a

esse conjunto de propriedades.
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O paragrafo anterior é um resumo do que vamos fazer agora. Primeiro
vamos estabelecer quais as caracteristicas do espectro de um operador hiponor-
mal, depois vamos construir um conjunto que se enquadra na patologia acima
(i.e., que pudesse ser o espectro de um operador hiponormal sem subespago
invariante nao-trivial), expondo como seria sua representagdo geométrica no

plano complexo.

6.1
Propriedades do Espectro de um Operador Hiponormal

Ao final do primeiro capitulo, deixamos claro que a teoria se encontra no

seguinte patamar:
Todo operador hiponormal em H tem subespaco invariante nao-trivial?

(lembre que H denota um espago de Hilbert complexo separdvel de dimensao
infinita).

Mesmo sem uma solu¢do definitiva, o teorema de S. Brown [6] e um
corolario da Desigualdade de Putnam estabelecem que a pergunta anterior tem
resposta afirmativa para "quase todo”operador hiponormal. Portanto, uma
investigacao mais profunda sobre o espectro desta classe pode trazer avancos
acerca dessa questao.

Antes de analisarmos as propriedades do espectro dos hiponormais, vale
ressaltar dois resultados mais gerais que relacionam este conjunto com o
Problema do Subespago Invariante. O Teorema da Decomposi¢cao de Riesz
estabelece que se existem o1, oy subconjuntos fechados nao-vazios de o(T),
tal que o1 U oy = o(T) para T € B[H], entdo T admite subespago invariante
nao-trivial. Apesar de importante, nosso interesse nao reside prépriamente no
Teorema da Decomposi¢ao de Riesz, e sim em uma consequéncia direta do

mesmo. Por ser muito técnica e longa, optamos por omitir sua demonstracao.

Teorema 6.1 (Teorema da Decomposicio de Riesz) Sejam T € um operador
em um espag¢o de Banach complezo H, e o(T) seu espectro. Se o1 e o9 Sdo
conjuntos fechados nao-vazios disjuntos em C, tal que o(T) = o1 U 09, entdo

T tem um par de subespacos invariantes nao-trivias complementares, digamos
My e My, com o(T|pm,) =01 e 0(T|pm,) = 02.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [20] p. 507.) O

Note que os conjuntos o; e o9, anteriormente definidos, formam uma

partigdo nao-trivial do espectro. Logo, neste caso o(T') é desconexo e, assim,
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o(T') ser conexo é uma condigao necessaria para T' nao ter subespago invariante
nao-trivial. Portanto, o Teorema da Decomposicao de Riesz nos permite

determinar um propriedade topoldgica do espectro.

Coroldrio 6.1 Se T € B[H| nao tem subespago invariante nao-trivial, entao

o(T) € conezo.

DEMONSTRAGAO: De fato, seja T' € B[H| um operador arbitrario e considere
o(T') seu espectro. Suponha que o(7") é desconexo, segue que existem subcon-

juntos fechados de o(7'), digamos o7 e 09, tal que

i) oy Uog = 0;
ii) o1 Noy = 0;

i) o1 # 0 e o9 # 0;

Dai, pelo Teorema da Decomposicao de Riesz, T tem subespaco inva-
riante nao-trivial. Portanto, se o(7") é desconexo, entdo T tem subespago
invariante nao-trivial. Equivalentemente, se 7' nao tem subespaco invariante

nao-trivial, entdo o(7") é conexo. [J

Considere X um espago topoldgico e xq, 1 dois elementos arbitrarios de

X. Um caminho de x(y para z; em X ¢é uma funcao continua,
§:[0,1] — X,

tal que 6(0) = x¢ e §(1) = x;. Um espago X é localmente conexo, se existe
um caminho 0 de xy para 1, para todo par (zg, 1) em X. Pode-se facilmente
verificar que todo conexo por caminhos é conexo (ver, e.g., [14] p. 90). Portanto,
o corolario anterior nos permite ter uma interpretacao geométrica sobre o
espectro de um operador sem subespaco invariante nao-trivial. Isto é, se
T € B[H| nao tem subespago invariante nao-trivial, entdo para quaisquer pares
de pontos em o(T), existe um caminho que "nao sai da figura”de o(T).
Ainda sem precisarmos de hipoteses adicionais, no que se refere a classe
de operadores, podemos mostrar que o espectro de um operador é apenas
espectro continuo, se ele nao admite subespaco invariante nao-trivial. Caso
contrario, o operador ou seu adjunto teriam autovalor, pois autoespacos sao

sempre subespagos invariantes nao-triviais para operadores nao escalares.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912939-CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912939-CA

Consideracdes sobre o Problema do Subespaco Invariante 76

Proposicao 6.1 Se T' € B[H]| ndao tem subespaco invariante nao-trivial,
entiao o(T) = oc(T).

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [22] p. 78.) Considere um operador 7' € B[H] sem
subespaco invariante nao-trivial. Suponha que 7" seja um operador escalar, isto
é, T'= al para algum o« € C. Dai, se M ¢é um subespacgo nao-trivial em H,
segue que M é invariante para T', contradi¢ao (lembre que 7" nao tem subespago
invariante nao-trivial por hipdtese). Logo, se T' ndo tem subespago invariante
nao-trivial, entao 7' ¢ um operador nao-escalar.

Note que N(AI —T') (o auto-espago de T') é um subespago invariante para
T. Como T nao admite subespago invariante nao-trivial, entao N(A\I — T') =
{0} ou N(AI —T) = H. Se T é nao escalar, entao N (A — T) # H. Assim,
N (A —T) = {0}, e, portanto, T’ nao possui autovalor. Equivalentemente, se
T é nao-escalar, entao op(T) = ().

Por outro lado, se T' nao tem subespaco invariante nao-trivial, entao T
nao tem subespago invariante nao-trivial (lembre que o complemento ortogonal
de um subespago invariante para 7' é um subespaco invariante para 7*). Como
T* é nao-escalar (pois T é nao-escalar), segue que N(A\ — T*) = {0} ou
N (A — T*) = H. Pelo mesmos argumentos utilizados para o caso onde T é
nao-escalar, podemos concluir que 7™ nao possui autovalor. Equivalentemente,
se T* é ndo-escalar, entao op(7*) = 0.

Portanto, como o¢(T') = o(T)\(op(T) U op(T*)*) (ver, e.g., [18] p. 77),
segue que o(T) = o¢(T). O

Por outro lado, o que ”"ganhamos”se T € B[H] for hiponormal? Dito
de maneira semelhante, quais sao as propriedades algébricas, geométricas,
topoldgicas ou analiticas de um espectro de um operador hiponormal que nao
tem subespagco invariante nao-trivial?

O teorema de Berger-Shaw relaciona um operador hiponormal com a
area de seu espectro. Um caso particular deste teorema (i.e., a Desigualdade
de Putnam) aliada ao resultado de S. Brown [6] (sobre o interior do espectro
de um operador hiponormal) estabelecem que a classe de operadores que
nao satisfazem estas duas hipdteses tém um espectro bastante patologico,
justificando assim seu destaque.

Seja T' € B[H]| arbitrario e considere Rat(o(7)) a élgebra de fungoes
racionais definidas em o(7"). Dizemos que 1" é multiciclico finito, se existe um

numero finito de vetores y1, ys, ..., ym € H, chamados vetores geradores, tal que
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H={f(T)y;:1<j<me feRat(c(T)), com pblos fora de o(T)}".

Se m ¢ finito e é o menor nimero de vetores geradores, entao dizemos que T é
m-multiciclico. Note que o conceito de vetor x € H ciclico para T apresentado
no Capitulo 1, é um caso particular da definicao acima, onde f é um polinomio,
logo racional.

Um conjunto é ortonormal, se para todo par de elementos {x,y} neste
conjunto temos que x Ly e ||z|| = ||y|| = 1. Se B C H é ortonormal e \/ B = H,
dizemos que B é uma base ortonormal em H. Um operador T € B[H] é classe

traco, se

Z (IT ey; €y) < 00,
yel
para alguma base ortonormal {e, },e-, onde |T'| = (T*T)z. Nesse caso, dizemos
que > . (|T]ey;e,) € o trago de T' (que nao depende da base ortogonal em
questao), denota-se tr(7T).
Os mesmos motivos que nos levaram a omitir a demonstracao do Teorema

da Decomposicao de Riesz se repetem para a prova do Teorema de Berger-
Shaw.

Teorema 6.2 (Teorema de Berger-Shaw) Se T € B[H] é um operador m-

multiciclico hiponormal, entao [T*,T] (isto é, [T*,T| =T*T —TT* € o auto-

comutador de T') é um operador classe trago e, além disso, tr{T*,T] < mn !

drea(o(T)).

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [9] p. 152.) O

Corolario 6.2 (Desigualdade de Putnam) Se T € B[H]| é um operador

hiponormal, entdo ||[T*,T)|| < 7 tdrea o(T).

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [9] p. 156.) Sejam 7' € B[H] um operador hi-

ponormal e y é um vetor fixo em H arbitrédrio, tal que |ly|]] < 1. Considere
K = V{r(T)y;r € Rat(c(T))}~, donde S = T'| é hiponormal (ver, e.g., [20]
pg. 502). Da,

(T Tly. ) = | Tyll” = I T*ylI* < 1SylI* = 15"y = (5™, Sly. v) -

Além disso, tem-se que

* * 2 * *
([S*, Sy, y) < |I1S* SIV2||" lwll* < II1S*, S]|| < tx[S*, S].
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Por outro lado, note que S é 1-multiciclico e hipornormal, donde pelo

Teorema de Berger-Shaw, tr[T*, 7] < 7! drea(c(T)), e, assim,

[, T < [[[S*, Sl < 7" drea(o(S5)) < " drea (0(T)).

Portanto, se T' € B[H] ¢ hiponormal, entao ||[T*,T]|| < 7 tarea o(T). O

Corolario 6.3 Todo operador hiponormal cujo espectro tem drea nula tem

subespaco invariante nao-trivial.

DEMONSTRAGAO: Seja T' € B[H] um operador hiponormal arbitrario, entao
|T*T — TT*|| < 7 '4rea o(T) (pela Desigualdade de Putnam). Se o espectro

de T tem &area nula, segue que

0<||T*T = TT*|| < 0= T*T —TT* =0 = T*T =TT,

isto é, T" é normal. Logo, T tem subespaco invariante nao-trivial. Como
T € B[H] é qualquer, vale para todo operador 7" em H cujo espectro tem area
nula. Portanto, todo operador hiponormal cujo espectro tem area nula tem

subespaco invariante nao-trivial. [

S. Brown [6] mostrou que um operador hiponormal T € B[H]| nao tem
subespaco invariante nao-trivial se a dlgebra de todas as funcoes continuas com
valores complexos C(o(T)) ¢é diferente de (Rat(o(T')))~. Como todo operador
hiponormal cujo espectro tem interior vazio satisfaz essa condig¢ao, entao
todo operador hiponormal cujo espectro tem interior nao-vazio tem subespaco
inwvariante ndo-trivial. A seguir enunciamos o resultado de S. Brown, no
entanto, nao demonstramos o mesmo, pois sua prova requer uma bagagem

tedrica maior do que a necessaria para esta dissertacgao.

Teorema 6.3 Todo operador hipornormal cujo espectro tem interior nao-vazio

tem subespaco invariante nao-trivial.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [6].) O

Dai, podemos reescrever nossa pergunta inicial da seguinte maneira:
"existe algum operador hiponormal cujo espectro seja apenas espectro
continuo, conexo, com area nao-nula e interior vazio?”

Dedicamos o restante dessa dissertagao para exibir um espectro com as

propriedades acima.
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6.2
A Figura de um Espectro

Suponha que existe um operador hiponormal sem subespaco invariante
nao-trivial. Neste caso, o espectro deste operador seria apenas espectro
continuo, com area nao-nula (medida planar de Lebesgue), interior vazio e
conexo. Assim, procura-se estabelecer, a partir das caracteristicas do espec-
tro de um hiponormal, uma solugao para a seguinte pergunta: sera que todo
operador hiponormal tem subespago invariante nao-trivial? Com o objetivo de
tentar responder essa questao, diversas outras propriedades foram determina-
das. Dentre elas, duas propriedades envolvendo a geometria do espectro no

plano complexo merecem destaque.

Proposigao 6.2 Se T' € B[H] é um operador hiponormal e o(T) C I', onde
I' é um circulo unitdrio no plano complexo, entao T' tem subespacgo invariante

nao-trivial.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [20] p. 506.) Seja T' € B[H] um operador
hiponormal e considere o(7T) C T', onde I' é um circulo unitdrio no plano

complexo. Se T' é hiponormal, em particular, T" é normaldide, donde
T[] = r(T) =1,

isto é, T' é uma contracao. Por outro lado, se o(T) C T, segue que 0 € p(T),
e, assim, T' € G[H]. Ora, se T € G[H] é hiponormal, entao T~! ¢ hiponormal
(ver, e.g, [20] p. 498). Além disso, se T' € G[H], entao o(T) ' = o(T~') =T
(ver, e.g., [20] p. 459). Portanto, ||T7!|| = 1, isto é, T~! é uma contragao.
Ora, sabe-se que se T € G[H] é hiponormal, tal que T e T~! sdao contragoes,
entao T é normal (ver, e.g., [20] p. 499). Em outras palavras, T' tem subespago

invariante nao-trivial. [J

Lema 6.1 Se T € B[H] é um operador hiponormal, entao oT e (I —T') sao

hiponormais, onde o € C.

DEMONSTRAGAO: De fato, seja T' € B[H] um operador hiponormal. Segue que,

(aT)*(aT) = (@T*)(aT) = |af> (T*T) < o> (TT*) = (aT)(aT)*,

para « € C arbitrario. Logo o' é um operador hiponormal para todo o € C.

Por outro lado,
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(I-Ty(I-T)=1P-TI1-IT-T*T < I*—IT*—IT+TT* = (I-T)(I-T)*.

Portanto, (I — 7T') é hiponormal. (J

Proposicao 6.3 Se T' € B[H] é um operador hiponormal e o(T) C R, entao

T tem subespago invariante nao-trivial.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [20] p. 507.) Seja T € B[H] é um operador
hiponormal, tal que o(T') € R. Note que todo operador auto-adjunto (i.e.,
T* = T) é normal. De fato, se T' é auto-adjunto, entao D = T*T — TT* =
TT — TT = 0 (lembre que T é normal se, e somente se, D = 0). Dai, se
T ¢é auto-adjunto, entao T tem subespaco invariante nao-trivial. Portanto,
para mostrarmos que um operador hiponormal com ¢(7") C R tem subespago
invariante nao-trivial, basta provarmos que ele é auto-adjunto.

Tome 0 # a € R arbitrario, segue que ai € p(T'). Além disso, como a
translagao pela identidade e a multiplicacao por um escalar de um operador
hiponormal é um operador hiponormal (Lema 6.1), entdo (ail — T) é um
operador hiponormal em . Por outro lado, sabe-se que se T' é um operador
hiponormal e X € p(T), entao (A —T)7| = sup,e,ry [A — u| ™t (ver, e.g.,
[20] p. 502). Dai,

al|(AM =T) YA =T)x|)> < o ||z|* + | Tz||* — 2Re(avia; Tx).
Assim 2aIm(Tz;z) < ||Tz|” e, portanto, Im(Tz;z) = 0. Equivalentemente,

T é auto-adjunto, logo T' tem subespaco invariante nao-trivial. [

A proxima proposicao resume as propriedades necessarias de um possivel
espectro de um operador hiponormal sem subespago invariante nao-trivial

(caso este operador exista).

Proposicao 6.4 Se existe T' hiponormal em H, tal que T nao tem subespaco

wmwvariante nao-trivial, entao o espectro de T tem as sequintes propriedades:

T) € conexo;

Q

a)
) o
) o

d) o(T) nao esta contido no disco unitdrio I' do plano complexo;

S

T) tem drea (isto é, medida planar de Lebesgue) nao-nula;

)

(
(
(
(

)
)

T) tem interior vazio;
)
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e) o(T) ndo esta contido na reta R;

Vamos entao construir um exemplo de um possivel espectro para o caso

de existir um operador hiponormal sem subespaco invariante nao-trivial.

Exemplo 6.1 Suponha que exista um operador hiponormal (em um espago
de Hilbert complexo separavel de dimensao infinita) sem subespaco invariante
nao-trivial. Seja C' um conjunto de Cantor na reta real, tal que C' = ), oy, Chn-
Note que para cada n > 1, C, é obtido de C,,_; removendo 2"~ ! subintervalos
abertos centrais de comprimento 3% Apesar de possuir interior vazio (ver, e.g.,
[20] p. 191), ¢é fécil verificar que o conjunto de Cantor ”tradicional” tem medida
planar de Lebesgue nula (logo, C' nao satisfaz as condigoes que procuramos).

De fato,

2i
u(Cn) =1 - 3T
i=0
Como C' =), ey, Cn, entao
1,1
C)=1--= =0.
MO =15 )

Portanto vamos substituir o conjunto C' por outro conjunto com caracteristicas

semelhantes.

a) Remova os subintervalos abertos centrais de comprimento 4% de cada

iteracao 277!, ao invés de remover subintervalos abertos centrais de

comprimento 3% Considere entdao a cole¢do {S,}nen, resultante dos

subconjuntos fechados do intervalo Sy = [0, 1]. Segue que

n—1 ;
2 1 1
M(S"):1_24i+1 =5 T o
i=0
¢é o comprimento de S, para cadan > 1. Se § = ﬂneNO Sy, entao

w(s) =3

isto é, S tem area nao-nula. Além disso, S tem interior vazio. A idéia da
demonstracao é a mesma daquela usada para provar que C' nao tem
interior vazio. Isto é, tome um ponto v € S e um ¢ > 0 qualquer.
Dai, pode-se verificar que existe um inteiro positivo n., tal que a bola
aberta B.(y) nao estd incluida em S, . Portanto, a bola aberta B.(7)

nao esta incluida em S (lembre que cada S, consite de 2" intervalos
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com comprimento 4%) Em outras palavras, v nao é ponto interior
de S. Apesar disso, S estd contido na reta R, e, portanto, nao é
um possivel candidato ao espectro de um operador hiponormal sem

subespago invariante nao-trivial (supondo que tal operador exista).

Por outro lado, seja f : [0,27] — I' (onde I" denota o circulo unitério
no plano complexo C) um mapa dado por f(0) = > = cos(270) +
isen(2m0), tal que 6 € [0,27]. Note que f é um homeomorfismo (isto
é, uma funcdo continua com inversa, também, continua) que leva um
segmento de reta no circulo unitdrio. Em particular, a imagem de S
sob f, denotada por f(S), é um conjunto de pontos pertencentes ao
circulo unitdrio no plano complexo C. Além disso, f(S) tem todas as
propriedades topoldgicas de S (lembre que uma propriedade topolégica
entre dois espacos métricos, digamos X e ), é uma propriedade de X
que é preservada sob um homeomorfismo em )) que nos interessam. Por
exemplo, pode-se verificar facilmente que f(S) nao é conexo (basta notar

que f(S) ndo é localmente conexo).

Vamos entdo ”construir’um conjunto conexo a partir de f(S). Fixe
0 € S qualquer, e considere Dy = {f(0) : tf(0),0 <t < 1,0 € S}
o segmento de reta entre a origem e f(f) inclusive (i.e., Dy é a reta
que une a origem a f(#)). Note que para 0y, 6, € S arbitrarios, tem-se
que Dy, U Dy, é conexo (pois existe uma fungao continua entre f(6;)
e f(62)). Ora, pode-se generalizar essa nocao para todo 6 € S. Seja
entao D = | Jyeg Dy 0 conjunto de todas as combinagoes lineares convexas
entre a origem e os pontos de f(S) inclusive. Segue que D é localmente
conexo (logo conexo) e nao estd contido no circulo unitério I'. Portanto,D
¢ um possivel candidato a espectro de um operador hiponormal sem
subespago invariante nao-trivial (supondo que tal operador exista), e,

assim, encerramos 1osso exemplo.

Como S é nao-contavel(ver, e.g., [20] p. 190), entao f(.S) também é nao-

contavel (pois cardinalidade é uma propriedade topolégica, veja, por exemplo

[20] p. 109). Portanto, o tinico meio de representar geometricamente D é através

de uma aproximacao. Dai, considere

D, ={f(0) :tf(0),0 <t <1, paracadaf € S,, S, €S}

para cada n > 0. Isto ¢, D, é o segmento de reta que une a origem a cada

ponto de f(S,) para cada n € Ny, tal que S, é a n-ésima iteragao de S. Donde,

D:ﬂID)n.
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Portanto, as figuras abaixo sao as representacoes geométricas das iteragoes que

aproximam D, paran =0, 1 e 2.

Figura 6.1: cantor iteragoes n =0 ,1 e 2

A medida que aumentamos o numero de iteragoes (i.e., aumentamos
n) o desenho da aproximagao do conjunto D passa a ficar semelhante. Em
outras palavras, a partir da quinta iteragao é dificil notar alguma diferenca
nas figuras. Para ilustrar isto, seguem abaixo as representacoes geométricas da
aproximacao de D para n = 5 e 15, respectivamente. Por outro lado, as duas
figuras abaixo deixam claro como seria o desenho de D no plano complexo

(i.e., uma série de "raios”ligando a origem aos pontos do circulo unitério).

Figura 6.2: cantor iteragoes n =5 e 15

Resumindo, o exemplo acima representa um possivel espectro para
um operador hiponormal (em um espago de Hilbert complexo separavel de
dimensao infinita) sem subespaco invariante nao-trivial, supondo que tal
operador exista. Em particular, esse espectro tem de satisfazer as seguintes

propriedades: ser conexo; ter medida planar de Lebesgue nao-nula; possuir
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interior vazio; nao pode estar contido no disco unitéario I' do plano complexo; e
nao pode estar contido na reta R. A idéia basica do exemplo anterior gira
em torno do conjunto de Cantor. Uma das variagoes deste conjunto (que
definimos por S) satisfaz diversas propriedades importantes, dentre elas ele
possui interior vazio e possui area nao-nula. Porém, S esta contido na reta R.
Por outro lado, considere f um homeomorfismo que leva um segmento de reta
no circulo unitdrio. A imagem de S sob f nao estd na reta (por construgao) e
tem interior vazio (lembre que interior vazio é preservado sob homeomorfismo).
Além disso, o mapa f "enrola” .S em torno do circulo unitdrio, entao f(S) (i.e.,
a imagem de f sob S) tem possivelmente medida planar de Lebesgue nao-nula.
No entanto, f(.5) nao é conexo. Ora, uma maneira de ”tornar” f(S) conexo seria
“tragar um raio”da origem a cada um dos pontos pertencentes a imagem de S
sob f. Em outras palavras, o conjunto de todos os segmentos de reta entre a
origem e cada f(6) € f(S) é conexo. Considere entao D tal conjunto, donde D
" parece” satisfazer quase todas propriedades listadas acima. Portanto, D é um
possivel candidato a espectro para um operador hipornormal sem subespaco
invariante nao-trivial (caso tal operador exista).

Finalmente, demonstramos que D ¢, de fato, um possivel conjunto para

nossos propositos.

Proposicao 6.5 Considere a notacao apresentada no exemplo anterior. O
conjunto D € conexo, tem interior vazio, medida planar de Lebesque nao-nula,

nao esta contido na reta e nem no circulo unitdrio I'.

DEMONSTRACAO: Com efeito, por construcao temos que D é conexo por
caminhos, logo conexo, D nao esta contido na reta e D ¢ I'. Vamos mostrar
que D tem interior vazio. Suponha por contradicao que D nao tem interior
vazio, entao existe um aberto U C D. Dal, existe um intervalo aberto Z em 6D,
tal que Z é a projegao de U sobre 6D, onde 6D é o bordo de D. Por outro lado,
f € um homeomorfismo, logo f é um homeomorfismo. Donde, S tem interior
vazio, entao 0D tem interior vazio, pois é propriedade topoldgica. Assim, nao
existe intervalo aberto em 6D, contradicao. Portanto, nao existe intervalo
aberto Z em dD, e, assim, nao existe aberto U em D. Equivalentemente, D
tem interior vazio. Agora, basta provar que D tem medida planar de Lebesgue
nao-nula. De fato, f::O fees rf(0)dodr = f::o mrdr = 5. Portanto, D é conexo,
tem interior vazio, medida planar de Lebesgue nao-nula, nao esta contido na

reta e nem no circulo unitério. O

Note que a proposicao acima nao garante que D é apenas espectro

continuo, apesar da Proposicao 6.1 estabelecer esta é uma propriedade ne-
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cessaria para qualquer operador nao ter subespago invariante nao-trivial. De
fato, estabelecer que D é apenas espectro continuo para algum operador hi-
ponormal 7" € B[H] exige que se construa tal operador, o que estd além do

objetivo desta dissertacao.
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