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5
Problemas Equivalentes - Parte ||

Agora, iremos continuar nossa investigacao sobre Problemas Equivalentes
ao Problema do Subespaco Invariante. Anteriormente, mencionamos trés re-
formulagoes: a técnica de Rota para modelos universais [39]; a abordagem
geométrica de Nordgren, Rosenthal e Radjavi [28]; e a teoria de Nagy-Foias
para contragoes [21]. J4 abordamos a primeira destas formulagdes, isto é, a
técnica de Rota para modelos universais. Neste capitulo, prosseguiremos enun-

ciando e provando as demais questoes.

5.1
Uma Abordagem Geométrica

Suponha que H possa ser decomposto como as somas diretas
H=K+L=M+N,

tal que IC, £, M, N sao subespacos de H.

Dali, surge o seguinte problema: sera que existem subespacos invariantes
nao-triviais Ko, Lo, Mg, Ny de K, £, M, N, respectivamente, com Ko+ Ly =
Mo + Ny?

Em [28], Nordgren, Radjavi e Rosenthal mostram o surpreendente re-
sultado que a questao anterior, envolvendo Geometria de espacos de Hilbert,
pode ser relacionada com o Problema do Subespaco Invariante. Equivalente-
mente, eles demonstram que dadas duas projecoes arbitrarias P : K — L e
Q : M — N, entao existem subespacos Ko, Lo , Mo, Ny de K, L, M e N,
respectivamente, tais que {0} # Ko+ Lo = Mo+ Ny # H se, e somente se,

existe um subespaco invariante nao-trivial comum para P e Q).
Teorema 5.1 Seja H um subespaco de Hilbert separdvel de dimensao infinita.
As afirmacgoes abairo sao equivalentes:

i) Todo operador tem subespaco invariante nao-trivial;

i) Cada par de operadores idempotentes em H tem um subespago invariante

nao-trivial em comum,;
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iii) Se H=K+ L =M+ N sdo duas decomposicoes de soma direta quais-
quer para H entao existem Ko, Lo, Mo, Ny subespacos de K,L, M, N,
respectivamente, tal que {0} # Ko + Lo = Mo+ Ny # H;

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [28].) Suponha que todo operador tem subespago
invariante nao-trivial (i.e., a afirmagdo (i) é verdadeira). Considere P e @
dois operadores idempotentes. Como todo operador tem subespaco invariante
nao-trivial, em particular, P tem subespaco invariante nao-trivial, digamos 9.

Agora, seja 7 = § + (I — P)QJ, donde T é subespago em H. Note que
P(8) = P(6) + P((I = P)Q(9)) = § + (P — P*)Q() = 4,

pois P é idempotente e  é P-invariante. Portanto, 7 ¢ P-invariante. Por outro
lado, como (I — P)Q(d) C 7, entdao Q(0) C 7 (pois PQ(d) C ). Dai, basta
mostrarmos que Q(I — P)Q(d) C 7. De fato,

QI — P)Q5 C Q%+ QPQ5 = Q5+ QPQS C Q5+ Q5 C 7.

Portanto, 7 é um subespaco invariante para P e para (), respectivamente. Em
outras palavras, (i) implica em (ii). Reciprocamente, suponha que cada par de
operadores idempotentes em H tem um subespaco invariante nao-trivial em

comum. Seja T' € B[H| um operador arbitrario e considere o par de operadores

T T I o
b= ([—T 1—T>6Q: (o 0)

em H, tal que 6 é um subespago invariante nao-trivial em comum entre eles

idempotentes

(para verificar que P é idempotente, veja, por exemplo, [28]). Se or(T') # 0,
entdo R(AM — T)~ # H para algum A\ € C (por definigdo). Logo, T' tem
subespago invariante nao-trivial. Daf, suponha que og(T) =0 (i.e., R(A —T)
é denso em H para todo A € C). Note que a algebra gerada por I, P e @

contém todos os operadores das formas,

T, 0 0 T 0 0
0 T,) \o o) \1—-T o)
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tal que cada T; é um polinomio em 7. Como ¢ é um subespago invariante em

comum para P e (), entao

0 =Q(d) @ (I = Q)(9).

Se Q(d) = H, segue que J contém todos os vetores da forma z & (I —T')y para
todo z,y € H, donde 6 = H & H. Analogamente, se (I — Q)0 = H, entdo §
contém todos os vetores da forma Tx @ y para todo z,y € H,e d = H D H.
Por outro lado, como § é nao-trivial, entao Q(d0) e (I — Q)(d) sdo subespagos
préprios de H. Portanto, Q(0) e (I — @Q)(d) sdo subespacos invariantes para
T, e como 0 é nao-trivial tem-se que pelo menos um desses dois subespacos
é nao-trivial. Em outras palavras, (ii) implica em (i). Por fim, a equivaléncia

entre (ii) e (iii) segue direto das defini¢oes. [J

Embora nao possua o mesmo apelo de outros problemas equivalentes,
como a técnica de Rota, essa reformulagao pode ser tutil. Como dois operadores
idempotentes definidos em espacos de Hilbert separdveis de dimensao infinita
sao similares (ver, e.g., [38]), entdo um possivel contra-exemplo poderia vir
fixando um deles e procurando outro que nao tivesse subespaco invariante
nao-trivial em comum com o primeiro. Rosenthal [38] sugere investigar uma
projecao ortogonal () que nao tenha subespago invariante em comum com a

projecao ortogonal P de um circulo em L? sobre H?2.

5.2
A Teoria de Nagy-Foias para Contracoes

Tome um operador arbitrario A € B[H]. Pela defini¢io de operador
(limitado), temos que ||A]| < a , tal que o é um escalar nao-negativo em
R. Note que podemos definir uma contragao 7' em B[H], associado a A, da
seguinte maneira,

r=2
o

De forma equivalente, T = A. Esta representacao é vantajosa, pois a
multiplicagao por escalar nao altera a colecao de subespacos invariantes de
A, denotada por Lat(A). Logo, podemos reescrever o Problema do Subespago

Invariante para contracoes.

Proposicao 5.1 Todo operador tem subespaco invariante nao-trivial se, e so

se, toda contragao tem subespaco invariante nao-trivial.

DEMONSTRACAO: De fato, suponha que todo operador tem subespaco inva-

riante nao-trivial. Em particular uma contracao é um operador, entao tem su-
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bespaco invariante nao-trivial. Reciprocamente, suponha que toda contragao
tem subespaco invariante nao-trivial. Tome um operador arbitrdrio A € B[H].
Dai,

T=—
@

¢ uma contracao, com « € R um escalar nao-nulo qualquer. Como a7 nao
altera Lat(T), entdo oI’ = A tem subespago invariante nao-trivial (lembre que
T tem subespago invariante nao-trivial por hipdtese). Portanto, todo operador
tem subespaco invariante nao-trivial se, e s6 se, toda contracao tem subespaco

invariante nao-trivial. O

Sz-Nagy e Foias [40] classificaram as contragoes em 4 tipos. Cada uma
delas leva em consideracao um aspecto da convergéncia forte da propria
contragao ou do seu adjunto. Entao, se mostrarmos que estas contragoes tem
subespaco invariante nao-trivial, segue que poderiamos ter uma solugao do
Problema do Subespago Invariante. Como o Problema do Subespaco Invariante
continua em aberto, entao tais questoes ainda nao foram resolvidas. No
entanto, este parece ser um caminho promissor, principalmente para o caso
hiponormal (ver, e.g., [23]).

Sejam H e K dois espacos de Hilbert complexos separaveis de dimensao
infinita. Um operador T' € B[H] entrelaga com um operador L € B[], se existe
J € B[H, K] ndao-nulo, tal que JT = LJ. Se J € B[H, K] é tal que N (J) = {0}
e R(J)” = K, entao J é quase-invertivel. Dizemos que T € B[H] é uma
transformagao quase-afim de L € B[K], se existe J € B[H, K] quase-invertivel
tal que JT' = LJ. Dois operadores T' € B[H] e L € B[K] sdo quase-similares,
denota-se T' ~ L, se existem .J € B[H, K| e Z € B[, H] quase-invertiveis, com
JI=TJeZL=TZ.

Dada uma contragao 1" € B[H] arbitraria, Sz-Nagy e Foias mostraram

que podemos classifica-la em 4 tipos:

i) T € Cy, se T ¢é fortemente estavel;
ii) T'€ C o se T™ é fortemente estavel;

iii) 7" € C;, se T nao é fortemente estavel;

)
)
iv) T € C.; se T* nao ¢é fortemente estavel;

Até o final desta secao, denotaremos por A e A, os limites fortes das
sequéncias {T*"T™;n > 1} e {T"T*";n > 1}, respectivamente. A proposi¢ao

a seguir é uma coletanea de resultados conhecidos.
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Proposicao 5.2 Seja T € B[H| uma contragao, tal que
T 2 A
O operador A tem as sequintes propriedades:

)0<A<I;

2) T*AT = A;

3) NA)={z e H:T"z — 0, quando n — oo};

4) A2T =V Az, tal que V € uma isometria sobre R(A)~;
5) Se N(A) = N(A,) = {0}, entdo A, A2V =TA,Az;

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [21].) O

E facil verificar que N (A) = {z € # : T"z — 0 quando n — co}. Entéo
T € Cy, se, e somente se, A = 0, isto ¢, se, e somente se, N'(A) = H. Além

disso, T € C;. é equivalente a N'(A) = {0}. Dai, podemos concluir que:

i TGC(370<:>A:A*IO;

)
ll) TECO71<:>A:08N(A*):{O};
111) T e Cl,O =4 N(A) = {0} e A, = 0;
iV) T e 6171 <~ N(A) = N(A*> = {0}7

O proéximo resultado, garante que Cy; ¢ a classe de todas as contragoes
quase-similares a um operador unitario. Gragas a este fato, chegamos a dois

resultados relacionados ao Problema do Subespaco Invariante.

Teorema 5.2 Toda contragao Ci, € quase-similar a um operador unitdrio.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 70.) Considere T € B[H] uma
contragao pertencente a classe C;;. Pode-se mostrar que existe uma iso-
metria V : R(A)” — R(A)~, tal que

AT =V Az,

(Ver, e.g., [18] p. 55.) Se T' é da classe C; 1, entdo N (A) = N (A,) = {0}.
Note que V' é unitério. Com efeito, se T € Cy 1, entdo N(A,) = {0}.

Como N(A) = {x € H : T"x — 0, quando n — oo}, segue que N (T*) C

N(A,), e, portanto, N(T) = {0}. Por outro lado, AzV* = T*Az, tal que
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1

N(A2) = N(T*) = {0}. Dai, N(T*Az) = {0}, e, assim, N'(V*) = {0}.
Portanto, N (V*)* = R(V)™ = H, isto é, V é uma isometria sobrejetiva. Em
outras palavras, V' é unitario.

Pela Proposigao 5.2 tem-se que

A A3V = TA, A3,

Além disso, como A e A, sdo auto-adjuntos, entdao R(A)” = R(A,)” = H. Em
outras palavras, A e A, sdo quase-invertiveis.

Por outro lado, se N(4) = N(A,) = {0}, entdo N(A,AY?)
N(AY2A,) = {0}, tal que N (A,AY?) = {0} e R(A.AY?) = H. Portanto,
A, AY? & quase-invertivel. Conclusdo: T é quase-similar ao operador unitério
V. O

Corolario 5.1 Se T' € B[H]| é uma contragio da classe Cy1, entao T tem

subespaco invariante nao-trivial.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 71.) Com efeito, considere T € B[H] uma
contragao Cy 1. Segue que T' é quase-similar a um operador unitdrio V' € B[H]
(pelo Teorema 5.2). Sabe-se que se dois operadores sdo quase-similares e
um deles tém subespacgo invariante nao-trivial, entao o outro também tem
subespago invariante nao-trivial (ver, e.g., [18] p. 68). Dali, basta mostrar que
V' tem subespaco invariante nao-trivial.

Se V' é um operador escalar, isto é, V' = ~I para algum v € C, com

|7] = 1. Entao,

(NI
NG

AT =VA =7A2 = T =~I,

donde, T" é um operador escalar unitario. Portanto, neste caso, T" tem su-
bespaco invariante nao-trivial. Por outro lado, suponha que V nao é um
operador nao-escalar. Como operadores unitarios nao-escalares sao normais
nao-escalares, entao V' tem subespaco invariante nao-trivial. Logo, T' tem

subespaco invariante nao-trivial. [J

Coroldrio 5.2 Se uma contragio T € B[H] nao tem subespago invariante

nao-trivial, entao T € Coo U Co1 UCp.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 71.) Seja T uma contragdo sem su-

bespago invariante nao-trivial em H. Como N (A) é um subespaco invariante
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para T, segue que N (A) = {0} ou N(A) = H, pois caso contrério T' tem
subespago invariante nao-trivial (contradizendo, assim, a hipdtese inicial).
Analogamente, N'(A,) é subespago invariante para T*, donde N(A,)L ¢é
subespago invariante para T. Logo, N(A.) = {0} ou N(A.) = H, caso
contrario N'(A,)t é subespago invariante nao-trivial para T (contradizendo
a hipétese inicial). Entao, temos 4 possibilidades: N'(A,)t = N(A) = {0};
N(A)E = N(A) = H; N(A)E = H e N(A) = {0}; N(A)t = H e
N(A) = {0}. Se N(A)+ = N(A) = 0, entdo T € Cy1, logo T tem su-
bespago invariante nao-trivial (ver Corolario 5.1). Os outros trés casos sao
equivalentes a 7' € Cpo, T' € Coy1 e T € Cyp, respectivamente. Portanto,
se T é uma contracao que nao tem subespacgo invariante nao-trivial, entao
T € CopUCprUCip. O

Em outras palavras, provamos que um operador nao ter subespaco
invariante nao-trivial é equivalente a existir uma contragao 7' sem subespaco
invariante nao-trivial, tal que 7' € Co; ou T' € Cyp ou T' € Cy. A priori essa
conclusao nao nos ajuda muito, o ideal seria restringir um pouco mais esse
numero de classes. Surge entao a questao: "se uma contragao nao pertence a
classe Cp o, entao ela tem subespaco invariante nao trivial?”. Note que 7" tem
subespago invariante nao-trivial se, e somente se, T tem subespaco invariante
nao-trivial (ver Proposicao 1.6). Dali, a pergunta anterior pode ser reformulada
como: toda contragao "C; tem subespaco invariante nao-trivial?”. Dito de
outra forma, uma contracao nao tem subespaco invariante nao-trivial se ela
pertence a classe Cy . Equivalentemente, "toda contracao fortemente estavel,
isto é, com A # 0, tem subespaco invariante nao-trivial?”. Como pouco se
sabe sobre estabilidade forte, foi levantada a possibilidade de que uma possivel
resposta poderia vir de uma terceira reformulagao envolvendo o conceito de
transformagoes quase-afins. No entanto, todas as questoes (equivalentes) acima

formuladas permanecem em aberto.

Lema 5.1 Se uma contracao T em H nao tem subespaco invariante nao-trivial
e A#0, entao R(A)™ =H e a isometria V : H — H € unitdria.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [21].) Seja T uma contragao em H. Suponha que
T nao tem subespaco invariante nao-trivial e que A # 0. Dai, existe uma
isometria V : R(A)~ — R(A)~, tal que

VAY?2 = AYV2T.
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Como T*AT = A (ver Proposigao 5.2), segue que

T*AT = A = T* A A>T = A7 A3,
Além disso, V' é uma isometria (isto é, V*V = I), donde

ATA7 = A3VFVV*V A,
Dai, aplicando que VA2 = A>T na igualdade acima, temos que
T* A3 AT = AsV*'VV*VA? = T* A5V V* AT,
Equivalentemente, T*A2 (I — VV*)A2T = 0. Entéo,
1 2 1 1
H(I - VV*)A?T:UH - <T*A§([ —VV¥)ARTg; :1:> — 0,

para todo x € H. Logo,

(I —V*V)AT = 0.

I
o

Ora, se T nao tem subespago invariante nao-trivial, entao (I — VV*)A%
(ver, e.g., [18] p. 18).

Por outro lado, se T nao tem subespago invariante nao-trivial, entao
T € ChpouT € Cyy ouT € Cyp. Como A # 0, segue que T' € Cyp, e,
assim, N(A) = {0}. Além disso, 0 < A < I (isto é, A é auto-adjunto),
entao N(A) = {0} & R(A)~ = H (ver, e.g., [20] p. 400). Dai, como
R(AY?)~ = R(A)~ = H (ver, e.g., [18] p. 55), segue que

(I-VV)AZ =0= (I-V*V) =0,

isto é, VV* = [. Portanto, V' é uma isometria e uma coisometria de H em H
) )

(pois R(H)™ = H), equivalentemente, V' é um operador unitdrio. OJ

Teorema 5.3 As afirmacoes abaizo sao equivalentes:

i) Toda contragao com A # 0 tem subespago invariante nao-trivial;

ii) Toda contragdo que € entrelagcada por uma contragdo Cy, tem subespago

muvariante nao-trivial;

iii) Toda contragdo, que é uma transformac¢ao quase-afim de um operador

unitario, tem subespaco invariante nao-trivial;
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DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [21].) Vamos dividir essa demonstracao em eta-
pas: (i)=(ii); (ii)=(iii); e (iii)=(i).

Afirmo que (i)=(ii). Suponha que existe uma contragao 7' € B[H] sem
subespaco invariante nao-trivial, tal que T é entrelagada por uma contragao
C , digamos U € B[K]. Entao, existe 0 # J € B[H, K] tal que JT = U.J. Note

que

JI" =U"J.

De fato, para n = 1 acabamos de provar que isso é verdade. Suponha que

JT"=t = U1 para um inteiro positivo arbitrario n — 1. Segue que,

JT" = JT T =0 Jr=u""'vuJ =U"J.

Logo, como n — 1 é um inteiro positivo qualquer por indugao temos que
JT"™ = U™J. Por outro lado, como R(J) # {0}, entao existe z nao-nulo em
H, tal que Jz # 0. Dai, se U pertence a classe C; _, segue que Uz /4 0
quando n — oo e x € H é nao-nulo. Logo, T"x /4 0 para n — oco. Em outras
palavras, T nao é fortemente estével, isto é, A # 0. Portanto, nao (ii)— néo
(i), equivalentemente, (i)—(ii).

Agora, vamos mostrar que (ii)=-(iii). Seja T € B[H] uma contracao
arbitraria, tal que T' é uma transformacao quase-afim de um operador unitario
U € B[K]. Segue que existe J € B[H,K] nao-nulo tal que JI' = UJ,
com N(J) = {0} e R(J)~ = K. Pode-se verificar facilmente que todo
operador unitdrio é equivalente a uma contracao da classe C;; (basta notar
que A = A, = I para este caso). Logo, em particular, 7" é entrelacado por uma
contragao de classe C;_, e, portanto, 7' tem subespago invariante nao-trivial.
Em outras palavras, (ii)=-(iii).

Por tltimo, afirmo que (iii)=(i). Com efeito, suponha que existe uma
contracao T' € B[H] sem subespaco invariante nao-trivial, tal que 7" nao é for-
temente estavel (isto é, A # 0). Entdo, pelo lema anterior existe um operador
unitario V : H — H, com R(A)~ = H. Além disso, como A é auto-adjunto,
segue que N(A) = {0}. Portanto, " é uma transformacao quase-afim de
um operador unitario, tal que T nao tem subespaco invariante nao-trivial.

Portanto, nao (i)= néo (ii). Em outras palavras, (ii)=-(i). O

Ao final do primeiro capitulo concluimos que o Problema do Subespaco
Invariante permanece em aberto para operadores definidos em espagos de Hil-

bert complexos separaveis de dimensao infinita, e que também ele segue sem
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uma solugao definitiva para o caso hiponormal (i.e., ndo se sabe se todo opera-
dor hiponormal em #H tem subespago invariante nao-trivial). Dito de maneira
equivalente, serd que existe um operador hiponormal sem subespaco invariante
nao-trivial? Se a resposta for afirmativa, o que poderiamos estabelecer acerca
de suas propriedades, ou melhor, como seria o espectro de tal operador? Essa
é a pergunta é que justifica o préximo capitulo, onde construimos um exemplo
de como seria o espectro de um operador hiponormal sem subespaco invariante

nao-trivial, caso exista tal operador.
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