PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912939-CA

4
Problemas Equivalentes - Parte |

Até agora, expomos duas abordagens para o Problema do Subespaco
Invariante. Uma delas procura investigar respostas para classes especificas de
operadores. Ao passo que o outro método, estabelece resultados com relagao
aos espacos onde os operadores estao definidos. Algumas respostas, ainda
que parcias, foram resolvidas, com destaque para o Teorema de Lomonosov
e o resultado de S. Brown [7] para operadores subnormais. Apesar disso, o
Problema do Subespaco Invariante continua em aberto. Na busca de uma
solucao, pesquisadores trilharam caminhos diferentes.

Muitos tentaram construir operadores que, independente do espaco onde
estejam definidos, nao tem subespaco invariante nao-trivial. Em torno da
década de 50, Bishop introduziu uma classe de potencias exemplos, conhecidos
na literatura como Operadores de Bishop.

Considere a € [0, 1] um numero irracional arbitrario. Seja LP o espago

das funcgoes p-integraveis, tal que p > 1 é um nimero real, isto é,

[1svdu <o

Dizemos que um operador T, é de Bishop, se T, : L*(0,1) — L?(0,1) é dado
por,
(Toh)(x) = zh({z + a}),

para h € L*(0,1) e z € [0, 1], tal que x + o tem médulo 1.
A priori, nao se conhecia muito acerca destes operadores. Através de
técnicas relacionadas a Teoria dos Nimeros, Davie [11] prova que para quase

todo a, T, admite subespaco hiperinvariante nao-trivial.

Teorema 4.1 Se a € [0, 1] e nao existe uma sequéncia de nimeros racionais

Pn
{2} com

—(Pn
G=2ela—(2)

<q,",

entdo o operador de Bishop T, tem subespaco hiperinvariante nao-trivial.
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DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [11].) O

O conjunto dos a’s que satisfazem essa hipdtese tem medida de proba-
bilidade 1 e contém todos os nimeros algébricos (ver, e.g., [38]).

Por outro lado, muito se pesquisou sobre a relacao entre algebra de
operadores B[H]| e o Problema do Subespaco Invariante. Um exemplo disso

¢ o Problema da Algebra Transitiva:
Existem outras Algebras Transitivas que nao sejam B[H]|?

Uma algebra transitiva ©, ¢ uma subalgebra da algebra de operadores B[H]
que é fracamente fechada (i.e., toda sequéncia {T™;1 < n} em H que converge
fracamente em O, tem seu limite 7' em ©) e nao tem subespacos invariantes
nao-triviais, a excessao de {0} e B[H]. O Teorema de Lomonosov permitiu
respostas parciais para essa questao.

O nimero de Problemas Equivalentes ao Problema do Subespago Inva-
riante é vasto o suficiente para ser objeto de estudo de uma outra dissertagao
de mestrado. Entao, selecionamos 3 reformulacoes que achamos interessantes.
Com a finalidade de evitar que este capitulo ficasse desproporcional, em ta-
manho, aos demais, resolvemos dividi-lo em duas partes: no texto que segue,
exibimos a técnica de Rota; ao passo que depois, no capitulo posterior, mos-
tramos a formulacao geométrica de Nordgren, Radjavi e Rosenthal, e a teoria
de Nagy-Foias para contragoes.

Na primeira secao deste capitulo, exibimos e demonstramos a técnica de
Rota. Depois, em um segundo momento, estabelecemos um refinamento do
resultado anterior, e encerramos o capitulo com um outro exemplo proposto
por Nordgren, Rosenthal e Wintrobe [29].

Por 1ltimo, cabe uma ressalva com relacao as demonstragoes. Assim
como no capitulo anterior, estes dois capitulos sobre Problemas Equivalentes,
tém como intuito apresentar resultados especificos. Portanto, procuramos
demonstrar a maioria dos teoremas aqui enunciados. Porventura, existem
alguns poucos resultados, em particular, o exemplo de E.A. Nordgren, P.
Rosenthal e F.S. Wintrobe para modelos universais, cuja prova envolve diversos
outros conceitos aqui nao explorados e nao acrescenta muito para a discussao.

Portanto, para estes casos especificos, escolhemos omitir a demonstracgao.

4.1
A técnica de Rota

A técnica de Rota baseia-se numa reformulacdo do Problema do Su-

bespaco Invariante para modelos universais. Na verdade, Rota [39] nao de-
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monstra uma técnica, mas um exemplo no qual relaciona os shift unilaterais
com a reformulacao anterior, e, portanto, com o Problema do Subespago In-
variante. Devido a estrutura analitica ”simples”destes operadores (isto é, dos
shift unilaterais), seu resultado teve grande impacto na teoria, sendo a base de
varios trabalhos durante as décadas de 60 e 80. Por ”simples” queremos dizer
que varias propriedades sobre os shift unilaterais sao conhecidas.

Considere K e H dois espacos de Hilbert complexos separaveis de
dimensao infinita. Sejam T', L operadores em H e IC, respectivamente. Lembre
do Capitulo 1 que G[H, K] denota a classe de todos os operadores invertiveis
em B[H, K]. Dizemos que T e L sao similares, se existe W € G[H, K], tal que
WT = LW (isto é, T = W~'LW; equivalentemente, L = WTW ! veja, por
exemplo, [18] p. 23).

Uma parte de um operador ¢ a restricao dele mesmo a um dos seus
subespagos invariantes. Um operador T € B[H] é dito um modelo universal, se
todo operador em B[H] é similar a um multiplo de uma parte dele. De forma
equivalente, 7' é um modelo universal, se para todo A € B[H] existe um escalar
¢ e um subespaco invariante M de T, tal que A é similar a restricao de ¢TI a
M. Isto é, T em H é um modelo universal para A, se A é similar a ¢T'| .

Um operador 7" € B[H]| tem propriedade S, se dado um subespago
invariante de dimensao infinita M de T, existe um outro subespaco invariante

nao-trivial N" de T, tal que A/ é um subconjunto préprio de M.

Teorema 4.2 Seja T € B[H]| modelo universal arbitrdrio, seque que T tem
a propriedade S se, e somente se, todo operador tem um subespaco invariante

nao-trivial.

DEMONSTRAGAO: Suponha 7" € B[H] um modelo universal com a propriedade
S, e considere A um operador arbitrario em H. Segue que existe um escalar
¢, tal que A é similar a ¢I' em M, onde M é um subespaco invariante para
T em H. Por outro lado, se T' tem a propriedade S, existe um subespagco
invariante nao-trivial A/ propriamente contido em M. Dai, N é subespaco
invariante nao-trivial de A, pois A é similar a ¢I'" em M e similaridade
preserva subespago invariante nao-trivial (ver, e.g., [22] p. 6). Assim, como
A é qualquer, temos que todo operador em H tem subespaco invariante nao-
trivial. Reciprocamente, suponha que todo operador tem subespagco invariante
nao-trivial. Em particular, a restricao de T" a M tem subespaco invariante nao-
trivial, digamos N, onde N’ C M. Portanto, T' € B[H] tem a propriedade S. [J

Note que o teorema acima sé vale para o caso em que T € B[H] é modelo

universal. Entao, a nao ser que exista um grande niimero de modelos universais,
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ou algum operador importante que seja um modelo universal, a reformulagao
acima nao nos ajuda muito. De fato, os modelos universais nao sao muitos, no
entanto, Rota [39] mostra que os shift unilateral reverso canonicos sao modelos
universais.

Vimos no capitulo preliminar que podemos definir o shift unilateral como

o mapa S, : [, — [, dado por:

Six = {vg )2, com v, =0se k=0 ou e sek>1,

isto ¢é, S, (€o, €1, ...) = (0, €0, €1, ...) para todo x = {e;}72,, tal que I} denota os
espagos normados (I, [|],) ou (I, ][ll,.). A representacdo do shift unilateral

via uma matriz infinita deixa evidente sua estrutura analitica simples,

onde todas as entradas abaixo da diagonal principal sao iguais a 1 e as demais
entradas sao 0.

A partir do conceito de isometria, podemos generalizar a nocao acima.
Lembre que uma isometria em um espaco de Hilbert, é um operador que
preserva produto interno. Em outras palavras, T' € B[H] é uma isometria, se
(T'z; Ty) = (x;y) para todo x,y € H. Dai, um shift unilateral ¢ um operador
S, em um espaco de Hilbert H, tal que S, mapeia cada H; isometricamente
sobre Hyy1 (isto é, unitariamente em Hyiq1), onde {Hy : £ > 0} é uma
sequéncia de subespacos dois a dois ortogonais, com H = @, , Hi. O adjunto
de S, denotado por S%, é chamado de shift unilateral reverso.

Com base na definicao acima, pode-se concluir que S; é uma isometria.
De fato, como S|y, : Hi — His+1 € uma isometria sobrejetiva, entao S, |, é

unitario (ver Proposi¢ao 1.5). Dai, podemos reescrever Sy : H — H como

Six = o@ékak_lvx = éxk eH= é%k
k=1 k=0 k=0

onde {Uxy1 : Hy — His1,k > 0}

é uma sequeéncia de operadores unitarios
com Sy|y, = Ugp para cada k > 0, e 0 € Hy é o operador nulo. Por

outro lado, como a soma direta de operadores unitarios é um operador unitario
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(ver, e.g., [18] p. 37), segue que S, é unitdrio. Portanto, S, é uma isometria

(equivalentemente, S 5% = I). Além disso, pode-se verficar que
wn S
ST =0

para n — oo (ver, e.g., [18] p. 37).
Note que S, pode ser representado pela matriz de dimensao infinita

abaixo:

U, 0
Uy 0
Us

O proximo resultado estabelece que toda parte de um shift unilateral é
um shift unilateral. Equivalentemente, a Proposi¢cao 4.1 garante que diversas
propriedades sobre os subespacos invariantes das partes de um shift unilateral
sao conhecidas. Dai, se M é um subespago invariante para S, , tal que S| é
um shift unilateral, entdo M= é um subespaco invariante para S’ . Portanto,
¢ natural se perguntar o que podemos estabelecer sobre S% | L, isto ¢, quais
operadores sao as partes de um shift unilateral reverso S%. Rota responde a
essa pergunta.

Um operador é uma extensao de outro operador T' € B[H], se T' é uma
parte dele. Dizemos que a classe P é padrao para a classe C em B[H], se todo
operador em C tem extensao em [P, isto é, se todo operador em C é uma parte
de um operador em P. Por exemplo, da definicao de operadores subnormais,

temos que os operadores normais sao padroes para operadores subnormais.

Proposicao 4.1 Toda parte de um shift unilateral é também um shift unila-

teral.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 83.) Seja 7" uma parte de um shift
unilateral Sy em H. Sabe-se que T é um shift unilateral se, e somente se,
T*" 2% 0 e T é uma isometria (ver, e.g., [18] p. 88). Portanto para concluir a
demonstracao, basta mostrar que a parte de um shift unilateral T" satisfaz a
essas duas condicoes.

Quando definimos shift unilateral utilizando o conceito de isometria,
vimos que se S, é um shift unilateral, entao S, é uma isometria. Como a

restricao de uma isometria a um subespaco é uma isometria, segue que T


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912939-CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912939-CA

Consideracdes sobre o Problema do Subespaco Invariante 56

¢ uma isometria. Por outro lado, se 1" é uma parte de S, entdao existe um

subespago M invariante para Sy, tal que T = S|y : M — M e

T X
Sy = ;

com relacio a decomposicio H = M @& M=, para o par de operadores
XMt MeY: Mt — ME. Analogamente,

T 0
S*’I’L — ,
+ ( X: ym )

com relacdo a mesma decomposicio H = M & Mt tal que X, :=
S TFIXY™k o MY — M, para cada n > 1. Ora, como S > 0,
entdo 7" = 0. Logo, T' é uma isometria e T*" = 0 se, e somente se, T' é um
shift unilateral (ver, e.g., [18] p. 838). O

Na verdade, o Teorema de Rota se refere a uma classe particular de
shift unilaterais, os chamados shift unilateral canonicos reversos (definidos a

seguir). Considere o operador unitario U, donde

k=0 k=0 k=0

tal que Ko é um espaco de Hilbert, e U, : Ky — Hy é um operador unitario
com dim(Hy) =dim(Ko) para todo k& > 1. Segue que U*S, U : 12 — (2 é um
shift unilateral com dim(U*S,U) =dim(Ky). Dizemos que U*S, U é um shift
unilateral canonico em 2 (Ky), se U*S, U pode ser representado pela matriz

abaixo:

U*S+U -

Um shift unilateral reverso canonico é um shift unilateral reverso, onde
os operadores unitarios Uy sao todos iguais a identidade.

Voltemos a questao anterior: quais operadores sao as partes de um shift
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unilateral reverso? Todo operador se corretamente multiplicado por um escalar
positivo, se torna parte de um shift unilateral reverso. Em outras palavras, os

shift unilateral reverso canonicos sao modelos universais.

Teorema 4.3 (Teorema de Rota) Seja T um operador em um espag¢o de
Hilbert H. Se r(T) < 1, entdao T € similar a parte de um shift unilateral

reverso canonico em 13 (M).

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 89.) Seja T um operador em um espago
de Hilbert H e suponha r(7") < 1. Considere S um shift unilateral canonico
em [%(H), tal que STx = @, zk+1 para todo x = @,z € 13 (H). Seja
W :H — R(W) C I2(H) dado por:

Wax = @ Tz,
k=0
tal que

el < S| TFa| = Iwal® < O 7)) N,
k=0 k=0

para todo z € H. Como r(T) < 1, segue que >, HT"C”2 < oo (ver, e.g.,
[18] p. 11). Dai, W é uma transformagao linear limitada inferiormente, isto é,
W e G[H,R(W)]. Além disso, R(W) é um fechado em I3 (H) (ver, e.g., [18]
p. 3), isto é, R(W) é um subespaco de I3 (H).

Por outro lado,

WTx = @T“lx =S Wa,
k=0

para todo z € H. Equivalentemente, R(WW) é S%-invariante. Portanto,
Silrowvy : R(IW) — R(W) é uma parte de S%, donde

T =W (S ruw))W.
Em outras palavras, T" é similar a S |gw). O

A técnica de Rota apontou um outro problema: mesmo conhecendo-se
todos os subespacos invariantes do shift unilateral, nao sabemos dizer nada

com relagao aos subespacos invariantes das partes do seu operador adjunto.
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4.2
O Refinamento de Branges-Rovnyak

Procurando descobrir mais sobre as partes do shift unilateral reverso,
Branges e Rovnyak [5] sugerem trabalhar com o conceito de equivaléncia
unitaria ao invés de similaridade. Entretanto, para isso substituem a hipotese
de que T é uniformemente estavel (isto é, r(7') < 1) por fortemente estavel e
impoe que o operador 7' é uma contracao.

Assim, como anteriormente, continuaremos a considerar H, K dois
espacos de Hilbert complexos separaveis de dimensao infinita. Dizemos que H,
KC sao unitariamente equivalentes, se existe uma transformacao unitéria entre
eles. Equivalentemente, dois espacos de Hilbert sao unitariamente equivalentes
se existe uma isometria linear sobrejetiva entre eles. Segue que, T € B[H]
e L € B[K] sao unitariamente equivalentes, se existe U € G[H, K], tal que
UT = LU (i.e., T = U*LU,; equivalentemente, L = UTU*, veja, por exemplo,
[18] p. 23). Tanto o conceito de unitariamente equivalente, quanto a no¢ao simi-
liridade representam relacoes de equivaléncia, porém, a segunda é uma forma
mais fraca do que a primeira (i.e., a nogao de similaridade é uma relacao de
equivaléncia que nao preserva tantas propriedades quanto o conceito de equi-
valéncia unitéria). Por exemplo, a proposigao abaixo sé vale sob a nocao de

equivaléncia unitéria.

Proposicao 4.2 Se T € B[H] ¢ unitariamente equivalente a soma direta de
L =@, L, € BK] , entao T = @, Tk, com T}, unitariamente equivalente a
Ly, para cada k.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 25) O

Na verdade, uma transformagao unitaria preserva a estrutura algébrica,
geométrica e topoldgica entre dois espacos de Hilbert, fato que a similiridade
nao faz (como se pode observar a partir do resultado anterior). Resumindo:
similaridade preserva cada parte do espectro, e, portanto, raio espectral (i.e.,
r(T) = r(WTW™1)); enquanto equivaléncia unitaria também preserva norma,
isto é, ||T'|| = ||[UTU*|| para todo operador unitério U € G[H, K| (ver, e.g., [18]
p. 23).

Teorema 4.4 (O Refinamento de Branges-Rovnyak) Uma contragio T em um
espago de Hilbert H € fortemente estdvel (i.e., uma contragio T que converge
fortemente para o operador nulo) se, e sé se, T é unitariamente equivalente
a parte de wm shift unilateral reverso candnico em 12(M), onde M é um
subespaco qualquer de H com R(I —T*T) C M CH.
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DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 92.) Seja T' € B[H] uma contragao forte-
mente estavel. Se T é uma contragao, entao
|Tx|® = (T*Tw;2) < (w52) = [|2|* 0 < T =TT,

para todo & € H. Considere D = (I — T*T)z ¢ Wy : H — R(W;) uma funcao

linear dada por:

Wlﬂf = é DTkLE,

k=0

onde R(W;) C I3 (R(D)™) CIZ(H), e x € H é arbitrario. Note que,

1Dz ||” = ((I = T*"T)a;2) = (w32) — (T*Tw;) = |laf|* — | T||”,

para todo x € H. Dal,

Wil = Y | DT " = ST ]| = |74 2]") = flal* — timm |7+ ],
k=0 k=0

para todo 2 € H. Como T ¢ fortemente estavel, segue que lim,, |7 z]|> — 0.

Logo,

2 2
W™ = =[],

para todo x € H (isto é, W, é uma isometria). Além disso, R(W;) é um
subespago de I2 (R(D)™) (ver, e.g., [18] p. 3). Portanto, Wy : H — R(W,) é
um operador unitario em I3 (R(D)™).

Agora, considere M um subespacgo arbitrdrio de H, tal que R(D)~ C
M C H. Seja Sy um shift unilateral canonico em I3 (M). Segue que,

Wi Tz = @ DT* 'y = S*Wia,

k=0
para todo z € H. Logo, R(W;) é um subespaco invariante para S7, e, por-
tanto, S |rw,) : R(W1) = R(W1) é uma parte de S%. Como W; é unitario,

tem-se

T = WS lrwyWi.

Equivalentemente, T' é unitariamente equivalente a parte de um shift unilateral
reverso canonico.

Reciprocamente, seja S} um shift unilateral reverso canonico em um


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912939-CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912939-CA

Consideracdes sobre o Problema do Subespaco Invariante 60

subespaco M, arbitrario, de H. Segue que S} ¢ uma contracao fortemente
estavel (ver, e.g, [18] p. 88). Como qualquer parte de uma contracao forte-
mente estavel é, também, uma contracao fortemente estavel. Em particular,
Si|m € uma contracao fortemente estavel. Além disso, T é unitariamente
equivalente a S%|r (lembre que equivaléncia unitdria preserva estabilidade

forte). Portanto, T é uma contragao fortemente estével. [J

O corolario abaixo é um caso particular do teorema anterior.

Corolario 4.1 Toda contragdo estrita em H € unitariamente equivalente a

uma parte de um shift unilateral reverso canénico em 15 (H).

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 94.) Seja T é uma contragao estrita. Segue
que |T]| < 1= r(T) < 1, pois r(T)* < ||T"||" para todo n > 1. Ora, mas
r(T) < 1 é equivalente & 7™ = 0, donde T™ = 0 = T™ > 0 (ver, e.g., [18] p.
11). Dai, T' é uma contragao fortemente estavel, e, assim, 7" é unitariamente
equivalente a uma parte de um shift unilateral reverso candnico em [% (H) pelo

teorema anterior. [

Portanto, todo operador T' € B[H| é unitariamente equivalente a um
multiplo de uma parte de um shift unilateral reverso canénico S% em % (H).
Isto é, S* € B[I2(H)] ¢ um modelo universal em B[H]. Assim, podemos
reformular o Problema do Subespaco Invariante para o caso em que S} ¢é

um shift unilateral reverso canodnico.

Teorema 4.5 Considere a notagao prévia usada no Refinamento de Branges-
Rovnyak. Segue que S% em 13(M) tem a propriedade S se, e somente se, todo

operador tem subespaco invariante nao-trivial.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [18] p. 95.) Suponha que todo operador em H tem
subespago invariante nao-trivial. Considere um operador nao-nulo arbitrario
em H. Seja T o resultado da divisao do operador original pelo dobro de sua
propria norma, segue que 7' é um multiplo deste operador. Além disso, note
que T" é uma contragao estrita em H. Do Refinamento de Branges-Rovnyak,
segue que T' é unitariamente equivalente a parte de um shift unilateral reverso
candnico S%|g em 12 (M) (lembre que M ¢é um subespaco arbitrdrio em #,
com R(I —=T*T)" C M CH), e R CI2(M) é um subespago invariante para
S

Por outro lado, se todo operador em H tem subespaco invariante nao-

trivial, entao T' tem subespaco invariante nao-trivial. Equivalentemente, S’
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tem subespago invariante nao-trivial (equivaléncia unitéria preserva subespago
invariante). Isto é, T tem subespaco invariante nao-trivial se, e somente se, S%

tem um subespaco invariante N, tal que
{0} C N CR.

Isto ocorre se, e somente se, S% em I3 (M) tem a propriedade S. O

De fato, trabalhar com equivaléncia unitaria em detrimento da nocao de
similaridade é uma sugestao interessante. Em contrapartida, para isso sao feitas
hipéteses demasiadamente fortes. Primeiramente, nao sabemos muito sobre
estabilidade forte, fato que por si so6 dificulta a verificagao de propriedades.
Além disso, agora, precisamos impor que T é uma contracao, enquanto isso
nao era necessario anteriormente.

A técnica de Rota nao é o tinico exemplo de modelo universal. Com efeito,
Nordgren, Rosenthal e Wintrobe [29] constroem outro operador que também

pertence a esta categoria, nosso proximo tema.

4.3
Um Segundo Exemplo de Modelo Universal

Lembre que uma fungao continua f : U — C é holomorfa em U (U um

aberto qualquer de C), se para todo 2y € U existe o limite abaixo

f/(ZO) — lim f(Z) B f(z(])7

220 Z— 2

tal que z € U. Seja H? um espaco de Hardy, isto é, H? é o espaco de todas as

fungoes holomorfas no disco unitario quadraticamente somaveis,

sup (i/o ’ ‘f(reie)}2 dh)? < oo.

0<r<1 2m

Considere Cy um operador composigao em H? dado por:

(Cof)(2) = flo(2)] = fl-—2),

para f € H?2.

Teorema 4.6 Se C, € um operador composi¢io em H? e X é um ponto interior

arbitrdrio do espectro de Cy, entio Cy — X é um modelo universal.

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [29].) O
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Logo, o Problema do Subespago Invariante pode ser reescrito da seguinte
forma: serd que todo operador tem subespago invariante nao-trivial se, e
somente se, Cy tem a propriedade S?

Nordgren, Rosenthal e Wintrobe [29] provam uma segunda reformulacao

do Problema do Subespaco Invariante.

Teorema 4.7 Para ¢(z) = f:ggg, o Problema do Subespaco Invariante é
equivalente a sequinte afirmacao: dada uma funcdo ndao constante f € HZ2,

existe uma funcdo g € H2, tal que g ndo € identicamente 0 e o span de

{Cs9:n=0,1,2,..}

¢ um subconjunto proprio do span de

{Csfin=0,1,2, .}

DEMONSTRAGAO: (Ver, e.g., [29].) O

Segundo Nordgren, Rosenthal e Wintrobe, mesmo tendo uma expressao
analitica mais simples do que o shift unilateral reverso, torna-se mais dificil de
obter propriedades do operador composicao, por se tratar de uma composicao
de fungoes. P. Rosenthal [36], chama a atencao para o fato de que seu exemplo
nao obteve muitos avancos na busca de uma resposta definitiva.

No préximo capitulo, como ja comentado, voltaremos a falar de Proble-
mas Equivalentes. Em particular, apresentaremos a formulacao geométrica de
Nordgren, Rosenthal e Radjavi [28] e a teoria de Nagy-Foias para contragdes
[21].
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