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Equacoes Excepcionais

Neste capitulo continuaremos a descri¢ao dos conjuntos singulares asso-

ciados a equacoes da forma

Z(t) = z2(t)" + an_1(t)z()" "+ ..+ ar(t)z(t) + ao(t) (3-1)
Na primeira se¢ao trataremos de equagoes genéricas. Isso justificara os
exemplos que serao apresentados na secao 2. Por fim, na secao 3, trataremos

de equagoes com infinitas solugoes periodicas.

3.1
Descontinuidades de T';,

No final do capitulo 2, passamos a interpretar as descontinuidades das
aplicacoes I'y, k =0, ..., 2n—3, como autointerse¢oes dos conjuntos singulares.
Os conjunto singulares, estavel e instavel, devem possuir o mesmo ntmero
(podendo ser infinito) de autointersegoes.

Para ver isso, considere o problema

{ w'(t) = —(wt)> ™™ + ap_1(Hw(t)> ™+ ...+ ay(H)w(t) + ag(t)w(t)?)

para t € la,b], onde z, € S° Se alguma trajetoria generalizada de z,
alcanca infinito mais de uma vez, devem existir to,t; € [a,b] e uma trajetoria
generalizada a tal que a(ty) = dg.(to; a, 2z¢) = 0 e a(ty) = dop.(t1;a, 2.) = 0. Se
tg < t1, pela definicao, I'y;, é descontinua em t;.

Agora observe que, como z, € S¢ temos que ¢y (b;a,z.) = 2 € S
para alguma solucao generalizada. Assim, z; também possui uma trajetoria
generalizada que alcancga inifinito pelo menos duas vezes, ou seja, para algum
m entre 0,...,(n — 2), I'y,41 também é descontinua. Isso nos da a seguinte

proposicao.

Proposicao 3.1 Para cada autointersecao em S€, existe uma autointerse¢ao
em S 1
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Como consequéncia direta da proposi¢ao (2.10), temos que os conjuntos
Xor € Xory1 sao abertos. Mais ainda, em geral esses conjuntos serao subcon-
juntos abertos e densos do intervalo [a, b]. O proximo exemplo apresenta uma
equacao onde X, nao ¢ denso, isto ¢, as parametrizagoes I', nao estao definidas
em subconjunto aberto do intervalo, que, neste caso, sera o intevalo [0, 1]. Isso
é verificado mostrando que um aberto de pontos em S¢ alcanca infinito mais

de uma vez.

Exemplo 3.2 Para equagao 2'(t) = z(t)® +4miz(t), existe um subintervalo de
[0, 1] onde as parametrizagoes I',,, m = 0, 1,2 e 3, ndo estao definidas. De fato,

primeiro considere o problema

{ 2 () = 2(t)® + dmiz(t)
2(0) = 2o

com solugao

2mizg

z(t) =

)

\/<_zg + Amrie—8mit + zgef&rit)ﬂ-,l

logo as condicdes iniciais zy € C que alcancam infinito em tempo ¢ € [0, 1] sdo

47”'6—87rit
e~ mit 1

Lembramos que a parametrizagao 'y, nao esta definida num tempo t; € [0, 1]

dadas por

se existe ty < t; e uma solugao generalizada, z(t), de

satisfazendo z(ty) = oc.

Uma vez que a equagao 2'(t) = z(t)3 +4miz(t) ¢ autdénoma, podemos dizer que
todos os pontos que alcancam infinito descrevem a mesma trajetoria. Pelo lema
de existéncia de solugoes generalizadas o problema deve possuir duas solugoes
em um intervalo do tipo [tg, to + €]. Assim, neste exemplo, vamos fixar sempre
a mesma raiz toda vez que uma trajetoéria generalizada alcancar infinito para

podermos fazer as contas. Assim, por exemplo, para t = 1

1
4rie—2mi
20 = = 00,

ou seja, uma trajetéria da condigao inicial zy = oo também alcanga infinito

em tempo t = 1. Portanto, para e suficientemente pequeno, temos
p 4 p beq
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Arrie—8mie 47T,L'6—87ri(5+%)

e=8mie _ 1 g=8mi(e+)—1

Logo, todos os pontos zg = 4/ —% para t € [0, €] alcangam infinito
pelo menos duas vezes e, portanto, I'g; nao esta definida em algum subintervalo

de [0, 1] para algum k.
Esse exemplo motiva mais uma defini¢ao.

Definicao 3.3 Dizemos que a equagao
Z(t) = 2()" 4+ an_1 () z(®) .+ ar(t)z(t) + ag(t),

definida no intervalo [a,b], é excepcional de 12 tipo se, para algum k, X

nao € um conjunto denso do intervalo [a,b].

Dividiremos o conjunto singular estavel em dois subconjuntos. O primeiro
deles, X;>¢,, ¢ formado pelo pontos de S¢ cujas trajetérias generalizadas
alcangam infinito em algum tempo t € [tg,b]. O outro, X<, serd formado
pelos pontos que a trajetoria generalizada alcanga infinito em tempo ¢ € [a, o).

Com isso, definimos

Sp ={z € C: 2z =d(to;a,2), 2 € Xisg}

SZO ={2,€C:z =d(ts;a,2), 2 € X<ty }-

Os conjuntos S, e S,fo serao chamados de ty-estados dos conjuntos singulares,
estavel e instavel, respectivamente.

No exemplo (3.2), vimos que existe um aberto onde I'y nao esta definida.
Isso significa que existe um aberto de pontos de S¢ que alcangam infinito pelo
menos duas vezes. Assim, para algum t, € [a,b], S5, N SZO contém um aberto
de pontos. Geometricamente, S, e S;, estdo sobrepostos.

Suponha que as fungoes a; sejam suaves. As parametrizagoes D'y,
e T'omy1, das pernas dos t-estados, Sp e Stio respectivamente, podem ser
definidas de maneira analoga as parametrizagoes das pernas dos conjuntos
singulares do capitulo anterior. Ou seja, para uma determinada perna do tg-
estado estavel, oy, () & tal que por ¢ (E;to, Daopy(f)) = 00 para t € [to,b].

Ja para uma perna do tg-estado instavel temos que Topyy4(f) € tal que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621214/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0621214/CA

Uma generalizacdo da equacdo de Riccati 37

o1 (t;to, Tomi14y(f)) = 00 para t € [a,ty]. Dessa forma, essas parametrizacoes
também serao suaves, desde que as funcoes a; sejam.

Suponha que os fg-estados Sf e SZO se interceptem, isto é, existem
ty € (to,b] ta € (a,to] e tais que Tog s (tp) = Tome14,(ta) para algum k e m
entre 1,...,(n —1). Ou seja, os tg-estados se interceptam em alguma de suas
pernas.
Se T4 (to) # Toyy14,(ta) para todos os pontos de intersecio entre os to-
estados, dizemos que os tp-estados da equagao (3-1) se interceptam transver-
salmente e escrevemos Sg, M Sy . Em particular, se Sf, N.S; = {oo}, também
dizemos que os ty-estados se interceptam transversalmente. Com isso definimos

o conceito de equagao transversal.

Definicao 3.4 Suponha que as fungoes a; sejam suaves. Dizemos que a
equacdo (3-1) € transversal se, para cada t € [a,b], tivermos Sf M S¢. Caso

contrario, dizemos que a equagao € nao transversal.

Lema 3.5 Considere a equagdo

() = 2(t)" 4 an_1 () z()"  + ..+ (ao(t) + sbo(t)),

com s um parametro complexo e funcdes a; de classe C*. Suponha que z(t) seja

uma solucao generalizada de

{ Z(t)=2()" + a1 ()z()" .+ ar(t)z(t) + ag(t) + sby(t)
z(tg) = 00

para s = 0 satisfazendo z(t) # oo para t € (to,t1). Entao existe ¢ > 0 tal
que, se by(t) € uma fungao suave no intervalo [a,b] com suporte compacto em
(ty— €, ty+€), ty € (to, t1) e satisfazendo ff bo(t)dt =1, entao existem 6 >0 e
Z : (to,t1) x B(0,90) — C tal que para todo s € B(0,6), Z(ty,s) = oo e, para
todo t € (to,t1], Z(t,s) # oo com

0

S(2(t:5) = Z2(t:5)" + a1 (OZ(5)" 7+ .+ ar(DZ(E:s) + (a0(t) + sbo(t))

para t >ty + €.
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Prova. A existéncia de € e uma fungao by com suporte compacto em satisfazendo
(ty — €, tp+€), ty € (to, 1) f bo(t)dt =1 & garantida pela existéncia de bump
functions. Uma referéncia para esse fato pode ser encontrada em [9], apéndice

C.
Seja Z(t; s) solugao de

{ Z(t)=2()" + a1 ()z()" ..+ ar(t)z(t) + ag(t) + sby(t)
z(to) =

Por hipotese temos que, no sistema w, W(t;0) # 0 para t € (to,11). Pela
continuidade da equagao com relagdo as fungdes a;, lema (2.6), dado € > 0,

existe 0 > 0 tal que

IW(t;s) —W(t;0)| <€

para |s| < 0. Isso nos da Z(t;s) # oo para t € (to,t1) e

8875( (t;8)) = Z(t;8)" +an_1 (1) Z(t;8)" .. .4 ar(t) Z(t; ) + (ao(t) + sby(t)).

Precisamos agora ver que 2 (Z(t;0)) # 0. Escrevendo Z(t;s) e 2(t) na

forma de equacgao integral, temos

Z(t;s) —z(t) = / 1 [Z(158)" — 2(O)"] + ... + a1 (7)[Z(758) — 2(t)] + sbo(T)dT

to

= /ti [Z(T;8)" —2z(O)"] + ... + a1 (7)[Z(7;5) — 2z(t)]dT + s.

Pois, para t < t, — €, temos Z(t;s) = z(t) e, portanto, a EDO nao foi
alterada no intervalo. Uma vez que |s| < §, devemos ter Z(t;s) ~ z(t) + s

e, portanto, pela sauvidade da solugao Z(t;s) nas fungoes a;, lema (2.7),
2 Z(t1;0) ~ 1. Assim, temos 2 Z(t;0) # 0. |

O lema nos diz que uma pequena perturbagao nas funcoes a; nos da
Z(t;s) # Z(t;5), para t > t, + € desde que s seja suficientemente pequeno.
Essencialmente o que mostramos com o lema é que podemos desviar parte
dos conjuntos singulares com a perturbagao. Ou seja, se os tp-estados se
interceptam de forma nao transversal, a perturbacao, da maneira que foi feita,
desloca apenas as pernas de S,fo. Assim, a equacao perturbada passa a ser
transversal. Em particular, caso Sf e Sfo coincidam num aberto, isto é, a

equacao associada a eles é excepcional de 1° tipo, existe naturalmente uma nao
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transversalidade. Dessa forma, uma equacao excepcional de 1° tipo é também
sensivel as perturbacoes.

Isso nos da a seguinte proposi¢ao

Proposicao 3.6 Se a equagao (3-1) é excepcional do © tipo entdo ela € nao-

transversal.l

A ideia essencial do lema (3.5) é que o conjunto das equagoes transversais
¢ um subconjunto aberto e denso no espago das equagoes.
Para formalizar esse fato, diremos que o espaco das equagoes do tipo

de (3-1), denotado por &, é o espago de Banach formado pelas n-uplas

(Gn-1,...,a1,a0), com a; € C"([a,b];C), r > 1, com norma
E p— y T
A= max dlaifler},
onde F4 é a equacdo associada a n-upla A = (a,_1,...,a1,a9). Com isso

podemos enunciar a seguinte proposi¢ao que é uma consequéncia direta do
lema (3.5).

Proposicao 3.7 O conjunto das equagoes transversais € um subconjunto

aberto e denso do espaco £. R

Uma consequéncia da transversalidade de certas equagoes é que as
parametrizacoes dos conjuntos singulares apresentam um numero finito de

descontinuidades. Mais precisamente, temos a seguinte proposic¢ao.

Proposicao 3.8 Suponha que as fungdes a; sejam suaves. Se a equagdo (3-
1) € transversal entio T'y, k = 0,...,2n — 3, possui um nimero finito de

descontinuidades.

Prova. Suponha que 'y possua infinitos pontos de descontinuidade para algum
k, ou seja, os conjunto singulares se autointerceptam infinitas vezes. Uma
vez que os conjuntos singulares sao compactos, as autointersecoes devem se
acumular em algum ponto do conjunto singular.

Seja z,, ponto de acumulagao cuja trajetoéria generalizada alcanga infinito
em tempo t.. Seja ty > to tal que todas as trajetorias generalizadas de uma
vizinhanga de z,, ja tenham alcancado infinito.

Nesse caso, os tg-estados estavel e instavel possuem infinitos pontos de
intersegao que devem se acumular em um ponto, digamos, 2. Como a
equacao ¢é transversal, as intersecoes entre os ty-estados devem ser tranversais.
Mas, numa vizinhanca do ponto de acumulagao, I'y , , a parametrizagao dos
to-estados, deixa de ser suave. Logo, se as func¢oes a; sao suaves e a equagao é

transversal, o nimero de autointerse¢oes deve ser finito. [
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3.2
Exemplos

Nesta se¢ao apresentaremos alguns exemplos. Mas, antes vamos descrever
o modo como os conjunto singulares foram gerados numericamente.

Seja z, pertencente a uma vizinhanga de infinito. Dessa forma, o com-

portamento da solucao do problema

{ Z(t)=2()" + an_1(£)2()" + ..+ ar(t)2(t) + ao(t)
2(t.) = 24

pode ser aproximado pelo comportamento da solugao de

{ Z(t) = 2(t)"

2(ty) = 24

desde que t € (t, — €,t, + €), para € suficientemente pequeno.

Vamos fixar n = 3. Considere uma parti¢cao do intervalo [0, 1], [0,#;] U
[t1,t2) U ... Ut;_1, 1] tal que cada [t;, ;1] tenha comprimento %

Seja [ é suficientemente grande e z, pertencente a uma vizinhanca de

infinito. Considere o problema
lt — t3
{ (1) = (1) (3:2)

com solucao dada por

Zx
B V222 + 1+ 2,22

z(t)

Uma vez que estamos fixando n = 2, existem apenas dois pontos, 2T e 27, que

alcancam infinito em tempo ¢;,1. Esses pontos sao dados por

Ry e S
2t; — 2t

Pela proposicao (3.7) podemos assumir que todas as equagdes sao transversais,
ou seja, os conjuntos singulares das equagoes possuem um nimero finito de
auto-intersecoes. Portanto, a menos de um numero finito de pontos, dado um
tempo £, existe sempre Z tal que ¢(f;0,2) = oo, ou seja, 'y, k = 0,1,2,3 ¢
descontinua apenas num nimero finito de pontos.

Assim, se resolvermos, numericamente, o problema
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(3-3)

{ (1) = (07 + ast)=(0) + n(1)2(0) + aol)
2(t;) = 2%,

paracadai = 1,...,[edenotando por zii(t) suas respectivas solugoes, podemos
obter uma aproximacdo para o conjunto singular estavel da equagao (3-1)
calculando 2 (0) e z; (0) para cada i. Seguindo este mesmo raciocinio, também
encontramos uma aproximagcao do conjunto singular instéavel.

Os exemplos deste capitulo estao desenhados da maneira que foram
gerados. Ultilizamos também a mudanca de varidveis w = %, portanto, a
origem em cada uma das figuras representa o infinito. Os demais exemplos
da tese foram corrigidos com programas graficos para ser tornarem mais faceis

de visualizar.

Exemplo 3.9 Os conjuntos singulares, estavel e instavel, para a equagao
2(t) = 2(t)* + (2 +4)(cos(4mt))*2(t)* + (2 + 1) 2(t) + 1

estao representados pela figura (3.1). As pernas que tangenciam o eixo z em 0
sao as pernas do conjunto singular estavel. Mais especificamente, como estamos

tratando de equagoes com n = 3, essas sao (-perna e a m-perna e as pernas

: : = s 3
que tangen01am O €1X0 Yy em 0 sao as 3-perna € S--perna.

Podemos ver também que os conjuntos singulares nao se autointercep-

tam, portanto, todos os pontos sao regulares.

N

Figura 3.1: Todos os pontos dos conjuntos singulares sao regulares.

Exemplo 3.10 Considere a equagao
2(t) = 2(t)* + (2 + 1) cos(2mt) z(t)* + (1 + i) z(t) + ((2 + i) sen(87t))%.

Neste exemplo podemos ver que existe um ponto de autointersecao; o que im-
plica uma descontinuidade na parametrizacao I'y. Podemos observar também
0s %—estados dos conjuntos singulares na figura (3.2). A intersegao transversal
entre o %—estado estavel e o %—estado instavel garante que uma pequena pertur-

bacao nas fungoes a; ainda apresentara %-estados com intersecao transversal.
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2 a8

N

Figura 3.2: Uma autointersecao; Os %-estados se interceptam transversalmente.

Exemplo 3.11 Foi mostrado no exemplo (3.2) que os conjuntos X} associados
a equacao
2(t) = 2(t)® + dmiz(t)

nao sao densos. A figura (3.3) mostra os conjuntos singulares e os 3-estados do

conjunto singular estavel. Como X} nao é denso, existe uma sobreposigao dos

%-estados com o conjunto singular, ou seja, todos os pontos alcancam infinito

mais de uma vez. Nesse caso, 0s %—estados coincidem. Podemos ver também

que conjunto singulares também coincidem; assim, a equacao ¢ nao transversal.

Figura 3.3: Equacao é nao transversal.

Exemplo 3.12 Agora considere a familia de equagoes, no parametro A € R,

dada por
Z(t) = 2(t)° + Az(t)” + [((1 + i) sen(2mt))* + 0.3 2(t) + 3((2 + ) cos(27t))>.

Se escolhermos A = 3, os %—estados da equagao podem ser vistos na figura (3.4).
Para esse valor de A, os %—estados nao se interceptam. Na figura sao mostradas
duas vistas dos conjuntos singulares para A = 3. Isso significa que nao existem
pontos em que alguma trajetoria generalizada alcanca infinito mais de uma
vez, ou seja, os conjuntos singulares nao se autointerceptam, figura (3.5).
Para A = 1.5, se observarmos a figura (3.6), veremos que uma das
pernas do %—estado do conjunto singular estavel praticamente tangencia uma

das pernas do %—estado do conjunto singular instavel. Entao, nos conjuntos
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Figura 3.4: %—estados para A =3

Figura 3.5: Conjuntos singulares para A = 3

singulares devemos ter, se nao uma autointerse¢ao, uma aproximacao das
pernas. Pois intersecao nos t-estados significa que existe pelo menos uma
trajetoria generalizada que alcanca infinito mais de uma vez, ou seja, os
conjuntos singulares se auto-interceptam. Podemos confirmar essa expectativa

observando a figura (3.7).

rrrrr

Figura 3.6: %-estados para A = 1.5.

Se A = 0.5, os 1-estados se interceptam transversalmente, figura (3.8).
Essa intersecao transversal das pernas deixa claro, visualmente, a auto-
intersecao dos conjunto singulares. Nesse caso, pela figura (3.9), apenas a
descontinuidade no conjunto singular instavel pode ser observada numerica-
mente.

Assim, podemos dizer que deve existir um valor de A € [0, 3] tal que os

%—estados se interceptam de maneira nao transversal.
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Figura 3.7: Conjuntos singulares para A = 1.5.

Figura 3.9: Conjuntos singulares para A = 0.5.

3.3
Equacdes com infinitas solucées periédicas

Nesta secao estaremos interessados em equagoes que possuem infinitas
solucoes periddicas. O proximo exemplo mostra uma equagao auténoma com

coeficientes complexos que possui todas solugoes periddicas.

Exemplo 3.13 A equacao 2/(t) = z(t)® + 2miz(t) possui infinitas solugdes
periddicas. De fato, resolvendo a equacao explicitamente para a condi¢ao inicial

2(0) = z,, obtemos

272,

/—(=2i22 — dme=4int | 2jx2e~4imt)

2(t) =

Uma vez que z(1) = z,, concluimos que a equacdo possui infinitas solugdes

periodicas de periodo 1.
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Os conjunto singulares associados a essa equagao sao idénticos aos con-
junto singulares associados a equagao do exemplo (3.11). Nesse caso também

os conjuntos singulares coincidem.

Agora definiremos o segundo tipo de excepcionalidade, que ocorre quando
a equagao possui infinitas solugoes periddicas. O exemplo (3.13) é um caso
autonomo. Nesta secao mostraremos que existe uma familia de equagoes nao

autdénomas que possui infinitas solugoes periddicas.

Defini¢ao 3.14 Suponha que as fungoes a; : [a,b] — C, ¢ = 0,...,(n — 1)
sejam periodicas de periodo 1. Dizemos que a equagdao (3-1) é excepcional de

22 tipo se possuir infinitas solugoes periodicas.
Seja ¢ € C. Considere a equagao
2'(t) = 2(t)* + csen(27t)2(t)%. (3-4)

Veremos que existe uma vizinhanca de ¢, V. C C, tal que a equagao

acima é excepcional de 2° tipo para todo ¢ € V.. A figura (3.10) mostra os
conjuntos singulares associados a equagao (3-4) quando ¢ = 24/7(1 —i). Na
primeira figura, mostramos apenas o conjunto singular estavel e, na segunda,
o conjunto singular instéavel.
Esses conjuntos sao bem comportados, ou seja, possuem um ntmero finito de
autointerse¢oes, mesmo havendo uma sobreposi¢ao deles(terceira figura). Na
regiao limitada pelos dois conjuntos singulares a Aplicacao de Poincaré T é a
Identidade.

A figura (3.11) mostra a trajetéria de alguns pontos da regiao limitada
pelos conjuntos singulares. Observe que as trajetorias sao fechadas, o que indica
a excepcionalidade da equagao.

Para mostrar que a equacao (3-4) possui infinitas solugoes periddicas,

vamos transformar o problema
2 (t) = z(t)3 + csen(27t)z(t)?
2(0) = 2o,

em um problema na variavel complexa s pela mudanga de variavel s = e

(3-5)
27rit'
O lema (3.16) relaciona analiticidade numa vizinhanga disco de raio 1,
D, = {z € C: |z| < 1}, da solugdo de um problema com dominio complexo
com solugoes periddicas de equagbes com dominio real. Jio o lema (3.17)
mostra que se a solu¢ao de um problema com dominio complexo for holomorfa
numa regiao que contenha o disco de raio 1, uma pequena perturbacao na
condicao inicial ou num parametro complexo ainda deixa a solugao do problema

perturbado holomorfa numa regiao que contém o disco unitario.
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B .

Figura 3.10: Os conjuntos singulares da equagao 2’ = z3+2,/7(1—1i) sen(27t)z2.

Uma combinagao destes resultados mostra que a equagao (3-4) é excepcional
de 2 © tipo.

Observagao 3.15 Em [11] encontramos uma abordagem bastante detalhada
sobre EDO’s em dominios complexos. Em particular encontramos, no capi-

tulo 2, o Teorema de Existéncia e Unicidade e a dependéncia analitica nos

parametros.
Lema 3.16 Considere a mudanca de varidvel s = e*™ de forma que o
problema )
2(0) = 2.
na varidvel real t possa ser transformado no problema
() = gls,uls) .

na varidvel compleza s. Se a solugdo de (3-7) for holomorfa numa vizinhang¢a
do disco unitdrio, Dy, entdo a equag¢do associada ao problema (3-6) possui

solugao periodica de periodo 1.

Prova. Sejam u a solugao do problema e A uma vizinhanca de D; tal que u

seja holomorfa em A. Considere a curva v(t) = €*™. Por um lado, uma vez
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Figura 3.11: Trajetorias para a equacao z(t)" = z(t)*>+2+v/7(1—1i) sen(27t)z(t)?.

que u(s) é holomorfa em A, temos f7 u'(s)ds = 0. Por outro lado, também
temos que f7 u'(s)ds = fol W (y(6)Y (t)dt = u(y(1)) — u(v(0)). Juntando as
duas informagoes, temos u(y(1)) = u(v(0)). Pela mudanga de variavel dada na

hipotese, essa ultima igualdade nos da z(1) = z(0). |
Lema 3.17 Seja f : U C C* — C holomorfa numa vizinhanga de (0, ug, c).

u'(s) = f(s,u(s),c)
u(0) = g

for holomorfa numa wvizinhanca do disco de raio 2, existem vizinhancas

Se a solugao de
{ (3-8)

Vi, Ve C C, de ug e c respectivamente, tal que, se u € V,,, e ¢ € V., a solugao

de

{ u'(s) = f(s,u(s),¢) (3-9)

u(0) =1

€ holomorfa numa regiao que contém o disco unitdrio.

Prova. Seja u(s) a solugdo de (3-8) que, por hipdtese, é holomorfa numa
vizinhanga do disco de raio 2. Se considerarmos a mudanca de varidveis
s = xe", com y € [0, 27], temos u(s) = u(ze”) = v(x,y). Se fixarmos um valor

de y, transformamos o problema (3-8), na variavel complexa s, no problema

so(z,y) = f(ze”, v(z,y), c)e
'U(Oa y) = Uo
na variavel real z. A solugao de (3-10) é suave no intervalo [—2,2], pois u(s) é

(3-10)

holomorfa no disco de raio 2.
Pela suavidade nos parametros, para u numa vizinhanca V,,, de uy e ¢

numa vizinhanga V. de ¢ e para cada y, existe ¢, (dependendo de y) tal que a
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solugao de
{%M%wszww@w%&ﬂ
v(0,y) =4,
denotada por o(z,y), é suave num intervalo (-2 + §,,2 — d,) que contém o
intervalo [—1, 1].

Ainda pela continuidade nos parametros, a funcdo 0(y), que associa
a y um valor ¢,, ¢ continua e, portanto, deve assumir um valor d,,; tal
que (=2 + 6,,2 — J,) contenha o intervalo [—1, 1] desde que V,, e V. sejam
vizinhancas apropriadas.

Assim, para ¢ € V., 4 € V,, temos que 0(z,y) esta definida no disco
Dipin = {z = 2% : |2| <2 — §,in}. Observe que D, D D;.

Pelo teorema de existéncia e unicidade, [11], 0(z,y) = u(s) é solugao
holomorfa de (3-9) numa vizinhanga da origem. Se mostrarmos que o(x,y) é
holomorfa em D,,;,, o lema estara provado.

Na teoria das fungdes complexas, temos que, se g(x,y) = g(z) é uma

funcao complexa, entao

dg  0g Jg

%~ 2.t (3-11)
dg 1 (dg .0Og

2 - (g ay) (12

Definimos H (z,y,0(z,y)) = aﬁﬁ y) — i2o(z,y). Por (3-12), ¥ &
e

(z,y
holomorfa em D,,;, se, e somente se, H =0 min- Como ¥(x,y) é solugao
de (3-9), por (3-11), temos que —v(x y) =

vizinhanga da origem; portanto,

® B
’“b

o(s) = f(z,y,0(r,y),¢) numa

H(z,y,o(x,y)) = aay(x y) —if(x,y,0(x,y),0).

Assim, temos

0 0?

Sl te) = i)~ i [, 5e0), )

— o). 8) = i (w3,
= Osf(x,y,0(z,y),¢) - [H(x,y,0(z,y))].

Ou seja, H satisfaz uma EDO linear e, como H (0,0, 9(0,0)) = 0, pois 0(z,y) é

holomorfa na origem, teremos H = 0 enquanto v estiver definida; logo, H =0
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em D,,;, e, portanto, v é holomorfa em D,,;,. |

Considere a mudanca de variavel s = e

no problema (3-5). Entao
2(t) = u(e®*™) = u(s) e, portanto, o problema pode ser reescrito na variavel

complexa s como

{ u'(s) = [u(s)?’ +c ( %) u(s)Q] S (3.13)
u(l) = up = 2.

As mudancas de variaveis seguintes nos conduzirao a um problema cuja solucao
seré inteira. Dessa forma, pelo lema (3.16), a EDO possuira pelo menos uma
solucao periddica.

Agora, faga v(s) = ﬁ Assim, temos

{ V() = ~ s + 3 (1= ) (3-14)

v(l)=v; = u%

Finalmente, se considerarmos a mudanga de variaveis w(s) = v(s) — < (s + 1),

o problema ¢é reescrito como

_ 21
w’(s) T Amsw(s)+es?+c (3_15)
w(l) = wy,

onde w; = vy — . A partir disso, queremos encontrar uma solugao inteira
para o problema acima da forma w(s) = As, onde A € C sera determinado da
seguinte forma:

Se w(s) = As, entao w'(s) = A; logo, pela equagao do problema (3-15),

devemos ter A = m. Assim, se resolvermos o sistema
ATrA’ +¢c=0
. (3-16)
A-c= 21,

encontraremos a solugao inteira desejada. Facilmente podemos verificar que

A=t ec=—2y7(1—i).

Com isso chegamos ao principal resultado deste capitulo.
Teorema 3.18 Euxiste um valor de ¢ € C tal que a equagao (3-4) € excepcional
do 2° tipo. Além disso, existem conjuntos abertos U e V em C tais que o
problema de valor inicial (3-5), com ¢ € U e zyg € V', possui solugao periddica.

Prova. A partir do problema (3-15), com w; = 0, para ¢ = —2y/7(1 — i), a

solugao é dada por w(s) = (21\;%) s. Pelo lema (3.16), podemos recuperar, por

meio das mudangas de variaveis feitas em (3-5), uma solugao periodica para
(3-4).

Novamente pelo lema (3.16) combinado com o lema (3.17), pequenas pertur-
bagoes na condigao inicial ainda garantem infinitas solugoes peridédicas para a

equacao.
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Como para os valores de ¢ e A encontrados acima a equagao ¢é inteira,
pequenas perturbagoes em ¢ ainda implicarao solugdes holomorfas em regioes
que contém D;. Combinando novamente os lemas (3.16) e (3.17), a equagao

perturbada ainda possuira infinitas solugoes periddicas. [
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