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Solucoes Generalizadas e Conjuntos Singulares

O problema

{ Z(t) = 2()" + an1(H)2()" + .+ a1 (8)2(t) + ao(t) (2.1)

z(a) = zo,

com a; : [a,b] — C continuas, possui tnica solugao local z(t). Suponha que z(t)
esteja definida no intervalo [a, t1], assim denotamos por ¢(t1;a, zg) a solugao do
problema acima calculada no tempo ¢y, isto é, ¢(t1;a, z9) = 2z(t1). Mais ainda,
para um intervalo fixo [a,b], suponha que a solugdo z(t) esteja definida em
todo intervalo [a, b]. Assim podemos definir a aplicagao holomorfa T': D — C

por

T(z0) = o(bia, ),

chamada de Aplicagio de Avango relativa ao intervalo [a,b] onde D é um
dominio apropriado. Quando a = 0 e b = 1, T é chamada de Aplicagao de
Poincaré, ou com abuso de liguagem, Aplicacio de Retorno. Podemos definir
também a inversa da aplicagao T' dada por T1(2) = ¢(a; b, ).

Neste capitulo estaremos interessados nas singularidades da Aplicacao de
Retorno T e sua inversa T~ !, isto é, nas condicoes iniciais z, tais que a solucao
de (2-1) néo esta definida em [a,b]. Chamaremos esses pontos de conjunto

singular da equacao (1-1).

2.1
Solucdes Generalizadas

Para estudarmos os conjuntos singulares, precisaremos resolver proble-
mas de valor inicial com condicao inicial infinita, isto é, queremos encontrar

solugoes para problemas do tipo
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Supondo que o problema acima possua solugao, podemos dizer que tal

solugao esta na esfera de Riemann C = C U {oo}. Assim, se considerarmos a

mudanga de varaveis w(t) = ﬁ, reescrevemos o problema (2-2) da forma
w'(t) = —(wt)?* "+ ...+ a(H)w(t) + ao(t)w(t)?)
(2-3)

Assim, resolver o problema (2-2) com condicao inicial infinita ¢ o mesmo que

resolver o problema (2-3) com condigao inicial zero.

Exemplo 2.1 O problema de valor inicial

{ w'(t) = —w(t)"! (2-4)

U}(to) = Wo
tem solugao

w(t) = £1/w + 2(to — 1) (2-5)

onde o sinal “4+” depende da condicao inicial wy.

Suponha que wy =1 e {5 = 0 e que desejemos encontrar uma solucao de
(2-4) no intervalo [0,1]. Uma vez que a solucio é dada por w(t) = /1 — 2t,
emt= % a solugao nao esté definida.

Queremos resolver o caso particular do problema (2-3), isto é, queremos

resolver

i o

Se considerarmos a mudanga de variaveis w(t)? = u(t), podemos transformar

(2-6) em
{ u(t) = —2
u(}) =0

com solugado tnica dada por u(t) = —2¢ + 1.

O que queremos agora ¢ recuperar uma solu¢do w(t) para o problema
(2-6) a partir de wu(t). Nesse caso, observe que, para cada uma das raizes
de w(t)> = wu(t), podemos obter solugoes do problema (2-6) dadas por
w(t) = /1 =2t e w(t) = —/1 — 2t, que ndo sao solucdes no sentido classico,
pois a derivada nao esta definida no tempo t = %

Assim, podemos resolver o problema (2-4) com wy = 1 e tg = 0 no

1
12
forma tradicional; em seguida, fixamos uma raiz para w(t)? = u(t) e obtemos

intervalo [0, 1] da seguinte forma: no intervalo [0, 3), resolvemos o problema da

a continuacao da solucao no intervalo [%, 1]. A solugao construida dessa forma
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¢ uma solugao generalizada no intervalo [0, 1] que nao é derivavel apenas em

1
t=35.
O exemplo motiva a seguinte definicao.

Definigao 2.2 Uma solug¢ao generalizada para o problema (2-2) é uma

curva continua 5 : [a, b] — C que cumpre as sequintes condicoes

(i) o(t) # oo q.t.p
(ii) (6()) = ()" + an1(E)(@(t)" " + ... + ar(t)(4(t)) + ao(t), exceto

possivelmente em um conjunto enumerdvel.

Agora, se considerarmos a mudanga de variaveis u(t) = w(t)"!, o

problema (2-3) acima se torna

W (t) =c[l + ap_1(H)w(t) + ...+ a(H)wt)" ™ + ag(t)w(t)"].

onde ¢ = —(n — 1). Assim, se fixarmos um ramo da raiz n-ésima "Vu = w

podemos reescrever o problema acima da seguinte maneira

{ W(t) = [l + an 1 (Ou®)™T + ... + ar(Hu(t) + ao(H)u(t) 1], 2-1)

Para problemas como (2-2), ndo conseguimos garantir a unicidade das
solugoes generalizadas, como mostra o exemplo (2.1). Mais ainda, o proprio
ramo "3/u nao estd, em principio, continuamente bem definido. O préoximo
lema técnico é um Teorema de Existéncia e contorna as dificuldades apre-
sentadas. Mesmo nao sendo possivel garantir a unicidade, o lema fornece um
ntimero de solugoes generalizadas em um intervalo de tempo suficientemente

pequeno.

Lema 2.3 O problema (2-2) possui pelo menos (n — 1) solugéoes generalizadas
no intervalo [to,to + €] para € suficientemente pequeno. Mais precisamente, se
escolhermos um ramo w(t) = "/u(t) e ¢ uma constante tal que 0 < ¢ <

min{|c|, >0 ||ai||co} o problema (2-7) possui tinica solucdo em
X ={ueCtoto+€;C) : |u(t) —c(t —to)| <t —to) e |u(t)] <A<1}.

onde A = (%)n_l e

1
Yoo laillo
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n—1 n—1
< mi 1 c 1
€ min - e ) n n— ’
el (1 +6) \ ) [lasl|co) 230 M || o

sendo M, = |c|»1 K, onde K, ¢ a constante de Lipschitz de f(v) = vn-1 para

v satisfazendo |v — 1] < \_il <1, paraa=1,...,n.

Prova. Ao longo desta demonstracao, eventualmente, vamos omitir a dependén-
cia de t das fungoes u(t) e a;(t). Também vamos supor que t, = 0 e que
111 2= N1 fllen = suprego 1£E)] 1

Observe que, pela escolha do ramo, a raiz u»-1 fica continuamente bem definida
para u € X.

Defina o operador F : X — C%(]0, ¢]; C) dado por

2

t L .
F)@) = [ (14 o 4o ™ 4+ oy i)
0

Para mostrarmos que o problema (2-7) possui tnica solu¢ao, basta ver que F'
¢ uma 3— contragao, isto ¢, ||F(u2) — F(u1)|| < 3||us — w1 e que F(X) C X.
Antes de vermos que F' é uma contragao, consideraremos funcoes auxiliares v;
definidas por u; = ctv;, i = 1,2 e u; € X. Uma vez que |u;(t) — ct| < é temos

lv; — 1] < ‘—a < 1. Assim, omitindo a dependéncia de ¢,

t 1 1 _n_ _n_
|F(u2) — Fu)| < Icl/(lan—llluz"‘l—uf‘1|+---+laollu5‘l—uf‘1|)ds
0

t
1 1
< 1el [ (analliests) ™ = esu) | 4.+
0

+ |a0||(csv2)% — (csvl)#Dds.

Para a = 1,2,...,n denotaremos ¢, = ¢®D, K, a constante de Lipschitz

de f(v) = va-1, onde os pontos v do dominio satisfazem v — 1] < ﬁ <le
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M, = |co|K,. Dessa forma,

[F'(ug)(t) — F(u)(t)] <
t 1 _n_
lc| | (lan-1ller]|s|™=T Kilvg —vi|+ ... +aol|en|[s["T Ky lvg — v1])ds <
0
t
1 _n__
/(|an—1||5|"1 IMifuz =il Haol s M |ug — wa])ds <
0
¢ 2—n t 1
MlHaanHUQ—ulH/ st +Mn||a0||||u2—u1||/ sids <
0 0
1 _]. _n
2 — Uy 1|An—1||{T — E(nil)_|_ ... +M, ag n e | <
U M 1 M. ( ) <
n
n—1 1
||u2—u1H{M1Han1||(n—1)+ +Mn||a0||( - )]e(nl)g

< Yjug— il
~ 9 (75) U]

Agora mostraremos que F(X) X. Prlmelro veremos que se |u(t)] <

C
_ n—1
(ﬁ) entao |F'(u)(t)| < ( s 1||azH> . De fato,

it lasl|

t
|F(u)(t)] = | / (1+ A UTT + QU + .+ agu+ agu™T)ds
0

t
< \C\/ 1+ |t |77 | + |ana|[umT| + .. + |ar|Ju] + |ao|[u™T |ds
0

t
1
< ICI/ L+ (lan—1] + |an—2| + ... + |as] + [ao|)[ulTds
0
< Je|(1+ e
)
o\ Madl '

E, por ultimo, queremos mostrar que |F'(u)(t) —ct| < ét desde que |u(t) —ct] <

ct. Assim precisamos apenas ver que

¢ 1 2 n
|F(u)(t) — ct| = / (Qp_1un=T + ay_oun—1 + ...+ ayu + agun-1)ds| < ét.
0

5 n—1
Uma vez que |u(t)] < (W) , a expressao acima pode ser facilmente
=1 7

verificada fazendo

¢ 1
< /(\an1\+...+\a1|+\a0|)|u|n1ds
0

< ct.

¢ 1 n
’ / (Qp_qun=1 4+ ...+ agun-1)ds
0

Analogamente podemos mostrar que existem pelo menos (n —1) solugoes
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generalizadas no intervalo [ty — €, to].

Para entender o comportamento da equagao associada ao problema (2-3)

numa vizinhanga da origem, escrevimos

n—1

u(ty— ") = —(n—1) / o (1+ an_l(s)u(s)ﬁ + ..+ ag(s)u(s)n1)ds

to

= (n—-1) /t 0 (14 an_1(s)u(s)™T + ...+ ag(s)u(s)™T)ds

O,En—l

~ (n—1) L
Assim
w(ty — € ) ~ (n — 1)ﬁ§ke

para algum k fixo entre 1,...,(n — 1), onde £ é raiz n-ésima da unidade.

Denotando por ¢,(t) uma das solucdes generalizadas de (2-3), devemos ter

— 2km
t _ n—1 ~ .
arg[dy(to — ")) n—1
Analogamente, para k = 1,..., (n — 1), podemos ver que para o intervalo
[to, to + €"71] teremos
_ o (2k — 1)m
arg[or(to + €' 1)] = —

Poderiam ainda existir outras solugoes generalizadas além das previstas.
Tais solugoes que nao estariam contidas no conjunto X. O proximo lema mostra

que nao existem tais solugoes.

Lema 2.4 Para € suficientemente pequeno, o problema (2-2) possui exata-

mente (n — 1) solugoes generalizadas em [ty, to + €.

Prova. Suponha ty = 0. Mostraremos que qualquer solugao u(t) de (2-7) devera
estar contida no conjunto X definido no lema (2.3).

Ultilizando a notacao dada, para € > 0 suficientemente pequeno, temos

lu(t)] < <m> (2-8)

para ¢t em [0, €], pois, se u(t) é solu¢do, u(0) = 0. Ora, mas por (2-8), assim

como no lema (2.3), devemos ter
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) —etl < ol =) ol [t )
u — C ~ Ap—1 =1 Qo n=1.
Zi:O ||az|| Ei:O ||al||

| an_|| - + o+ tlaol| -
Un1ll | St ol \ <1, |1
S lal| S llad

< tec

IN

Portanto, se u(t) é solugao, necessariamente ela deve estar contida em X e, a

menos de escolha de ramos, deve ser tinica. [ |

Exemplo 2.5 As figuras (2.1) e (2.2) mostram como ¢ o comportamento da

equacao

2 (t) = 2(t)*

numa vizinhanga de infinito nos sistemas de coordenadas z e w = %

Em coordenadas z podemos observar 6 trajetorias alcangcando ou
deixando infinito, sendo que duas delas coincidem com o eixo x. Observa-
mos também que as trajetorias de solucoes cléssicas se aproximam e depois se
afastando de infinito acompanhando alguma solugao generalizada, figura (2.1).

No sistema w, figura (2.2), podemos observar o mesmo comportamento.
Aqui fica mais claro, visualmente, que as solugoes classicas acompanham as
solugoes gneralizadas.

Assim, numa vizinhanga de infinito, a equacdo z'(t) = z(¢) é uma

aproximacao para o comportamento de

Zt) = 2(t)" + an_1()2(0)" 7+ Far(t)z(t) + aolt). (2-9)

Agora mostraremos que a solugdo do problema (2-2) depende continua-
mente das fungoes a;. Isto é, se u e u s@o solugdes de problemas como (2-7) com
fungoes a; e a;, respectivamente, queremos ver que se a; — a; entao u — u.

Mais precisamente temos o seguinte lema.

Lema 2.6 A solugdo do problema (2-7) depende continuamente das fungoes

a; na topologia C°.

Prova. Primeiramente vamos supor que ¢y = 0. Usaremos a notacao do lema
(2.3), isto é, || - || :== || - ||co. Para vermos a dependéncia continua, considere

dois operadores, analogos ao operador do lema (2.3), F' : X — X dado por

t
Fu)(t) = C/ 1+ ap_qur-t 4 ...+ aou%)d&
0
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Figura 2.1: Comportamento 2’ = z* numa vizinhanca de infinito em coorde-
nadas z

onde

X a0 -l <at ¢ ) < (ot

e F: X — X dado por
t ) )
F(u>(t) = C/ (1 _'_a/nflum + ... +aouﬁ)d5.
0

onde

y:uew@ﬂmwww—ﬂﬁhewwg<§%%ﬂ>_

Sejam u e u pontos fixos dos operadores F' e F' respectivamente. Queremos
mostrar que

||lu—1ul| =0 se ||la; —a;|| =0

para ¢ = 1,...,n — 1. Primeiramente note que k£ e ¢ devem ser menores que
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Figura 2.2: Comportamento 2’ = z* numa vizinhanca de infinito em coorde-

nadas w = %

certas constantes para podermos aplicar o lema da contracao; assim sendo,

escolhemos ¢ < k de forma que u € X. Portanto,

[lu—@l| < [Ju— F(u)|| +]|F(u) - al|.

Uma vez que F' é uma %—Contra(;éo e u é seu ponto fixo, temos

lu—=all < lu—Fu)l] +||F(u) -l

~ 1 »
< lu=F@)l] + 5l —all

e, portanto, ||u—1|| < 2||u— F(u)||. Assim, basta mostrar que ||u— F(u)|| = 0
quando ||a; — a;|| — 0. De fato,

t
~ —~ 1 ~ n
lu = Fuw)| < /0%1—%1Wh1+m+MrmeV%S
0

IA

t
<||an1—an1||+...+||ao—ao||>M/ ds,
0

onde M é tal que |u|7T < M para a = 1,...,n. Assim, se ||a; — ;|| — 0,
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temos ||u — F(u)|| = 0 e, consequentemente, ||u — || — 0 [

Agora mostraremos que a solugao u de (2-7) depende de forma C! das
funcoes a; desde que essas sejam C'. Para isso, veremos que as derivadas
direcionais existem e sao continuas. Para fixar a notacao, considere, omitindo

a dependéncia da variavel ¢ das fungoes a; e b;, o seguinte problema,

W(t;h) = (1 + (any + hbo_y)u(t; )71+
+ ...+ (ag + hbo)u(t; h)=-1) (2-10)

cuja solugdo vamos denotar por u(t; h) e w'(t; h) = “u(t; h). Vamos supor agora

que as funcgoes a; e b; sejam suaves. Queremos mostrar que existe %(t; 0) tal

que
ou

u(t; h) —u(t;0) = o

(t;0) - h+ O(h)

h—0
com%:i().

Antes, suponha que a solugdo de (2-10) dependa de maneira suave das

fungoes a;. Vamos exibir uma expressao para a derivada direcional %(t; 0).

Derivando a equagao relativa ao problema (2-10) com relac¢ao a segunda

variavel, obtemos

0 1 1 22n 0
%U (t, h,) = C(bn,ﬂl/(t, h,)n + (anfl + hbnfl)m’lﬁ(t, h)" %u(t, h) +
n_ 10
+ ...+ bou(t; h)»1 + (ag + hbo)n — lu(t, h)n= %u(t7 h).

Defina v(t; h) := %u(t; h). Derivando v(t; h) com relagao a variavel ¢, teremos
V(t;h) = (Lult h))/ = 2.u/(t;h). Portanto, a derivada da solugdo u do

problema (2-10) com relagdo a h quando h = 0 é a solugao do problema

J(t0) = ¢ (anl(t)

+ ¢ (bn,lu(t; O)ﬁ + ...+ bou(t; O)#)

1 2-n n 1
— 1u(t, 0)n +...—|—a0(t)n_ 1u(t,0)n )v(t, 0)

com v(tp;0) = v'(tp;0) = 0 pois u(tg) = 0 e u'(ty) = —(n — 1). Observe
que u(t)% e outros coeficientes sao descontinuos em ¢t = (, mas, mesmo
assim, ainda podemos integrar. Dessa forma a solugao v(t;0) esta definida
continuamente.

A notagao v(t;0) sera ultilizada na demosntragao do proximo lema.
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Lema 2.7 A solug¢do do problema (2-7) depende suavemente das fungoes a;

desde que elas sejam suaves. Mais precisamente, para uma familia a um

ou

, 91(t;0) existe e € continua.

parametro de solugoes u(t; h) de (2-10

Prova. Antes de mais nada, para facilitar a notagdo, chamaremos u(t;0) =
uo(t), u(t;h) = up(t) e omitiremos a dependeéncia da variavel ¢ em a;(t), b;(t),
uo(t), up(t) e v(t).

Vamos ver agora que a fungao v, obtida acima, é de fato a derivada ‘9” = (t;0).
Para h = 0, mostraremos que [ug + hv| é uma aproximagao para uma solugao
de (2-10). A aproximagao para a condigao inicial é facilmente verificada ja que

u(to; 0) — v(tg) = 0. Veremos agora que

[uo + ] = c(1+ (an—1+ hby1)[uo + hv]ﬁ+

n (2-11)
"—(CLQ + hbo)[Uo + hU]”_l) + O(h,Q)

De fato,

c [1 + (an_1 + hb,_1)[uo + hv]ﬁ + ...+ (ap+ bo)[uo + ho]not | =

1 2-n
[1 + - 1u0 " an ug " hv + hb, 1u0 T+OMR) + ...+
n—

+ aouo '+ o = hv + hbou '+ O(hQ)} =

1

{1—1—% oug” 1+...+a0u0”_1]+

+...+a ul v+
n—1"° ]

n 1
= n

1 2—
+h {c [anln — lu{;
+c {bn e A+ bougl” + O(h?)
= uf + hv' + O(h?).
Isso mostra a estimativa (2-11). Ainda precisamos ver que [u(t;0) + hv(t)] é

uma aproximagao para uma solugao de (2-10).

Considere a %-contra(;éo

t
Fy(u)(t) = C/ (1 + [an_1 + R JTTT + ... + [ag + hbolam=1)ds,
0

definida como no lema (2.3), assim se u, é ponto fixo de F}, entdo ||u — up|| <
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2||u — Fp(w)|]. Seja & = ug + hv, entéo
t 1 n
u— Fh(’lj) = u-— C/ (1 + [an,l + hbnfl]ﬂm + ..+ [CLO -+ hbo]’ljm>d8
0
t
_ / (@) — e[l + [an_1 + hbp T + ... + [ag + hboJirt]|ds
0
¢
_ / O(h?) = O(h?)
0

pela estimativa (2-11).
Portanto ||u — us|| < 2||u — F,(w)|| < O(h?), ou seja,

u(t;0) + ho(t) = u(t; h) — O(h?).

Pela defini¢io de derivada direcional, temos que v(t) = 9%(¢;0). Uma vez
que v(t) depende continuamente de h, é sabido que a fungao deve ser suave.

Portanto, as solugoes de (2-2) dependem de maneira C! das fungoes a;. |

2.2
Conjuntos singulares

Uma vez que o problema (2-2) possui solugoes generalizadas, nesta segao
vamos definir os conjuntos singulares. No préximo exemplo encontraremos os

conjuntos singulares da Aplicagdo de Poincaré para a equagao 2/(t) = z(t)3.

Exemplo 2.8 Considere a equacido 2'(t) = z(t)3. Resolvendo o problema de

valor inicial S(t) = (1) _
2(0) = 2o,
encontramos a solugao %
2(t) = — (2-13)
—2tz5 +1

Podemos ver pela solugao (2-13) que T'(z) nao esta definido se, e somente se,
2tz —1 = 0

para algum ¢ € [0, 1], ou seja, as condigoes iniciais que alcangam infinito para

a solugao do problema (2-12) sao da forma

1
w=%\5 (2-14)

para t € [0,1]. A igualdade (2-14) nos mostra que o conjunto dos pontos

z =x + 1y € C que nao estao no dominio de 7" é da forma

fonons @Y oloynae 2) o
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De maneira analoga, podemos resolver

{ 2 (t) = 2(t)3

z(1) = 2z

e encontrar as condicoes iniciais tais que a inversa 7! nao esteja definida.

Nesse caso, o conjunto dos pontos z fora do dominio de 7! é dado por

{m:o,yzﬁ}u{z:x:o,yg_@}. (2-16)

Os conjuntos (2-15) e (2-16) podem ser vistos como subconjuntos da
esfera de Riemann, C = CU{oo}. A figura (2.3) mostra os conjuntos singulares
da equacgao z'(t) = z(t)® em coordenadas w, ou seja, a origem do sistema de

coordenadas representa o infinito em coordenadas z.

0,5

-0,5

-1,01

-1,54

Figura 2.3: Conjuntos singulares da equagao 2'(t) = z(t)3.

Estaremos interessados agora nos pontos z, € C tais que E(t*; a, zy) = 00
para algum ¢, € [a, b].

Uma trajetoria generalizada do ponto z, é uma curva

a:la,b) —» C

dada por a(t) = ¢(t;a, z,), onde ¢ é uma solucio generalizada.
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Definicao 2.9 Considere a equacao (2-9) definida no intervalo [a,b]. O con-
junto singular estdvel, denotado por S¢, € o conjunto dos pontos z, € C tais
que

alty) = d(ty; a, z,) = 0o,
para algum t, € [a,b] e alguma trajetoria generalizada «. Analogamente, o

conjunto singular instdvel, denotado por S*, sio os pontos z, € C tais que
at,) = ¢(ty; b, z,) = 00,
para algum t, € [a,b] e alguma uma trajetoria generalizada c.

Observe que os conjuntos singulares estao relacionados com a Aplicagao
de Avanco e sua inversa, isto €, o conjunto singular estéavel sao as singularidades
da aplicagao T', enquanto o conjunto singular instével sao as singularidades da
aplicacao 7.

A partir do momento em que uma trajetoria generalizada alcanca infinito,
pelo lema (2.3), podemos escolher entre (n — 1) solugbes generalizadas para
continuar descrevendo uma das trajetorias generalizadas de um determinado
ponto.

Veremos, mais tarde, que uma trajetoria generalizada pode alcangar
infinito mais de uma vez. Nesse caso, os conjunto singulares apresentarao
autointersecoes. Em particular, essas autointersecoes interferem no nimero
de pontos fixos da Aplicagao de Poincaré associadas a equagao (2-9).

A préxima proposicao apresenta uma parametrizacao para um trecho do
conjunto singular estavel. A parametrizacao para o conjunto singular instavel

é feita de maneira anéloga.

Proposicao 2.10 Considere o problema (2-3). Suponha que exista uma
solugio generalizada ¢y : [a,to] — C tal que se t € [a,ty) entio ¢,(t) # 0.
Entdo evistem ¢ > 0 e I'y : (ty — €,tg + €) — C tais que, para todo
t1 € (to—e,to+e), @p(ti;a,Tr(t1)) =0, ¢p(t;a, Tx(t1)) # 0 parat € [a,t,) com
arg(d,(t1 — € a,T(t1))) ~ 2T para € suficientemente pequeno. Além disso, a

parametrizacao I'y, € continua quando estiver definida.

Prova. Considere o problema (2-3) escrito na forma

{ W (t) = [l + an,l(t)u(t)ﬁ + .o+ a(t)u(t) + ao(t)u(t)%] (2-17)

com solucao u(t; o). Por hipotese, temos que u(t;ty) # 0 em |a, ty), portanto,

devemos ter I'y(ty) = ¢,(a;to,0), com ¢, uma solucio generalizada fixada.
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Primeiro mostraremos que I'j esta definida numa vizinhanca de ¢y5. Ou seja, a

solucao de

u(s) (2-18)

dada por u(t; s) é diferente de zero no intervalo [a, s) desde que s € (to—e, to+e€)

{ W(t) = e[l + anoy (Hult) ™1 + ...+ a1 (Ou(t) + ao(t)u(t) 7]
=0

para algum e.
Seja a;(t;s) = a;(t + s —tp), parat =1,...,(n — 1), e considere, omitindo a

depedéncia de t de u(t), o problema

{ W = e[l + @ (t )T+ a(t 8)u + ag(t s)uT) (2-19)

com solugao u(t; to)(e solugao ¢y ,(t)(t,to,0) no sistema de coordenadas w =
1). Note que uy,(t;s) ¢ solugdo de (2-18) e wy,(t;to) solugao de (2-17). Pela
continuidade nas fungoes a;, lema (2.6), dado €; > 0, existe 6; > 0 tal que se
|s—to| < 01 entd@o |us(t;to) —uy, (t;t0)| < €1 em [a, to]. Assim, temos ug(t;to) # 0
em [a, tp).

Observe que a solugdo de (2-19) é a solugdo de (2-18) com variavel ¢

transladada. Ou seja,
us(t, to) = Uy, (t - to + tl, tl) (2-20)

Uma vez que ug(t;tg) # 0 em [a,tg), queremos mostrar que w(t;s) # 0
em [a,s). De fato, seja t < s entdo t — s + ty < to. Por (2-20) temos
Uy, (t;8) = us(t — s + to;tg) # 0 para t € [a,s). Assim, se € = d;, '}, esta
bem definida em (o — €, %o + €). Para ver que arg(¢,(t1 — & a,T(t1))) ~ 2,
basta observar o raciocinio sobre o comportamento da solugao de (2-3), que
foi feito apds o lema (2.3).

Agora vamos ver que I'y é continua. Para s € (g — €, tg + €), temos, com abuso
de notagao, ['k(s) = wuy(a;s), pois vimos que 'y estd bem definida numa

vizinhanga de ty. Entao,

Crl(s) = Te(to)l = [usg(a; 8) = ugo(a; o)
(a5 5) = us(a;to)| + us(a; to) — s (a; o)

|ug, (a5 8) — g, (a — to + s58)| + |us(a; to) — ug, (as o).

IN
g

Na primeira parcela, temos |ug, (a; s) —uy, (a—to+s; s)| *=° 0 pela continuidade

da solugao e pela continuidade da solugao com relagao as fungoes a;; na segunda
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parcela, temos |uy(a; to) —uy, (a;to)| *=° 0. Portanto, I'y ¢ uma parametrizagao

continua. ]

Observacao 2.11 A parametrizacao do conjunto singular instavel é dada por
T tal que Gg(ts; b, Tu(t)) = 00 com arg(@y(t + b, Tu(t) ~ EH2.

n—1

O proéximo corolario nao é bem uma consequéncia do lema anterior mas

sim da equagao (2-20).

Corolario 2.12 Se as funcoes a; sao suaves, as aplicagoes I'y, sao suaves em

seus dominios.

Prova. Vamos usar a notacao do lema anterior. Pela equagao (2-20) temos

Ops(t5 10, 0) = Py (E — to + 555, 0).

Desde que I'y esteja definida, podemos escrever

Fk<8) = ak‘,to (a7 S, O) = ak‘,s<a + tO - S tOu O)

Pelo lema (2.7), podemos derivar 5/@5 com relacao ao parametro s. Assim,

derivando a expressao acima, temos

0 — 0 — 0
%Qbk,s(a’ + 1o — s;t0,0) = %%ﬂso(a; 5,0) = grk(s)-

Portanto, ['y é suave e tem a classe de diferenciabildade de ahs com relagao as

funcoes a;. [

Observacao 2.13 Claramente a aplicacao 'y, depende do sistema de coorde-
nadas que estaremos ultilizando. Em geral, estaremos usando a notacao I'y, para
o sistema de coordenadas w = %, mas, eventualmente, a notacao sera usada
em qualquer sistema sem maiores preocupagoes. Da mesma forma, usaremos
a notacdo ¢(t) para solucdes genralizadas tanto pra a equacdo na variavel z
quanto para a equacao na variavel w = %

Definicao 2.14 Dizemos que o conjunto singular, estdvel ou instdvel, se auto-
intercepta se existe pelo menos um ponto z € C cuja trajetéria generalizada
a @ [a,b] — C alcanca infinito pelo menos duas vezes, isto €, existem
pelo menos dois valores ti,ty, € [a,b] tais que a(t;) = ¢(t;a;2) = 0o e
afty) = @(ty;a;2) = co. Um ponto z € S¢, ou em S, € regular se todas

suas trajetorias generalizadas alcang¢am infinito uma unica vez.
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Antes de interpretarmos a defini¢do acima, vamos fixar algumas notacoes.

Denotaremos 6y, = % para k = 0,...,(n — 2). Uma vez que a trajetoria
generalizada de uma condicdo inicial wy = <, que alcanca zero em algum
20

t € [a, b], tem argumento se aproximando de 0o, denotaremos por Xor C [a, b]
o conjunto onde a aplicacao I'y; estd definida. O conjunto dos pontos que
alcancam zero com argumento se aproximando de 6y serd chamado de 6g-
perna do conjunto singular estavel. Analogamente, para o, = % com
k=0,...,(n—2), definimos as Oy 1-pernas do conjunto singular instavel com
suas respectivas parametrizagoes I'opy1 @ Xogi1 — C.

Suponha que, para algum k entre 0,...,(n — 2), I'yx seja uma curva
continua que se auto-intercepte, ou seja, existem pelo menos dois valores de ¢,
digamos t; e ty, em [a, b] tais que T'g(t1) = [ox(t2) = W em tempos t; < ts.
Pela definicao, a parametrizagao I'yr @ Xop — S5¢ da Oy-perna do conjunto

singular estéavel pode ser interpretada da seguinte maneira:

Lop(te) = w

se, e somente se, a solugao, w(t), de

w'(t) = —(wt)> ™™ + ap_1(Hw(t)> ™ + ...+ ay(H)w(t) + ag(t)w(t)?)
{ w(tz) =0,

com w(ty — " 1) ~ (n — 1)ﬁ§ke e w(t) # 0 em [a,ts), onde & é raiz n-ésima

da unidade. Ora, mas devemos ter também w(t;) = 0 pois [y (t;) = . Isso

nos da que, se o conjunto singular se auto-intercepta, I'sx nao esta definida em

t = t; e, portanto, nao pode ser continua.

Agora, se nao existir uma autointersecao, todos os pontos do conjunto
singular sao regulares. Nesse caso, a aplicacao I'y, estd definida em todo
intervalo [a, b] e, portanto, é continua no intervalo.

O préximo exemplo nao satisfaz as hipoteses que estamos assumindo, isto
é, as fungoes a; sao descontinuas. Optamos por apresenté-lo, pois ele ilustra
bem o conceito de autointerse¢ao dos conjuntos singulares.

A conveniéncia do exemplo estd no fato de que a equacao pode ser
resolvida explicitamente e, consequentemente, podemos exibir o conjunto

singular por meio de férmulas.
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Exemplo 2.15 Considere a equagao 2'(t) = (z(t) + )3, onde

1
" 2 L 1
;o te =, 1.
51
Observe que em t = % a equacao nao estd definida. Vamos assumir que a

equagao tem duas solugdes, uma para cada n em tempo % Conforme for
conveniente.

Para uma condicao inicial z(0) = zy, a solu¢ao geral do problema é
20+ 1)

z(t) = otz 1) + 1 =1

Primeiro vamos determinar todas as condic¢oes iniciais que alcangam infinito

(2-21)

para t € [0, %] Procedendo como no exemplo (2.8), vemos que o conjunto das

condicOes iniciais que alcangam infinito é dado por

= /1 : 1
Slz{ze(j.z:j: §—2z, te[O,é]}.

Observe que, até agora, o conjunto singular é formado por dois segmentos de
retas com coordenada y = —2i. O proximo passo para determinar o conjunto
singular é encontrar os pontos que alcan¢am infinito partindo do tempo ¢t = %

Assim, para

{ 2(t) = (2(1) +2)°

a solucao é

- 2o+ 2 B
() = VI =28)(z+ 22+ 1

e, portanto, o conjunto das condigOes iniciais que alcancam infinito, partindo

de t = %, ¢ dado por

_ 1 1
= 2=ty ——=2; 1 —, 1] 7.
Suus {zE(C =72 el ]}

O que precisamos agora é saber quais condigoes iniciais z(0) = z pertencem

ao conjunto S, exatamente quando t = % Isso nos dard os pontos que

1

alcancam infinito em tempo entre [3, 1]. Podemos dividir o conjunto Sy, em

trés subconjuntos
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Sauzn = {r€R:—1<z <0},
Sauze = {r€R:0< 2 < o0},

Sauzs = {r€R:—00 <z < -3}

—1 —_—
2t—1

quais pontos estao em Sy, 1 quando ¢t = % Sabemos que, para uma condigao

Seja &1 € Sgug,1 entao & = 2 parat € [g, 1]. Agora precisamos saber
inicial z(0) = 29, a equagao tem solu¢ao dada por (2-21) com n = 2i. Entéo,

queremos z(3) = &. Isso nos dé

21)?
2=+ M — 2i. (2-22)
1+ (& + 2i)?

Para encontrarmos as condigoes iniciais que alcan¢am infinito no intervalo
[g, 1], ou seja, os pontos tais que z(%) = &, variamos ¢ no intervalo [g, 1],
1

57 — 2, e depois, por (2-22), obtemos as

obtemos & a partir de & =
condicoes iniciais procuradas.

Em particular, se t — g, entao & — 0, e escolhendo o sinal “+”, temos
Z0 — % — 24, ou seja, como o conjunto singular é fechado, zp = % —2¢ alcanca
infinito em tempo ¢t = g. Mas zy = % — 2¢ também alcanca infinito em tempo
t= %, portanto, duas vezes.

Agora precisamos mostrar que o conjunto singular se autointercepta. Para

isso, vamos descrever os pontos em C que pertencem & S,y 2 quando ¢t = %

Assim, se & € Suuz2, entdo & = ﬂ/zt% — 2 parat € [%, g] Nesse caso, os
pontos tais que z(%) = & sao da forma
2i)2
2=+ (&2, (2-23)

1+ (&2 + 2i)?
entao & — 0, e escolhendo o sinal “+”, temos

%, entao & — 00, e escolhendo o sinal “+”, temos
2o — 1 — 24, ou seja, a curva, no parametro ¢, dada por (2-23) com ¢ € [%, %]

intercepta o conjunto singular em S; no ponto % — 24, que é um ponto cuja

5
8’
zo—>%—2i,e,set—>

Assim, se t —

trajetoria generalizada alcanga infinito duas vezes.
Na figura (2.4), podemos ver um esbo¢o do conjunto singular estavel, no

sistema de coordenadas z, associado a equagao.
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Re 0

y=-2i

Im

Figura 2.4: No exemplo 2.15, o conjunto singular se auto-intercepta.

33
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