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A
Basico de Algebra Linear

A maior parte dos temas estudados neste trabalho utilizam conceitos
importantes da Algebra Linear aplicados a funcoes. E sabido que a teoria
aplicével a vetores e matrizes se estende a essas. Alguns deles serao brevemente
discutidos nesta secao.

Produto interno

Um produto interno atende as seguintes propriedades:

—_

< (f+g9),h>=<fg>+<g,h>;
2. < ary, o >=a < x1,Ty >;
3. < x1,Ty >=< T9, X1 >}

4. <x1,29 >>0, < w1,29 >= 04 21 = 0e/ours =0

onde < x1,x > definie o produto interno entre x; e x5 € a é uma constante

arbitraria. Um exemplo de produto interno é dado abaixo:

1
<fg>= [ )@ (A.0.1)

0
onde p(x) é uma fungdo de ponderagao. Este produto interno é usado em

diversas partes deste trabalho. Um exemplo ainda mais simples seria:

< f.g >:/0 f(x)g(x)dz (A.0.2)

Dois vetores ou fungoes sao ortogonais quando um produto interno entre eles
¢ igual a zero.

Norma de uma funcao

Da definicao de produto interno, emerge o conceito de norma de uma

funcao que quantifica o tamanho desta, sendo dada por:

1
< f,f>= HfH2 :/ |f(z)Pda (A.0.3)

0
Como a definigdo da Eq. (A.0.2) que foi usada para exemplificar o

conceito de norma nao é a inica que atende as propriedades do produto interno,

diversas outras normas poderiam ser enumeradas. Sendo assim, outras normas
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também podem ser definidas. A combinacao de um espago vetorial completo e
um produto interno é chamada de espaco de Hilbert.

Operador linear

A operagao linear y = Bz produz, dado um vetor z, um vetor y no mesmo
espaco vetorial, sendo a matriz B chamada de operador linear. O mesmo tipo
de operador também pode ser definido para fungoes. Como exemplo estao as
derivadas e integrais. Af = df/dx = f' ou Af = fox f'dx’ produzem novas
fungoes (excluindo alguns casos de fungoes nao diferenciaveis ou integrais que
nao convergem ou nao existem). Para que o operador seja linear requere-se que
Alafi + Bfa] = aAfi + BAfs.

Adjunto

A definicao de adjunto B de uma matriz pode ser dada simplesmente
como sendo o conjugado complexo de sua transposta. Uma definicao mais
abrangente deve ser dada para que se incluam os operadores lineares de fungoes,

sendo dada por:

flAgl =1[A"flg (A.04)
Se for tomado como exemplo o operador d/dz, qual seria entdo o seu

adjunto? Da definicao acima, escreve-se:

d 1 1
Flgo] = [ gte=sai = [ 7ado
! d
= —/0 flgdr = {—%f] g (A.0.5)

lembrando as condigoes de contorno f(0) = f(1) = ¢g(0) = g(1) = 0 e que as
fungoes sao reais. Da equagao acima e de (A.0.4) conclui-se que o adjunto de
d/dr é —d/dx. Assim como com as normas, o adjunto também dependera do
produto interno escolhido e ainda do espago de fungoes.

Operador autoadjunto

Quando o adjunto do operador ¢ igual ao operador (A = A1), a este
dé-se o nome de operador autoadjunto ou hermitiano, que é analogo no caso
de matrizes as matrizes simétricas B = B?. Abaixo um exemplo de operador

autoadjunto:
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d2 1 1
P o] = [ s =gt [ rda
1 1
- / Fode = —flglh + / Fgdn
0 0
1 d2
/0 1" gdx = {@f} g (A.0.6)

ou seja (d?/dx)H = (d*/dx)

Autofuncgao

A definigao de autofungao é dada por Af(z) = \f(z). Para o operador
autoadjunto como d?/dz?, quer se conhecer f e X para f”(z) = Af(x), ou seja,
qual funcao possui a segunda derivada igual & uma constante vezes ela mesma.

Uma funcao que satisfaz é:

fn = sen(nwx) sendo que A\, = —(nm)? (A.0.7)
onde n = 1,2,3,.... Assim como as matrizes simétricas possuem os autova-
lores reais, também o possuirao os operadores hermitianos. Uma importante
propriedade que se estende a esses operadores, diz respeito as suas autofuncoes.

Observe abaixo:

/01 sen(nmx) sen(mmx)dr = /01 cos|(n — m)ma] ; coslin dz

_ (sen[(n —m)mw) _ sen[(n +m)mx]
2(n —m)m 2(n +m)mw

) \ 0 (aos)

Nao por acaso o produto interno entre as duas autofuncoes ¢ igual a zero.
O produto interno das autofungoes de um operador hermitiano seréd sempre
igual a zero, como acontece com as matrizes simétricas. Este é um resultado

de grande importancia para este trabalho.
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B
Vibracao de uma placa retangular

Considere a equacao da placa de Kirchhoff dada abaixo:

phw 4 + DgViw = 0 (B.0.1)

Propoe-se a solugao modal na forma:

w(x, y,t) = Wz, y)e* (B.0.2)
onde w é a frequéncia natural. Substituindo a proposta de solugao na Eq.

(B.0.1), chega-se a equagao abaixo, escrita na forma do operador:

(V=W (z,y) = (V2 + ) (V2 + )W (z,y) = 0 (B.0.3)

onde v = w?ph/D. A forma acima permite escrever:

Como ~? é constante, demonstra-se que a solucao da equacdo acima e
logo da Eq. (B.0.3) é:

W(z,y) = Wi(x,y) + Wa(z,y) (B.0.6)
Iniciando pela solu¢ao da Eq. (B.0.4), esta é reconhecida como uma

equacao de Helmholtz, cuja solucao é:

Wi(z,y) = Aisen ax sen By + Assen ax cos fy+
Ascos ax sen By + Aycos ax cos fy  (B.0.7)

onde A; sao constantes a serem determinadas e o + 5% = 42,
Ja para solugao da Eq. (B.0.5) comega-se assumindo uma soluc¢ao sepa-

ravel da forma:
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W (z,y) = X(2)Y () (B.0.8)
que substituindo na Eq. (B.0.5) leva a:

12X 1Y,

Uma solucao nao trivial existe se e somente se:

1d*X X
1Yy -, e

onde & + % = +2. As solucdes das equacdes acima sio dadas por:

X (x) = Cisenh ax + Cycosh ax (B.0.12)
Y (y) = Cssenh Bx + Cycosh B (B.0.13)

que substituindo na Eq. (B.0.8) e entao na Eq. (B.0.6) leva a solugao W (x,y),

conforme abaixo:

W(z,y) = Aisenax sen By + Assen ax cos By +
Ascos ax sen By + Aycos ax cos fy +
Assenh ax senh By + Agsenh ax cosh By +
Azcosh ax senh By + Ascosh ax cosh By

(B.0.14)

As constantes A; a Ag sao determinadas através das condigoes iniciais.
Por exemplo, placas simplesmente apoiadas com condi¢oes de contorno dadas

pelas Eqs. (2.2.23) possuem a seguinte solugao:

T2 sen Y sin, [thw(mm) + w(m,n)} (B.0.15)

W(z,y,t) = Z A(mnysen " A

m,n=1

onde a frequéncia w, ) ¢ dada por:

m?  n? Dg
W () = (g + ﬁ) Vo (B.0.16)

e Apnn) € Uiy sao constantes arbitrarias a serem determinadas pelas
condicoes iniciais.
Demonstra-se que as autofungoes do problema de autovalor de uma placa

engastada ou simplesmente apoiada em seus contornos sao ortogonais.
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C

Manual de utilizacao dos programas

Este apéndice inclui o manual de utilizacao dos programas citados neste

trabalho:

1

2.

Sao eles:

. Ritz_ Galerkin_ cabo

Colocacao_cabo e Colocacao cabo_ Chebyshev
. MEF cabo

. MEF placa

Cond_ cont_col
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C1
MEF _cabo
Propoésito:

Este programa aproxima os modos de vibragao e as frequéncias naturais
de um cabo fixo na vertical através do MEF, para uma precisao especificada.
Através dele a dindmica de um sistema pode ser aproximada. Isto é feito
através do calculo das matrizes de rigidez e massa e a aproximacao do problema
de autovalor. Apo6s gerado o vetor carregamento e das condi¢Oes iniciais, a
aproximacao dos modos é utilizada para a reducao do sistema e posterior

aproximacao da dinamica.

Estrutura:

DADOS DE ENTRADA

2 - Obteng¢ao dos
modos de vibragao

‘
‘

‘

‘

‘

‘

1 - Gerar matrizes 1
‘

, . ‘

e frequéncias naturais |
‘

‘

‘

‘

‘

‘

‘

‘

‘

de massa e rigidez

calfem coordxtr
cabo 2n

calfem_ assem calfem_eigen

Vetor carregamento, condicoes
iniciais e dinamica

Resultados

| 1 1 - Frequéncias

' 1 - Gerar vetor |

3 carregamento 3 plot(R_Ns)

' forca_assem !

1 forca_cabo . 2 - Modos

| ‘ 1 > calfem pltstyle
} L i ! plot(RMat _modo)
! 2.1 - Redug¢ido Modelo: 2.1 - Redug¢ao Modelo: :

! s A | 3 - Aprox.

| Carregamento Estatico Carregamento Dinamico | < .

\ , solugdo estat./din.
! estat_red din_cabo_red -> step2 '

. = - - ! plot(DsnapR)

DADOS DE SAIDA

Figura C.1: Estrutura do programa MEF cabo
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Exemplo de aplicagao:
Ver segao 8.4.
Dados de Saida:
Dados de saida
H Nome \ Descricao \ Unidade

1 R_Freq frequéncias naturais [Hz|

2 | RMat_modo | fungdes modais aproximadas -]

3 NE prec | ntumero de elementos necessérios para a pre- | |-]

cisao
4 DsnapR aproximacao da solucao -]
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Dados de Entrada:
Dados de entrada
H Nome \ Descrigao \ Unidade
1 L Comprimento do cabo [m|
2 A Area da segao do cabo [m?|
3 N Nuamero de modos que se quer obter com a | [-|
precisao especificada
4 rho Densidade linear [kg/m]|
5 e Precisao especificada da frequéncia [%]
6 e w Precisao especificada da resposta dinamica | [%)]
Condi¢oes de contorno
7.1 | cond=0 | cabo fixo-livre -]
7.2 | cond=1 | cabo fixo-mola -]
7.3 | cond=2 | cabo fixo-massa -]
7.4 kk constante elastica da mola [N/m]|
7.5 mm massa na extremidade [kg]
Tipo de anélise
8.1 || analise=1 | aproxima modos e frequéncia -]
8.2 | analise=2 | aproxima modos, frequéncia e deslocamento | [-|
8.3 || carreg=1 | carregamento estatico -]
8.4 || carreg=2 | carregamento dinamico -]
8.5 ti instante de inicio da anélise [s]
8.6 tf instante de término da anéalise [s]
8.7 dt passo no tempo [s]
8.8 w0 funcao de deslocamento inicial -]
8.9 v0 fungao da velocidade inicial -]
Carregamento
9.1 fx carregamento ao longo do cabo -]
9.2 ft carregamento variavel no tempo ao longo do | [+]
cabo
9.3 fex carregamento concentrado [N]
9.4 pax ponto de aplica¢ao do carregamento concen- | [m]
trado
9.5 fei impacto [N]
9.6 pai ponto de aplicacao do impacto [m|
9.7 tai instante de aplicacao do impacto [s]
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C.2
MEF _placa
Propoésito:

Este programa aproxima os modos de vibragao e as frequéncias naturais
de uma placa simplesmente apoiada ou engastada através do MEF, para uma
precisao especificada.

Através dele a dinamica de um sistema pode ser aproximada. Isto é feito
através do calculo das matrizes de rigidez e massa e a aproximacao do problema
de autovalor. Apos gerado o vetor carregamento e das condicOes iniciais, a
aproximacao dos modos é utilizada para a reducao do sistema e posterior

aproximacao da dinamica.

Estrutura:

DADOS DE ENTRADA

2 - Obtengao dos
modos de vibragao

|
\

|

,

\

|

1 - Gerar matrizes 1
|

,

e frequéncias naturais |
,

\

|

,

\

|

,

|

,

de massa e rigidez

calfem_coordxtr
plate 2d

calfem_assem calfem_eigen

Vetor carregamento, condi¢coes
iniciais e dinamica

Resultados

1 - Gerar vetor 1 - Frequéncias

carregamento
plot(R_Ns)
forca_assem
forca placa2d ou forca shot

plot(RMat_modo)

v .

2.1 - Redugao Modelo:

2.1 - Redug¢ao Modelo:
Carregamento Estatico

estat_red

Carregamento Dinamico

subs_cond ini_placa
din_placa red -> step2

] 2 - Modos

3 - Aprox.
solugao estat./din.

calfem_extract
plot(DsnapR)

DADOS DE SAIDA

Figura C.2: Estrutura do programa MEF placa
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Exemplo de aplicagao:

Ver segao 8.4.

Dados de Saida:

Dados de saida
H Nome \ Descricao \ Unidade
1 R_Freq frequéncias naturais [Hz|
2 | RMat_modo | aproximagao dos modos -]
3 NE prec | ntumero de elementos necessérios para a pre- | |-]
cisao
4 DsnapR aproximacao da solucao -]
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Dados de Entrada:
Dados de entrada
H Nome \ Descrigao \ Unidade
1 La Comprimento da placa [m]
2 Lb Largura da placa [m]
3 h Espessura da placa [m]
4 E Modulo de Elasticidade [Pal
5 rho Densidade [kg/m3|
6 N Nuamero de modos que se quer obter com a | [-|
precisao especificada
7 e Precisao especificada da frequéncia [%]
8 e w Precisao especificada da resposta dinamica | [%)]
Condicoes de contorno
9.1 cc=0 placa simplesmente apoiada -]
9.2 ce=1 placa engastada -]
Tipo de analise
10.1 analise=1 | aproxima modos e frequéncia -]
10.2 analise=2 | aproxima modos, frequéncia e deslocamento | |-]
10.3 carreg=1 carregamento estatico -]
10.4 carreg=2 | carregamento dindmico -]
10.5 ti instante de inicio da anélise [s]
10.6 tf instante de término da andlise [s]
10.7 dt passo no tempo [s]
10.8 w0 funcao de deslocamento inicial -]
10.9 v0 fungao da velocidade inicial -]
Carregamento
11.1 || op_carreg=1 | normal -]
11.2 | op_carreg=2 | jateamento (para aproximagao do problema | |-]
de jateamento de uma placa)
11.3 fxy fungao de carregamento -
114 ft fungao de carregamento variavel no tempo | |-
11.5 fex carregamento concentrado constante no | [N]
tempo
11.6 pax ponto de aplicagao do carregamento concen- | [m,m]
trado
11.7 fei impacto [N]
11.8 pai ponto de aplicacao do impacto [m,m|
11.9 tai instante de aplicagao do impacto [s]
11.10 NE_ini niumero de elementos iniciais (ntmero par) | |-
11.11 NE ini passo do nimero de elementos (namero par) | [-|
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C.3
Ritz_GaIerkin_cabo

Propoésito:

Este programa aproxima os modos de vibragao e as frequéncias naturais
de um cabo fixo na vertical através do Método de Ritz (que neste caso é

equivalente ao Método de Galerkin), para uma precisao especificada.

Estrutura:

DADOS DE ENTRADA

Aproximacao dos modos de vibracao e frequéncia

1 - Gerar matrizes 2 - Obtencgao dos
de massa e rigidez modos de vibracao
—
Integrais no programa Freq_desart

calfem_eigen

|
|

|

|

|

|

|

|

|

. . |

(S frequenmas naturais |
|

|

|

|

|

|

|

|

|

Resultados
1 - Frequéncias 2 - Modos
calfem_ pltstyle
plot(R_Ns) plot(W)

v

DADOS DE SAIDA

Figura C.3: Estrutura do programa Ritz Galerkin cabo

Exemplo de aplicagao:

Ver secao 6.2.2.

Dados de Saida:

Dados de saida

H Nome ‘ Descrigao ‘ Unidade
1 | R_Freq | frequéncias naturais [Hz|
W fungdes modais aproximadas -]

3 || NE_prec | nimero de elementos necessarios para a pre- | |-|
cisao
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Dados de Entrada:
Dados de entrada
H Nome \ Descrigao \ Unidade
1 L Comprimento do cabo [m]
2 N Namero de modos que se quer obter com a | |-]
precisao especificada
3 e Precisao especificada da frequéncia [%]
Condigoes de contorno

1.1 || cond=1 | cabo fixo-livre -]

1.2 || cond=2 | cabo fixo-massa -]

1.3 || cond=3 | cabo fixo-mola -]

1.4 | k_mola | constante elastica da mola [N /m]

1.5 || m_massa | massa na extremidade [kg|
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C4
Colocacao cabo e Colocacao cabo Chebyshev

Propoésito:

143

Este programa aproxima os modos de vibragao e as frequéncias naturais

de um cabo fixo na vertical através do Método da Colocacao, para uma precisao

especificada.

Estrutura:

DADOS DE ENTRADA

Aproximacao dos modos de vibracao e frequéncia

. 1 - Gerar matrizes 2 - Obtengao dos
' de massa e rigidez modos de vibracdo
1 e frequéncias naturais
! —
] Integrais no programa Freq_desart
| eig(K,M)
Resultados
1 - Frequéncias 2 - Modos
calfem pltstyle
plot(R_Ns) plot(W)

v

DADOS DE SAIDA

Figura C.4: Estrutura do programa Colocacao cabo
cao__cabo_Chebyshev

Exemplo de aplicagao:

Ver secao 6.4.1.

e

Coloca-
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Dados de Saida:
Dados de saida
H Nome \ Descrigao \ Unidade
1 || R_Freq | frequéncias naturais [Hz|
2 W fungoes modais aproximadas -]
3 || NE_prec | nimero de elementos necessarios para a pre- | |-|
cisao
Dados de Entrada:
Dados de entrada
H Nome ‘ Descrigao ‘ Unidade
1 L Comprimento do cabo [m]
N | Namero de modos que se quer obter com a | |-|
precisao especificada
3 e | Precisao especificada da frequéncia |%]
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C.5
Cond_cont_cont

Propoésito:

Este programa proxima a solu¢ao de um problema de valor de contorno
através dométodo da colocacao, usando Polinémios de Chebyshev modificados.

Os problemas sao da forma:
D2(z)uz, + D1(z)u, + DO(z) = f(z)r €] — 1,1] (C.5.1)
u(—1) = aeu(l) = 5, (C.5.2)

onde D2,D1 e DO sao coeficiente variaveis e f um forcamento.

Estrutura:

O programa se inicia com o calculo dos pontos de colocagao e do novo
vetor de forcamento devido & homogeneizagao das condi¢oes de contorno. A

fungao basis fornece os polinémios de Chebyshev modificados.

Exemplo de aplicagao:

Ver secao 9.2.1.1

Dados de Saida:

Dados de saida
H Nome ‘ Descrigao ‘ Unidade

’ 1 H Ux ‘ aproximagao da solugao ‘ -] ‘

Dados de Entrada:

Dados de entrada

H Nome \ Descrigao \ Unidade
1 | D0,D1,D2 | coeficientes variaveis -]
2 F fungao de for¢amento -]
3 alp condi¢ao de contorno em r = —1 -]
4 [l

alp condicao de contorno em z =1
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