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3
Formulacdo Matematica

3.1.
Equacdes de Conservagéo e Teoria da Lubrificagéo

As equacOes de Navier-Stokes para o caso mais simples de um fluido ideal
com viscosidade zero estabelecem que a aceleracdo seja proporcional a
derivada da presséo. Isto significa que as solucdes das equacbes de Navier-
Stokes para um dado problema fisico podem ser obtidas facilmente. Em termos
praticos, somente 0s casos mais simples podem ser resolvidos sem a
contribuicdo de célculos numéricos. Estes casos frequentemente envolvem
geometrias simples, fluxo ndo-turbulento, normalmente quando a viscosidade do
fluido é grande, ou sua velocidade pequena, baixo nimero de Reynolds.

Para o equacionamento do modelo desenvolvido para este trabalho, as
equacdes de Navier-Stokes foram base para geracdo das equacdes
implementadas em MATLAB®. Conforme indicado na Figura 2.8, considerou-se
o sistema de coordenadas cilindricas para o equacionamento e simplificacdo das
equacdes de Navier-Stokes, abaixo apresentadas pelas Equacdes 3.1, 3.2 e 3.3
na forma completa para as componentes radial, angular e longitudinal,

respectivamente.

Componente em radial:

ar {1 a( aur) u 1 Fu 2, ﬁzur}
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3.1
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Componente em angular:
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Componente em longitudinal:
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Andrade (2008) cita que a velocidade radial (ur) e a pressdo na direcao

. oP : ~ I . ,
radial (a—j podem ser desprezadas, pois a extensao do capilar € muito maior
r

que o raio.

Também podem ser desprezadas as variacdes das velocidades

T ou .. (ou . .
longitudinal ( 6t2] e radial ( at’j, pois segundo Andrade (2008), o nimero de
Reynolds caracteristico € muito pequeno. Ja a variacdo da velocidade angular

ou, \ . . G
com o tempo (EH € nula, pois 0 modelo considera um capilar simétrico.

J& as forgas inerciais podem ser desprezadas em caso de escoamentos
capilares em meios porosos simulados por micro canais, pois 0 namero de
Reynolds é menor que 1.

Desta forma, as equacdes de Navier-Stokes se tornam mais simples, uma
vez que todos os termos das componentes radiais e angulares podem ser
eliminados, bem como os gradientes de pressdo que ndo variam com a direcéo
longitudinal. Por fim a Equacgéo 3.4, representa a equagdo de Navier-Stokes
simplificada pelas considera¢gfes acima, que sera utlizada como base do

equacionamento do modelo para os fluidos de fase dispersa e continua.

_gp L rdfp e 3.4
dz rdr dr
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As condicdbes de contorno do sistema, apresentadas abaixo s&o
fundamentais para determinar as equacdes que modelam o problema. Neste
trabalho, a Equacgéo 3.4 é escrita para cada uma das fases.

r=0->% _
Fluido 1,ou fasedispersa: ddr P
r Rmt - :ul ﬂ = /u2 &
d d
Ry > u =u,

r=
Fluido 2,0u fase continua :{
r=R—>u,=0

Na primeira condi¢éo de contorno do fluido da fase dispersa, como ndo ha
variagdo do vetor velocidade na direcdo radial, no eixo de simetria, logo
du, . .
ar =0. Por sua vez, na interface entre os fluidos (r = Rim)observam-se duas
condi¢cdes de contorno que retratam a fisica envolvida: a igualdade entre as
tensdes cisalhantes dos dois fluidos e a igualdade entre as velocidades de
escoamento de ambas as fases, retratando condi¢do de ndo deslizamento.

Estas duas ultimas condi¢Bes de contorno foram escolhidas para cada um
dos fluidos de forma aleatéria, e sua alternancia nao interfere nos resultados
finais. Por fim, a ultima condi¢cdo de contorno da fase continua, a velocidade é
nula na parede do capilar.

Tais condi¢des aplicadas na Equacéo 3.4, escrita para os fluidos das fases
dispersa e continua sdo bases para a geracdo do modelo aplicado neste

trabalho.
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3.2.
Equacfes de Evolucao da Interface e Presséo Capilar

A memodéria de calculo pode ser analisada a seguir, onde se encontra o
histérico de desenvolvimento e as equacfes resultantes. As duas equacfes
resultantes sdo a combinacéo da teoria de lubrificacdo e conservacdo de massa.
Estas equacOes serdo implementadas em ambiente MATLAB®, sendo
discretizadas por diferencas finitas de segunda ordem e resolvidas pelo método
implicito.

Para o fluido de fase dispersa, com denotacdo de indice 1, escreve-se a
equacao de Navier-Stokes simplificada da seguinte forma:

JOR L du) 3.5
dz rdr\ dr

Considerando as condicdes de contorno aplicaveis ao fluido da fase

dispersa pode-se escrever as expressées abaixo:

o Condicao A: r=0—>%:0

du du
o CondigdoB: r=R,, > 'Uld_l = U, d_2
r r

Para o fluido de fase continua, a denotacdo de indice 2, e escreve-se a

equacao de Navier-Stokes simplificada da seguinte forma:

_dR 1 du 3.6
dz r dr dr

Considerando as condicdes de contorno aplicaveis ao fluido da fase
continua podem-se escrever as expressfes abaixo, que completam as

condi¢cBes de contorno necessarias a solugéo do sistema:

o Condicdo C: r =R,

int

—>Uu, =u,

o CondicdoD: r=R—u, =0
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Ao se resolver a sequéncia de expressdes abaixo, determina-se as
expressdes das velocidades u: e uz, velocidade do fluido de fase dispersa, e
velocidade do fluido de fase continua, respectivamente.

Id( duj T r 3.7
dr L, dz
2 2
du _ri a5 —L+C, .. semelhante parao fluido 2 = rdu2 _ri a7, —2 +C,
dl’ 2 L, dz ar 2 L, dz
J'du1 = J'(L£+&Jdr 3.8
2, dz v

Aplicando as condi¢cdes de contorno acima, pode-se determinar as

constantes das equacdes de velocidade, conforme segue:

r%:iiﬂ_FCl C,=0 3.9
dr 2y dz
2
C,=- R di—c In(R) 3.10
4u, dz
2 2 2
e, = 3 C (R, -2 - Cyn(R) -
4y, dz 44, dZ 4u, dz
2 2 2
c, =R 9% o nr,)- R ¢ jp(r)- R 3R 311
4u, dz 4y, dz 4y dz

Rintﬂlent dP C Hy . Cs_ lm d_P dP 3.12
2 dz 2 dz 'R, dz  dz

int
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4

2 2
c __RLdP, RL (@_dPZJm(R)

4up, dz 2u,\ dz  dz 313

2 2 2 2
C2 — Rint dPZ + Rint ﬁ_di |n(h _ R dPZ _ Rint @_di |n(R)
Aup, dz 2u,\ dz  dz 4up, dz 2u,\ dz  dz

R2

int

_ R R
4, dz

Com as constantes definidas, as expressdes de velocidade para os fluidos

sao reescritas conforme as equacdes 3.15 e 3.16.

int int

2
u(r)=-2 9P e _pe). 9P L (e _Rz)+h(ﬁ_d%jm(%j 315

_4ﬂ1 dz E‘lﬂl 2, \ dz dz
2
uz(r)zélidi(r2 ~RZ )+ Rin [ﬁ—ﬁ)ln(&mj 3.16
L, dz 2u,\ dz  dz R

Com as expressfes das velocidades das Equagtes 3.15 e 3.16 pode-se
integra-las ao longo da circunferéncia do capilar para que sejam determinadas

as expressdes das vazOes dos fluidos, EquacBes 3.17 e 3.18. Ambas as

expressdes séo escritas em fungéo do raio da interface entre os fluidos (R,,,), do
raio do capilar (R), da pressédo do fluido de fase dispersa (P,), a pressdo do

fluido de fase continua (P, ) e suas respectivas viscosidades (e i,).

Rin!
ql:ZnJruldr 3.17
0

R
q2:27z.|'ru2dr 3.18

R

int

Resolvendo a Equacdo 3.17 e considerando a Equacdo 3.15, que

descreve a velocidade do fluido de fase dispersa, obtém-se a expressdo da

vazao para este fluido ((, ), descrita pela Equagao 3.19.
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q :_ﬂ'Riitﬁ_'_ 7 dP, Riﬁt_RzRiit +7Z'Ri?1t|n Rint ﬂ_di 3.19
Y 16y, dz 4w, dz | 2 2 4y, R \dz dz

A expressédo da pressao capilar pode ser escrita pela Equacado 3.20, e na

forma diferencial pela Equacédo 3.21. Para eliminar a variavel da pressédo do
fluido da fase dispersa (P,) na Equagdo 3.19, utiliza-se a Equagéo 3.21. O

resultado é a expressdo da vazdo para o fluido de fase dispersa, escrita pela
Equacdo 3.22, que dependente apenas de duas varidveis: o raio da interface

entre os fluidos (R,,,) e a presséo da fase continua (P,).

P.=P-P,=— 3.20

—= == 3.21
dz dz R}, dz
I dPZ dPZ _ o dI:zint
Riw| dz _ dz Ry dz
4 2| 4| Uy Hy
ql =2 Rint dPZ _ O; dRint + Rint 3.22
16, dz RZ dz | 2
diRZ
0 dRint In Rint _ dz
i 2u, dz R du, )|

De forma semelhante a determinagéo da expressédo da Equacéo 3.22 para
a fase dispersa, a vazao da fase continua (qz) também pode ser determinada. O

resultado é a expressdo da vazéo para o fluido de fase continua, escrita pela

Equacdo 3.23, dependente apenas das mesmas duas varidveis: o0 raio da

interface entre os fluidos (R,,,) e a presséo da fase continua (P, ).
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4R,2mOl R2-2R!| =2 db "ZdR vare 9P
dz dz R

e 02 "
Q; =_i 7T R:n In( Imj(dp_ 02- dRin J R:wtl ( R jd +2R R.m(dp O; dRintJ_’_
81, dz R;, dz R ) dz dz R;, dz
R“ﬁ
dz

3.23

A Equacéao 3.24 descreve a equagdo da continuidade para a vazéo Q,. A

Equacao 3.25, representa a equacdo de continuidade para o fluido da fase
continua, e se torna a primeira equacao do sistema a ser resolvido.

dg, 8R2

|nt

dz ot 3.24

2 2 2 2
4R|$]t d FZ)Z RZ 2R|m d F:Z +2_;‘(dRint j _ [d Rlnt \] 3R4 d P
dz dz° R R2

R. 2R
Lo are il R 4’ + Ry ) __o [d +4R* In 4’
8, R dz> R’ \ dz RZ | dz’ Rint dz?

2 R ZR- 2
voreRy 4 za[d j _o|d '“tj cgedPe

|
N

2
|nt

dR.
_ZﬂRim int :O
dt

3.25

A Equacao 3.25 é dependente de duas incognitas: da pressédo do fluido de
fase continua (P,) e do raio da interface entre os fluidos (R,,). Para que seja
formada a segunda equagéo do sistema utiliza-se a conservagdo de massa. Ou
seja, 0 somatorio das vazdes de cada fluido (ql +q, = 0), devera ser nulo. Entao
a expressdo da Equacao 3.26, que também depende da pressdo do fluido de
fase continua (P,) e do raio da interface entre os fluidos (R,,) é a segunda

equacédo do sistema.
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d int (RlzntJ
2 oc—"=In| 4
RY (dP o dR. R2 Rint idpz 1 dP, o dR;, B dz R
int (2_ |nt]+ int 4 1, dz 1, 2#2

— dz R dz
16, \ dz  RZ, dz 2
R® dP,
4u, dz
R R, R.
_4Ri2mdiR2_2Ri‘;t di_id int +3Ri‘;tdi+4Ri‘r‘n In| —int di_id int
1 dz dz RZ dz dz R \dz RZ dz 0
I _
8 )
Hl ) pare | R di+2Rme2 P, o Ry |, pa OP
) Oz dz RZ dz dz
3.26

Para determinacdo do tempo de quebra de gota serd necessario apenas
conhecer as caracteristicas dos fluidos de fase dispersa e fase continua e da
geometria do capilar. Como pode ser observado, o0 modelo requerera poucas
definicdes, sendo todas possiveis de serem determinadas ou estimadas em
testes experimentais.

Desta forma, as dependéncias de geometria e caracteristicas de fluidos
segundo Gauglitz, et. al (1988), Roof (1970) e Rossen (1999) estéo indicadas

neste equacionamento.
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3.3.
Solucéo do Sistema de Equacdes pelo Método das Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas € uma das técnicas para a discretizacao de
equacoes diferenciais. A derivada de um determinado campo € aproximada pela
diferenca de valores discretos do campo. Por exemplo,

d—P ~ LPO)corresponde a uma férmula de diferencas finitas para o calculo da
dz (21 - Zo)
primeira derivada.

O objetivo do método € transformar uma equacgdo diferencial em um
sistema de equacdes algébricas, aproximando as derivadas por diferengas entre
valores nodais. A equacdo aproximada é escrita em cada ponto nodal gerando
um numero “N” de equagdes, correspondentes a quantidade de nés atribuidos a
malha. As aproximacdes das derivadas séo feitas utilizando a série de Taylor

truncada, conforme se vé abaixo:

1=1
+ o @ o & o o *
Xy Xi Xis1

.‘Y‘ '1".-r

Figura 3.1: Distribuicbes esquematica de nos.

Combinando as aproximagOes algébricas através da série de Taylor
truncada com o método de diferencgas finitas centrais, as derivadas de primeira e

segunda ordem da presséo, por exemplo, podem ser reescritas da forma que se

seguem:
ar _(P.-F.) 3.27
dz (Zi+l _Zi—l)
(P.-P) (P-P.)
d2P _ (Zi+1 _Zi) (Zi_Zi—l) 3.28

dz* (Zi+1 + Zi) _ (Zi + ZH)
2 2
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Aplicando o método descrito acima nas equacgfes 3.25 e 3.26, forma-se

7

um conjunto de 2*N (onde N é o numero de nés) ndo-lineares com 2*N

incognitas que podem ser implementadas em um programa MATLAB®. As

equacdes do sistema discretizado, 3.29 e 3.30, sdo escritas na forma algébrica,

e por questdes de simplicidade na implementacdo adota-se a seguinte notacao:

P =P, — pressdo do fluido da fase continua;
R =r — raio do poro, ou seja, da geometria;
R« = R — raio da interface entre os fluidos.

P|+1 - Pu _ P| - PH
_ 4Ri2 Zin— % Z i-1 riZ
Zi+1 + ZI _ Zi Zl—l
2 2
Pi+1 - P| _ P| - P|4 )
_oR* Zi,—Z% 4i—Zi,y Zﬁ R —Ri o
N Zatn zi+zg R\ z,,-2, R?
2 2
P|+1 - Pu _ P| - PH
+ 3R-4 Zig — Zi—Zi,
4ty Lty
2 2
Pi+1 - P| _ P| - Pi—l
1 2+ 4R*In Rl zu-7z z-7, +2£ Ria—Riy
81, I f Lints Litig Ri3 Ziyy —Ziy
2 2
i+l PI _ PI - Pl—l
+4R-4 In L Zig — Zi—Zi,
I ) diatd Lt
2 2
Pi+l - P| _ P| - Pi—l )
1 2r?R? Zi,a—Z% Zi—Zi,y +2703' Rii—Ri
Zats Zi+7, R\ -2
2 2
Pi+1 - P| _ P| - PH
+rt Zig— Y 5i—Z,
| ZatZ Zi+7
2 2

R. —R .
—ZR("’“"’]:O i=2..,N-1

a| 0| LY
RA| ZintZ 7+,

RY| Zin+Z  Zi+7Z,

Ri+l - Ri _ Ri - Ri—l
2~ % i —Zi,
Zntz, 4,4+,
2 2

i+1

Ri+l - Ri _ Ri - Ri—l
Zi— %,

i+1

2 2

Ri+l - Ri _ Ri - Ri—l
Zi— %,

Ol Zia—%

2 2

3.29
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Ri4 Pu—Pa o Ria—Ri
16 \\zia -2, ) Rz -2,
Riz i Pui—Pa _i Pu—Pa _ o Rii—Riy
2 4\ 24— 214 My \\ Zia —Ziy Ri2 Ziyg —Zig
A
2 o Ri+1 _Ri—l In &
Zig —Zia fi r’ (Pm - Pil]

2, 4p, (2 z

i+l fil
_4AR2 Pu—Pa r2 _oR* Pii—Pa _ o Rii —Ris 1+ 3R Pu—Pa
I Zig —Ziy I I Zig—Ziy Ri2 Zig —Ziy I Zig —Ziy
R\ dP, R.,—-R
+4RS In| —L | =2 - T B T R =0
8u, r dz R\ Zii— 2,
+4R%In PPy + 9R2r2 Pu-Pi) ofRu-Riy rt Pu—Pa
I Ri\ziu -z, ez R\ 2, -2, Nz -2,

3.30

|
N

No modelo, para o primeiro e ultimo nés séo consideradas as seguintes

condi¢des de contorno:

{:szeyzwnema=Ra) 3.31

i=N = P(N-1)=P(N)eR(N —1) = R(N)
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3.4.
Solucéo do Sistema N&o-Linear pelo Método de Newton

O método de Newton sob determinadas condicbes apresenta vantagens
sobre os demais métodos, por ser de convergéncia rapida. Este método iterativo
€ amplamente aplicado para determinar solu¢bes de equacdes ndo lineares, e
consiste em, a partir de uma condicéo inicial construir uma matriz Jacobiana.
Essa matriz recebe como entradas as derivadas das equag¢des componentes do
sistema, em relacao a cada variavel envolvida.

Com um vetor auxiliar, onde se atribui a funcao de residuo das iteracdes é
construido um processo repetitivo com a matriz Jacobiana para determinacéo
das variaveis de interesse.

Em termos matematicos aplicando ao equacionamento deste trabalho:

A(P,R)=—inv(J(P,R))-res(P,R) 3.32

O método de Newton foi utilizado para a solu¢éo do sistema apresentado

na Secao 3.3 € método iterativo, e consiste resumidamente em:

e Dar um chute inicial para a solug¢éo do sistema;

e Construir a matriz Jacobiana, que recebe como entradas as
derivadas das equagbes que constituem o sistema, em relagédo a
cada variavel envolvida;

e Determinar a funcgéo residuo;

e Determinar a solucdo parcial do sistema aplicando a Equacéo 3.32;

e Solugéo = chute inicial da iterac&o atual + corre¢do da solugéo;

e Verificar se a solugéo satisfaz a toleréncia determinada;

e Repeticdo do processo, em caso de ndo satisfagdo do item anterior;
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