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A
Aspectos sobre a Teoria da Probabilidade

O comportamento estatistico de uma varidvel aleatéria w pode ser
caracterizado por sua Funcao Distribuigdo de Probabilidade (FDP) F,, (W),
que associa a cada valor real W a probabilidade de a varidvel aleatoria assumir
um valor menor ou igual a W [8], ou seja, a FDP da varidvel aleatéria w é

definida por

F,(W)=Pw<W) (A-1)
Outra forma de caracterizacao estatistica de uma varidvel aleatoria se
d4 por meio de sua Func¢ao Densidade de Probabilidade (fdp) p, (W), definida

como a derivada da FDP, ou seja,

pulIV) = = (1) (A-2)

Alternativamente, uma variavel aleatéria pode ser caracterizada por
sua Funcao Distribuicao de Probabilidade Cumulativa (FDPC) C, (W), que
representa a probabilidade de que um determinado valor W seja excedido, ou

seja

Cu(W) = P(w > W) =1— E,(W) (A-3)

Soma de Varidveis Aleatdrias

Considere uma variavel aleatéria z dada pela soma de duas varidveis

aleatérias x e y, ou seja,

z=x+vYy (A-4)

Considere também que os comportamentos estatisticos das varidveis
aleatérias x e y sao conhecidos e caracterizados por suas Funcoes Densidade
de Probabilidade (fdp), ou seja, respectivamente por p,(X) e p,(Y). Se for
conhecida a densidade de probabilidade conjunta p.,(X,Y’), serd possivel
calcular a Fungao Distribui¢ao de Probabilidade Cumulativa C,(Z) da soma

das variaveis aleatorias = e y, através de
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Apéndice A. Aspectos sobre a Teoria da Probabilidade 7

C.(Z) = P(z> 7) = / / pay (X, V)XY (A-5)
0 Z-y
Se as variaveis aleatérias x e y forem estatisticamente independentes, a

Funcao Densidade de Probabilidade conjunta p,,(X,Y’) serd o produto das

densidades de probabilidade individuais, ou seja

Pay(X,Y) = pa(X)py (Y) (A-6)

Neste caso, (A-5) se escreve

C.(T') = Ca(T) % py(T) (A7)

Funcoes de Variaveis Aleatdrias

Considere uma variavel aleatéria w caracterizada estatisticamente por
sua Fungao Distribuicdo de Probabilidade Cumulativa C,(W). Dada uma
variavel aleatéria s = f(w), se f() é uma funcdo mondtona, injetiva e

estritamente crescente, temos que a FDPC de s sera dada por

Cy(S) = P(s>09)

= P(f(w)>5)

(A-8)
= Pw> f7(5))

= Cu(f71(9))

Por outro lado, se f() for uma fun¢ao monétona, injetiva e estritamente

decrescente, a FDP de s serd aproximada por

0,(S) = P(s>S)

= P(f(w)>5)

= P(w<[(S) A

= limF, (f7(S) —¢)

e—0

sendo que se w for uma variavel aleatéria real e f() for uma func¢ao continua,

lim £, (f71(9) =€) = Fu(f7(5)).

Podemos ainda determinar a FDPC de s a partir da Funcao Densidade
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de Probabilidade p,, (W), sem a restri¢ao de que f() seja uma fungdo mondtona
ou injetiva. Define-se o subconjunto A, como sendo o conjunto dos valores de
W que tornam a varidvel s = f(w) superior a um determinado valor S, ou

seja,

A,={W e, :s=f(W)>S} (A-10)
onde €2, é o conjunto dos possiveis valores de W.

A partir de Ay é definida a fungao indicadora 1 4, (W), dada por

1, WeA;
Ly, (W) = (A-11)
0, W¢A
A FDPC da variavel aleatoria s serda entao dada por
CU8) = P(s > 8) = [ Lo, (Wpu (W) (A-12)

Média de Variavel Aleatoria

A média de uma variavel aleatoria w pode ser obtida a partir da definicao

de Valor Esperado [8], ou seja,

e — Elw] = / W pu (W) AW (A-13)

Pode ser demonstrado que a média da variavel aleatéria w pode ser obtida

de sua Funcao Distribuigao de Probabilidade Cumulativa Cy, (W), de forma que
0 00
my, = Elw] = /(1 — Cp(W))dW + /Cw(W)dW (A-14)

0
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B
Relacionamentos entre os Parametros de Desempenho

Neste apéndice serao tratados de forma detalhada os relacionamentos
entre os parametros de desempenho definidos nas recomendagoes da Uniao
Internacional de Telecomunicacgoes. Esses relacionamentos foram definidos
inicialmente em [2] e posteriormente em [7]. A probabilidade de bloco errado
rep Sera relacionada a taxa de erro de bit b. A probabilidade de segundo errado
res € a probabilidade de segundo severamente errado 7., serao relacionadas

com 7. A taxa de bloco errado de fundo 7. sera relacionada com 7., e com

Tses .

B.1
Relacionamento entre b e 7,

A taxa de erro de bit é definida como a razao entre o nimero de bits
errados e o numero total de bits transmitidos. Considerando que em um
bloco de comprimento Np bits sdao transmitidos w bits errados, temos que
a probabilidade r, de um determinado bit estar errado é dada por

w
r, = lim — B-1
b Np—o0 NB ( )

A taxa de erro de bit b é obtida quando utilizado o niimero médio de bits

errados em (B-1), ou seja
Elw
b= lim [v]

Np—o0 NB
Os erros de bit ocorrem em surtos de comprimento y. Um bloco errado é

(B-2)

definido como aquele que contém pelo menos um bit errado. Assim, temos que

a quantidade de bits errados W em um bloco de comprimento N é dada por

W= Z Y; (B-3)

onde z é o numero total de surtos que ocorrem em um bloco e y; é o nimero
de bits de cada surto j.
Considerando que o comprimento do erro y; ¢ uma variavel aleatéria com

densidade de probabilidade p, (Y'), temos que, para um dado valor do niimero
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total de surtos x = X, a densidade de probabilidade do nimero total de bits

errados no bloco é dada por

Pula=x (W) = Py, (V) % py, (V) .5 py (V) (B-4)
De acordo com o Teorema da Probabilidade Total [8], temos que
poW) = [ puix(W)pa(X)aX (-5)

—00

onde p,(X) é a densidade de probabilidade do nimero de surtos de erro.
O ntmero médio de bits errados F[w| pode ser obtido por
Blu] = [ Efuls = X]p.(X) (B-6)

—o0

Considerando que Flw|r = X] = X E[y], temos que, dado = = X,

Elw] = [ X Ely] po(X)dX

— By [ Xp.(X)dX (B-7)
= Ely] Elz]
De (B-2) e (B-7), temos

Ely| E

oy Bl Bl
Np—o0 NB

Portanto, para valores altos de Npg, o ntimero médio de surtos em um

(B-8)

bloco pode ser aproximado por

N
Elz] = =L (B-9)
a
onde « é o niimero médio de bits errados por surto.
A probabilidade de ocorréncia de um bloco errado pode ser definida como

o complemento da probabilidade de ocorréncia de um bloco certo, ou seja

rey =1 — Pz =0) (B-10)
Considerando a ocorréncia de erros em surto segundo uma distribuicao
de Poisson de parametro A = E[x], temos que a probabilidade de que o nimero

de surtos assuma um valor z = X é dada por [§]

X eA
Pl =X) =~ (B-11)
Portanto, a probabilidade de ocorréncia de um bloco certo é
)\0 —-A
Pz =0) = Oﬁ = (B-12)

Assim, de (B-9), (B-10) e (B-12), temos que a probabilidade de bloco

errado se relaciona com a taxa de erro de bit de forma que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912876/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0912876/CA

Apéndice B. Relacionamentos entre os Pardmetros de Desempenho 81

N

Tepb = 1-— 67786 (B—]_S)

B.2
Relacionamento entre 7., e 7.,

Modelando o nimero de blocos errados em um segundo s como uma
variavel aleatéria com distribuicao de probabilidade de Poisson de parametro
A = E[s], temos
P(s=15) = % (B-14)

Considerando n o nimero de blocos transmitidos por segundo, E[s] =
nre. Como um segundo errado é definido como um periodo de um segundo
em que pelo menos um bloco seja errado, temos que 7.5 € o complemento da

probabilidade de inexisténcia de bloco errado, ou seja,

Tes =1 — P(s=0) (B-15)
De B-14, temos que a probabilidade de segundo certo é
)\0 A
P(s=0) = (; — e (B-16)

Assim, temos que o relacionamento entre a rg, € 1., ¢ dado por
Tes=1—e " (B-17)

B.3
Relacionamento entre 7., e .,

Adotando uma distribuicao de probabilidade binomial para o nimero de
blocos errados por segundo y, sendo n o nimero de blocos transmitidos nesse

intervalo, temos que a probabilidade de k£ blocos estarem errados é dada por

n!

— L) — k(1 _ (n—k)
P(y - k) - reb(l T@b) k'(n o k) )

k=1,2,...,n (B-18)

Um segundo severamente errado ocorre quando o nimero de blocos erra-
dos é maior ou igual a 30% do ntimero total de blocos. Assim, a probabilidade

de segundo severamente errado r,.s ¢ dada por

rses = P(y>0,3n)

k=0,3n

_ N~ Lk k) nl
B k:ZO:3n7”eb(1—reb)(” )W
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A integral de uma funcdo normal com média p e variancia o pode ser

usada para aproximar (B-19) quando nre(1 — 7e) > 1, sendo
= NTep (B-20)

0% = nrg(l —14) (B-21)

Dessa forma, r,., pode ser dada por

/n ! s gy (B-22)
TSES = (& nrep(t—Tep -
o V2 /nrep(1 — 1ep)
Com uma mudanga de variavel
Y — e
o= e (B-23)
nrep(l — rep)
temos que .5 ¢ dada por
b
/ L %y (B-24)
Tes = e zduo -
V2
sendo
o — TL(O, 3 — reb) (B—25)
nrep(1 — rep)
e
- e
po o) (B-26)

nrep(1 — rep)
Considerando que a fungao Q(z) é definida como

Qft) / \/12_Wefdx (B-27)

o relacionamento entre 7., € 74, ¢ dado por

Foes = Q (M) —-Q (M) (B-28)

Teb(l — Teb) Teb(l — Teb)
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B.4
Relacionamento de ., e r,., com 7y,

Enquanto as demais varidveis aleatérias que representam os parametros
de desempenho sao relacionadas a probabilidades de ocorréncia de eventos de
erro, a variavel ry,. € definida como uma razao entre o numero de blocos errados
e o numero total de blocos que nao ocorrem em um segundo severamente
errado. Considerando ngzg como o nimero médio de blocos errados em um
segundo que nao seja severamente errado, temos que a taxa de blocos errados

de fundo ¢é dada por

NsEg
SES

Thbe = = (B-29)

Para que nao haja um segundo severamente errado, o nimero de blocos

errados em um segundo y deve ser menor que 30% do total de blocos. Assim,

temos que
nggs = Elyly < 0,3n] (B-30)
Assim, ngpg pode ser calculado por [§]
N5Es = / Ypyy<o3(Y)dY (B-31)

A variavel aleatéria y tem densidade de probabilidade binomial, ou seja,

P =3 a0 B
€ py|y<0,3n(Y) [8} ¢ dada por

L Py<Y,y<0,3n)

2Y) = B-33
py\y<0,3 ( ) P(y < O,3Tl) ( )
Observe que
Ply<Y , Y <0,3
Ply<Y.y<03m=4 LU= & (B-34)
Py<0,3n) , Y >0,3n
E assim, temos que
py(Y) Y <0,3n
Y) = P(y<0,3n) ) B-35
Pyly<03(Y) { 0 Y >0.3n ( )
Considerando que rgs = P(y > 0,3n), temos que
Py <0,3n) =1 — rg (B-36)

Aplicando (B-32) e (B-36) em (B-35), e posteriormente em (B-31), temos
que, quando Y < 0, 3n,
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0 0,3n-1
1 ’ n! -
"SES T 1, / " kZ Gy ) (1= 7)™ RO = K)dY - (B-37)
e -1

ou retirando da integral os fatores que nao dependem de Y,

0,3n—1 o
1 ’ n! k n—k
"SES T 1, 2 =) 1 (Te) (1 = 7ep) / Yo(Y —k)dy (B-38)

—0o0
Com a solugao da integral, temos o niimero médio de blocos errados que

nao ocorrem em um segundo severamente errado, dado por

0,3n—1
1 n!

_ . k o n—=k _
"SES = 1 Foon ; k—(n — k)!k!<reb) (1 —7ep) (B-39)

Como realizado em (B-22), a equacdo acima pode ser aproximada por

uma normal com média u e variancia o2 dadas respectivamente por (B-20) e
(B-21), e assim

! / Ty Loy (B-40)
n prmd € 20 -
SES 1— Tses J1 vV 27TU
Com a seguinte mudanca de variavel
Yy —
a=—2F" (B-41)
o
temos
1 (0,3n—1—p)/o .2
L= Tses Jaowyo V2
Aplicando (B-20) e (B-21) em (B-42), temos
nr -, m: (!2
nsps = VS [ agke Y da
(B-43)
a2
+1ﬁ:zl;s fmf #Q_Tda
onde
1— 1 —nr,
my = —H = e (B-44)
o nrep(l — 7ep)
0,3n —1— 0,3 —7re) — 1
my = 220 03— ra) (B-45)

o nrep(l — rep)
Com a solugao das integrais em (B-43) temos

ol = ) ( ’") + T [Q(my) — Q(my)] (B-46)

Norma = — €
SES \V 27T(1 — Tses) 1-— Tses
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Substituindo (B-46) em (B-29), temos que o relacionamento entre re, e

T'ses COM Tppe ¢ dado por

e = VAL () g Q) - Q)] (BT

o 27(1 — Tges)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912876/CA




