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A

Aspectos sobre a Teoria da Probabilidade

O comportamento estat́ıstico de uma variável aleatória w pode ser

caracterizado por sua Função Distribuição de Probabilidade (FDP) Fw(W ),

que associa a cada valor real W a probabilidade de a variável aleatória assumir

um valor menor ou igual a W [8], ou seja, a FDP da variável aleatória w é

definida por

Fw(W ) = P (w ≤ W ) (A-1)

Outra forma de caracterização estat́ıstica de uma variável aleatória se

dá por meio de sua Função Densidade de Probabilidade (fdp) pw(W ), definida

como a derivada da FDP, ou seja,

pw(W ) =
d

dW
Fw(W ) (A-2)

Alternativamente, uma variável aleatória pode ser caracterizada por

sua Função Distribuição de Probabilidade Cumulativa (FDPC) Cw(W ), que

representa a probabilidade de que um determinado valor W seja excedido, ou

seja

Cw(W ) = P (w > W ) = 1− Fw(W ) (A-3)

Soma de Variáveis Aleatórias

Considere uma variável aleatória z dada pela soma de duas variáveis

aleatórias x e y, ou seja,

z = x+ y (A-4)

Considere também que os comportamentos estat́ısticos das variáveis

aleatórias x e y são conhecidos e caracterizados por suas Funções Densidade

de Probabilidade (fdp), ou seja, respectivamente por px(X) e py(Y ). Se for

conhecida a densidade de probabilidade conjunta pxy(X,Y ), será posśıvel

calcular a Função Distribuição de Probabilidade Cumulativa Cz(Z) da soma

das variáveis aleatórias x e y, através de
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Apêndice A. Aspectos sobre a Teoria da Probabilidade 77

Cz(Z) = P (z > Z) =

∞
∫

0

∞
∫

Z−Y

pxy(X, Y )dXdY (A-5)

Se as variáveis aleatórias x e y forem estatisticamente independentes, a

Função Densidade de Probabilidade conjunta pxy(X,Y ) será o produto das

densidades de probabilidade individuais, ou seja

pxy(X,Y ) = px(X)py(Y ) (A-6)

Neste caso, (A-5) se escreve

Cz(Γ) = Cx(Γ) ∗ py(Γ) (A-7)

Funções de Variáveis Aleatórias

Considere uma variável aleatória w caracterizada estatisticamente por

sua Função Distribuição de Probabilidade Cumulativa Cw(W ). Dada uma

variável aleatória s = f(w), se f() é uma função monótona, injetiva e

estritamente crescente, temos que a FDPC de s será dada por

Cs(S) = P (s > S)

= P (f(w) > S)

= P (w > f−1(S))

= Cw(f
−1(S))

(A-8)

Por outro lado, se f() for uma função monótona, injetiva e estritamente

decrescente, a FDP de s será aproximada por

Cs(S) = P (s > S)

= P (f(w) > S)

= P (w < f−1(S))

= lim
ε→0

Fw (f
−1(S)− ε)

(A-9)

sendo que se w for uma variável aleatória real e f() for uma função cont́ınua,

lim
ε→0

Fw (f
−1(S)− ε) = Fw(f

−1(S)).

Podemos ainda determinar a FDPC de s a partir da Função Densidade

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912876/CA



Apêndice A. Aspectos sobre a Teoria da Probabilidade 78

de Probabilidade pw(W ), sem a restrição de que f() seja uma função monótona

ou injetiva. Define-se o subconjunto As como sendo o conjunto dos valores de

W que tornam a variável s = f(w) superior a um determinado valor S, ou

seja,

As = {W ∈ Ωw : s = f(W ) > S} (A-10)

onde Ωw é o conjunto dos posśıveis valores de W .

A partir de As é definida a função indicadora 11As
(W ), dada por

11As
(W ) =











1 , W ∈ As

0 , W /∈ As

(A-11)

A FDPC da variável aleatória s será então dada por

Cs(S) = P (s > S) =

∞
∫

−∞

11As
(W )pw(W )dW (A-12)

Média de Variável Aleatória

A média de uma variável aleatória w pode ser obtida a partir da definição

de Valor Esperado [8], ou seja,

mw = E[w] =

∞
∫

−∞

Wpw(W )dW (A-13)

Pode ser demonstrado que a média da variável aleatória w pode ser obtida

de sua Função Distribuição de Probabilidade Cumulativa Cw(W ), de forma que

mw = E[w] =

0
∫

−∞

(1− Cw(W ))dW +

∞
∫

0

Cw(W )dW (A-14)
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B

Relacionamentos entre os Parâmetros de Desempenho

Neste apêndice serão tratados de forma detalhada os relacionamentos

entre os parâmetros de desempenho definidos nas recomendações da União

Internacional de Telecomunicações. Esses relacionamentos foram definidos

inicialmente em [2] e posteriormente em [7]. A probabilidade de bloco errado

reb será relacionada à taxa de erro de bit b. A probabilidade de segundo errado

res e a probabilidade de segundo severamente errado rses serão relacionadas

com reb. A taxa de bloco errado de fundo rbbe será relacionada com reb e com

rses.

B.1

Relacionamento entre b e reb

A taxa de erro de bit é definida como a razão entre o número de bits

errados e o número total de bits transmitidos. Considerando que em um

bloco de comprimento NB bits são transmitidos w bits errados, temos que

a probabilidade rb de um determinado bit estar errado é dada por

rb = lim
NB→∞

w

NB

(B-1)

A taxa de erro de bit b é obtida quando utilizado o número médio de bits

errados em (B-1), ou seja

b = lim
NB→∞

E[w]

NB

(B-2)

Os erros de bit ocorrem em surtos de comprimento y. Um bloco errado é

definido como aquele que contém pelo menos um bit errado. Assim, temos que

a quantidade de bits errados W em um bloco de comprimento NB é dada por

W =
x

∑

j=1

yj (B-3)

onde x é o número total de surtos que ocorrem em um bloco e yj é o número

de bits de cada surto j.

Considerando que o comprimento do erro yj é uma variável aleatória com

densidade de probabilidade pyj
(Y ), temos que, para um dado valor do número
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Apêndice B. Relacionamentos entre os Parâmetros de Desempenho 80

total de surtos x = X, a densidade de probabilidade do número total de bits

errados no bloco é dada por

pw|x=X(W ) = py1(Y ) ∗ py2(Y ) ∗ . . . ∗ pyX
(Y ) (B-4)

De acordo com o Teorema da Probabilidade Total [8], temos que

pw(W ) =

∞
∫

−∞

pw|x=X(W )px(X)dX (B-5)

onde px(X) é a densidade de probabilidade do número de surtos de erro.

O número médio de bits errados E[w] pode ser obtido por

E[w] =

∞
∫

−∞

E[w|x = X]px(X) (B-6)

Considerando que E[w|x = X] = X E[y], temos que, dado x = X,

E[w] =
∞
∫

−∞
X E[y] px(X)dX

= E[y]
∞
∫

−∞
Xpx(X)dX

= E[y] E[x]

(B-7)

De (B-2) e (B-7), temos

b = lim
NB→∞

E[y] E[x]

NB

(B-8)

Portanto, para valores altos de NB, o número médio de surtos em um

bloco pode ser aproximado por

E[x] =
NB

α
b (B-9)

onde α é o número médio de bits errados por surto.

A probabilidade de ocorrência de um bloco errado pode ser definida como

o complemento da probabilidade de ocorrência de um bloco certo, ou seja

reb = 1− P (x = 0) (B-10)

Considerando a ocorrência de erros em surto segundo uma distribuição

de Poisson de parâmetro λ = E[x], temos que a probabilidade de que o número

de surtos assuma um valor x = X é dada por [8]

P (x = X) =
λX e−λ

X!
(B-11)

Portanto, a probabilidade de ocorrência de um bloco certo é

P (x = 0) =
λ0 e−λ

0!
= e−λ (B-12)

Assim, de (B-9), (B-10) e (B-12), temos que a probabilidade de bloco

errado se relaciona com a taxa de erro de bit de forma que
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reb = 1− e−
NB
α

b (B-13)

B.2

Relacionamento entre reb e res

Modelando o número de blocos errados em um segundo s como uma

variável aleatória com distribuição de probabilidade de Poisson de parâmetro

λ = E[s], temos

P (s = S) =
λS e−λ

S!
(B-14)

Considerando n o número de blocos transmitidos por segundo, E[s] =

nreb. Como um segundo errado é definido como um peŕıodo de um segundo

em que pelo menos um bloco seja errado, temos que res é o complemento da

probabilidade de inexistência de bloco errado, ou seja,

res = 1− P (s = 0) (B-15)

De B-14, temos que a probabilidade de segundo certo é

P (s = 0) =
λ0 e−λ

0!
= e−nreb (B-16)

Assim, temos que o relacionamento entre a reb e res é dado por

res = 1− e−nreb (B-17)

B.3

Relacionamento entre reb e rses

Adotando uma distribuição de probabilidade binomial para o número de

blocos errados por segundo y, sendo n o número de blocos transmitidos nesse

intervalo, temos que a probabilidade de k blocos estarem errados é dada por

P (y = k) = rk
eb(1− reb)

(n−k) n!

k!(n − k)!
, k = 1, 2, . . . , n (B-18)

Um segundo severamente errado ocorre quando o número de blocos erra-

dos é maior ou igual a 30% do número total de blocos. Assim, a probabilidade

de segundo severamente errado rses é dada por

rses = P (y ≥ 0, 3n)

=
n
∑

k=0,3n

P (y = k)

=
n
∑

k=0,3n

rk
eb(1− reb)

(n−k) n!
k!(n−k)!

(B-19)
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A integral de uma função normal com média µ e variância σ2 pode ser

usada para aproximar (B-19) quando nreb(1− reb)À 1, sendo

µ = nreb (B-20)

σ2 = nreb(1− reb) (B-21)

Dessa forma, rses pode ser dada por

rses =

n
∫

0,3n

1√
2π

√

nreb(1− reb)
e
− (Y −nreb)2

2nreb(1−reb) dY (B-22)

Com uma mudança de variável

α =
Y − nreb

√

nreb(1− reb)
(B-23)

temos que rses é dada por

rses =

b
∫

a

1√
2π

e−
α2

2 dα (B-24)

sendo

a =
n(0, 3− reb)

√

nreb(1− reb)
(B-25)

e

b =
n(1− reb)

√

nreb(1− reb)
(B-26)

Considerando que a função Q(x) é definida como

Q(t) =

∞
∫

t

1√
2π

e−
x2

2 dX (B-27)

o relacionamento entre reb e rses é dado por

rses = Q

(√
n(0, 3− reb)

√

reb(1− reb)

)

− Q

( √
n(1− reb)

√

reb(1− reb)

)

(B-28)
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B.4

Relacionamento de reb e rses com rbbe

Enquanto as demais variáveis aleatórias que representam os parâmetros

de desempenho são relacionadas a probabilidades de ocorrência de eventos de

erro, a variável rbbe é definida como uma razão entre o número de blocos errados

e o número total de blocos que não ocorrem em um segundo severamente

errado. Considerando nSES como o número médio de blocos errados em um

segundo que não seja severamente errado, temos que a taxa de blocos errados

de fundo é dada por

rbbe =
nSES

n
(B-29)

Para que não haja um segundo severamente errado, o número de blocos

errados em um segundo y deve ser menor que 30% do total de blocos. Assim,

temos que

nSES = E[y|y < 0, 3n] (B-30)

Assim, nSES pode ser calculado por [8]

nSES =

∞
∫

−∞

Y py|y<0,3n(Y )dY (B-31)

A variável aleatória y tem densidade de probabilidade binomial, ou seja,

py(Y ) =
n

∑

k=1

n!

(n − k)!k!
(reb)

k(1− reb)
n−kδ(Y − k) (B-32)

e py|y<0,3n(Y ) [8] é dada por

py|y<0,3n(Y ) =
d

dY
P (y ≤ Y, y < 0, 3n)

P (y < 0, 3n)
(B-33)

Observe que

P (y ≤ Y, y < 0, 3n) =

{

P (y ≤ Y ) , Y < 0, 3n

P (y < 0, 3n) , Y ≥ 0, 3n
(B-34)

E assim, temos que

py|y<0,3(Y ) =

{

py(Y )

P (y<0,3n)
, Y < 0, 3n

0 , Y ≥ 0, 3n
(B-35)

Considerando que rses = P (y ≥ 0, 3n), temos que

P (y < 0, 3n) = 1− rses (B-36)

Aplicando (B-32) e (B-36) em (B-35), e posteriormente em (B-31), temos

que, quando Y < 0, 3n,
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nSES =
1

1− rses

∞
∫

−∞

Y

0,3n−1
∑

k=1

n!

(n − k)!k!
(reb)

k(1− reb)
n−kδ(Y − k)dY (B-37)

ou retirando da integral os fatores que não dependem de Y ,

nSES =
1

1− rses

0,3n−1
∑

k=1

n!

(n − k)!k!
(reb)

k(1− reb)
n−k

∞
∫

−∞

Y δ(Y − k)dY (B-38)

Com a solução da integral, temos o número médio de blocos errados que

não ocorrem em um segundo severamente errado, dado por

nSES =
1

1− rses

0,3n−1
∑

k=1

k
n!

(n − k)!k!
(reb)

k(1− reb)
n−k (B-39)

Como realizado em (B-22), a equação acima pode ser aproximada por

uma normal com média µ e variância σ2 dadas respectivamente por (B-20) e

(B-21), e assim

nSES =
1

1− rses

∫ 0,3n−1

1

Y
1√
2πσ

e−
(Y −µ)2

2σ2 dY (B-40)

Com a seguinte mudança de variável

α =
Y − µ

σ
(B-41)

temos

nSES =
1

1− rses

∫ (0,3n−1−µ)/σ

(1−µ)/σ

(σα+ µ)√
2π

e−
α2

2 dα (B-42)

Aplicando (B-20) e (B-21) em (B-42), temos

nSES =

√
nreb(1−reb)

1−rses

∫ m2

m1
α 1√

2π
e−

α2

2 dα

+ nreb

1−rses

∫ m2

m1

1√
2π

e−
α2

2 dα

(B-43)

onde

m1 =
1− µ

σ
=

1− nreb
√

nreb(1− reb)
(B-44)

m2 =
0, 3n − 1− µ

σ
=

n(0, 3− reb)− 1
√

nreb(1− reb)
(B-45)

Com a solução das integrais em (B-43) temos

nSES =

√

nreb(1− reb)√
2π(1− rses)

(

e−
m2

1
2 − e−

m2
2

2

)

+
nreb

1− rses

[Q(m1)− Q(m2)] (B-46)
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Substituindo (B-46) em (B-29), temos que o relacionamento entre reb e

rses com rbbe é dado por

rbbe =

√

nreb(1− reb)

n
√
2π(1− rses)

(

e−
m2

1
2 − e−

m2
2

2

)

+
reb

1− rses

[Q(m1)− Q(m2)] (B-47)
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