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O estudo de um sistema mecanico resulta em equacdes cinematicas e dinamicas,

que expressam restricoes, ou que limitam a possibilidade de movimento dos sélidos

constituintes do sistema. O presente capitulo tem como foco o desenvolvimento do

modelo matemético da dinamica do TPRE, que serd usado, posteriormente, na

respectiva simulagdo.

A seguir serdo apresentados dois modelos retirados de artigos de referéncia, e

em seguida o modelo aqui desenvolvido e utilizado na simulacao.

2.1
Modelo |

Tsai-Jiun Ren, Tien-Chie Chen e Chun-Jung Chen [09] desenvolveram uma

formulacdo dinamica, baseada no sistema de coordenadas da Figura 7. Na Tabela I

embaixo encontra-se a descri¢ao dos pardmetros deste modelo:

Tabela I: Parametros utilizados no modelo 1

Parametro Descricao
[ Comprimento da haste
D Metade da largura da base
R Raio da roda
Jpo Momento de inércia em relacio ao eixo das rodas do chassis
I g Momento de inércia em relacio ao eixo das rodas do pendulo
g Gravidade
M, Massa de cada roda
L, Momento de inércia da roda
M Massa da estrutura
faL Perturbagdo na roda esquerda
fir Perturbagdo na roda direita
I Perturbag@o no chassis
Jy Momento de inércia perpendicular ao eixo das rodas
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Figura 7: Sistema de Coordenadas modelado por Tsai-Jiun Ren, Tien-Chie e Chun-Jung Chen

Nas equagdes amostradas embaixo descrevem a dindmica do sistema para um

TPRE desenvolvido por Ren, Chie e Chen.

.6.’= (M+m+2Mw+21w/Rz)(mglsin¢+fplcose)—mlcosa(rl/R+72/R+de +fwtf,) 2.1)
(J o ¥, )M +m+2M , +2J | R*)—m*I® cos® 6

* T /R+T,/R+ fy + [y +f, —mlcosOmglsin@— f lcosO)/(J,,+J ;)
X =
(M +m+2M,+2J,/R*)—m’l* cos’ 0/(J ., +J ;)

(2.2)

* DT /R+7T,/R+ [, — fr) (2.3)
S 2(J,+D*I2J, IR+ M)
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2.2
Modelo Il

S.W. Nawawi, M. N. Ahmad, e J.H.S. Osman [08] desenvolveram outro modelo
matematico, baseado no sistema de coordenadas mostrado na Figura 9, no qual se aplica

a mecanica Newtoniana para a obten¢ao das equagdes, descrito a seguir.

Na Tabela II encontra-se a descricdo dos parametros do segundo modelo:

Tabela II: Parametros utilizados no modelo 11

Parametro Descricao
L Comprimento da haste
D Metade da largura da base
R Raio da roda
g Gravidade
M, Massa de cada roda
M, Massa da estrutura

L}

Figura 8: Sistema de Coordenadas modelado por S.W. Nawawi, M. N. Ahmad e J.H.S.Osman.
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Baseando-se no sistema de coordenadas da Figura 8, obtém-se as equacdes de

movimento, para a roda direita e esquerda:

xeeM,=H, —H, +(f + furg) 2.4
VaM, =V, —V,~M,g 25)
0w J, =C, —H,R 2.6)

i =ROu 2.7)

Baseando-se no sistema de coordenadas da Figura 8, escreve-se para o chassis:

y,=—0,Lsing, (2.8)

° ° XRL+ XRR

Xp :_ep LCOSH;}"‘T (29)

o XRLtXRR

) 27 (2.10)

onde: HTL, HTR, HL, HR, VTL, VTR, VL, VR, representam as for¢as de reacdo entre

os componentes do veiculo e que se encontram definidas na Figura 9.

Entdo, para o chassis, obtém-se as seguintes equacdes dindmicas

xpM,=(H,—H, )+ f, (2.11)

y,M,=V,+V, -M g+F, (2.12)

gp J,=(Vy+V,)Lsin@,—(H,+H, )Lcosd,—(C, +Cy) (2.13)
(1) D

5]5=(HL+HR)5 (2.14)

As varidveis de estado sdo entdo definidas por:
x:{x,,x,,ep,e,,,é,a} (2.15)
Modificando as equagdes acima, linearizando o resultado ao redor de 6, = 0, x,

=0 e 0= 0, e escrevendo o sistema na forma de espaco-estado, encontra-se definida o

modelo:
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ol o1 0o olx]| o0
Tl 1o 0 A, of, B
= 2 e 2 e, + ¢, (2.16)
6, [0 0 0 1lg | |0
5, 00 as o)y | (B

] = B (ﬂ{g} + BJ[CL ~C,| (2.17)

onde:
4 M
Ay =g=SL=0) (2.18)
M
A=t (2.19)
X
B =L, (2.20)
3 M,L
B =-L (2.21)
X
S R (2.22)
(OM, +M ,)RD
leMp(Mp+6M,)L (2.23)
3 M+ M,
2
y—— M 1 (2.24)
M, +%M,)R L
2.3
Modelo Il

Nesta secdo apresenta-se o modelo desenvolvido por Kim e Kwak, onde é
acoplado o modelo do motor e o usudrio, com a finalidade de atingir a maior exatidao

na simula¢do e no processo sintonizar os parametros dos controladores.
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2.3.1
Método de Kane

O método de Kane [19] relaciona as forgas inerciais generalizadas, com as forcas

ativas generalizadas, através de:
.

Fr+Fr =0 (2.25)

onde:

Fr : forga ativa generalizada; e

*

Fr :forga inercial generalizada.

As relagdes de dependéncia entre os parametros do sistema: ¢, g € ¢, sendo ga

coordenada generalizada e ¢ o tempo, podem ser consideradas holondmicas ou nao-
holondmicas. No caso dos robds moveis equipados com rodas, assunto desta
dissertacdo, constitui uma classe de sistemas caracterizados por restricdes cinemdticas

de contato que ndo sdo integriveis.

2.3.2
Sistema Holonomico

z

Um sistema Holonomico € aquele no qual se tem restricdes descritas pela
Equagao (2.26), por exemplo, em um robod serial fixo. As restricdes sdo de tipo

geométrico e ndo sofrem interferéncia da derivada temporal dos pardmetros do sistema

q.-
f(g,t)=0 (2.26)

2.3.3
Sistema Nao Holonomico

Um sistema nao-holondmico € aquele no qual as restri¢des ndo sao apenas de
contato fisico. Devido a certas condi¢des cinemadticas de contato, ndo integraveis, estas
restri¢cdes sdo descritas pela Equacdo (2.27), por exemplo, em um mdvel no qual nio
existe escorregamento das rodas. Além de restricdio geométrica, também existe a

restri¢ao de velocidade entre o ponto de contato da roda e o solo.

f (q,c},z) =0 (2.27)
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234
Forca Ativa Generalizada

A forga ativa generalizada se relaciona com todas as forcas de contato como, por
exemplo, a forca do atrito e a forca de distincia. Entre as forcas de distancia, destacam-
se as forcas de gravidade e as forcas magnéticas que atuam sobre um elemento, ou

particula.

3 -
= vleR, (2.28)
i=0

2.3.5
Forca Inercial Generalizada

Relaciona-se com as forcas geradas pela inércia do sistema como, por exemplo,

a aceleracao angular e a aceleracdo linear.

F'r =Y (e +v e RY) (2.29)
i=0
onde:
R =-Ma (2.30)
T =-ael —wxIewn (2.31)
e
M : Massa total
a* : aceleracdo de S
T* : Torque em §
I* : Inércia em S
2.3.6

Modelagem pelo método de Kane

Os parametros do sistema do TPRE, medidos e calculados, podem ser
observados na Tabela III.

Tabela III: Pardmetros utilizadas no modelo 111

Parametro Descricao Valor
D Comprimento da haste 0,84 m
L Metade da largura da base 0,83 m
R Raio da roda 0,15m
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I5 Momento de inércia em relacdo ao eixo das rodas 1,08 kg m”
I Momento de inércia perpendicular ao eixo das rodas 2,06 kg m”
G Gravidade 9,81 m/s”
me Massa de cada roda 3.8 kg

mq Massa da estrutura 42,2 kg

Define-se a restricdo no sistema a partir da Equacao (2.32), que

velocidade entre o contato das rodas e o solo € zero [13].

F_C_F_ C
yO="e =0

I
<

assume que a

(2.32)

Centro de
Gravidade

ci

k1

Figura 9: Sistema de Coordenadas do Sistema [13].
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As velocidades generalizadas definidas pelo método de Kane sdo apresentadas
pelas Equacdes (2.33), de acordo com as direcdes dos eixos do sistema de coordenadas

apresentadas na Figura 9:

F_ Sc
u =x=v-en

u,=y="w’on, (2.33)

u, =¢="w’ o n,

As forgcas e os torques entre o corpo e as rodas do robd, considerados no

desenvolvimento, sdo representados de acordo com Figura 9 e estdo descritos por:

K1 =yn, +yn, +yn;
K, =90n,+on, +d,n,

M, =on, +an, +an, (2.34)
M, =fn, + B,n, + Bn,
G =-m,gn,
onde:
K; : sdo as forgas sob as rodas.
M; : s30 os torques sob as rodas.
G : é a forca de gravidade

As velocidades lineares, aceleracOes lineares, velocidades angulares e
aceleracdoes angulares de cada parte do sistema sdao consideradas: velocidades
generalizadas. Descreve-se, aqui, a velocidade angular do corpo em relagdo ao sistema
de referéncia S e a velocidade do centro de gravidade no corpo, ambas representadas na

Figura 9, descritas por:

"@® =un, +u.n,
F_S¢ _
v’ =un, 235)

4 c
FVS*:FVS +F(DS Xd

= (u, —u,d cos@)n, —u,d singn, +u,d sin ¢gn,
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A velocidade angular de cada roda e as velocidades lineares do centro de giro

das rodas sdo descritas por:

(2.36)

e (1L
0’ = —EM1+EM2 n, +u,n,

d VC; = (“1 - uZL)nl

(2.37)

A aceleracdo angular para cada roda com relacdo ao centro de giro é descrita

por:

"o’ =u>n, +usn, (2.38)
1 L . 1 o L .

Fa = (—Euluz +Eu§jn1 +u2n, + (_Eu1+E”2jn3 (2.39)
1 L . 1« L°

Fat = (—Euluz _Euzzjnl +uxn, +(—Eu1—Euzjn3 (2.40)

As aceleracdes do corpo do robd e as aceleragdes do centro de giro de cada roda

sao descritas por:

. F.C, - —
rat =Y s 5T 1 08 [P 0? x 5957 (2.41)

wi—usdcosé + (u +u Jdsingn,

=—usdsing —u;d cosgn, (2.42)

+u>dsin@ +u,u,d cosgn,

F. Sc
Facl*:d v g

— 0’ xS°C/ + o’ x[FmSc xsccl*j (2.43)
t
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wi—Lu>n,
=+0n, (2.44)
+ Lun,

FySc

Fa® =dTV+FaSC xSC, +" o' X(FOJSC XSCC;] (2.45)
t

ur+ Lu» n,
= +0n, (2.46)

2
—Luyn,

34

Usando a informagdo da cinemadtica ja obtida, torna-se possivel calcular as

forcas ativas generalizadas e as forcas inerciais também generalizadas, em relacdo ao

sistema S, vide Figura 9. As equagdes que definem a relagdo entre as velocidades

generalizadas e as forcas generalizadas ativas e inerciais, sdo (2.28) e (2.29):

Finalmente, as equagdes de movimento sdo descritas por:

2

(L) (L] L] L] 2
Gm, +m.)x—m.d cos g+ m.dsin p(p +y ):—Tl%2 (2.47)
{(3L2+1/2R2)mc+m‘va’2sin2¢+12}l;+msd2sin¢cos¢l.ﬂ¢=%(q—1'2) (2.48)

m.dcos@x+(—m.d* —1,)p+m.d’ singcospp’+m gdsing =1, +7, (2.49)

Reordenando as equacdes (2.47-2.49) e considerando o termo ¥ =0, tem-se:

oo 2 . o2
(M ACOSP) | 1y 42 4 1. | g+ | m.d? sin peos g— Ted) SIOCOSP |
3m, +m, ‘ ‘ 3m,+m,
e T Jeoss : (2.50)
m_da COS
+m gdsing=(1+——"—"-)(7,+7
m,gdsing=( R(3mc+mx))(1 2

2 Y °
[msd cos@— (m.d +1132(3m;)+ ms)}ﬁ [msd2 singcosgp—(m.d” +1,)tan ¢]¢2
m Rd cos
' (2.51)
md’+1’
+ ing=|1+—"———|(7,+7
g sing { mSRdcosgz)}(1 )
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{BL* +1/2R*)mc +m,d* sin’ ¢+12}y/=%(q ~7,) (2.52)

2.3.7
Modelagem com o motor de corrente continua e o usuario para a
implementacao da simulacao.

As equacdes genéricas dos motores elétricos usados na locomogao sao

di _—Ri-K,@+u
di L

a

(2.53)

do _—-Bw+K,i-TL
dt J

(2.54)

onde os valores dos parametros dos motores sao:

R,=0,16 : Resisténcia elétrica ()
B=0,1 : Coeficiente de atrito (kgm/rad/s)
J=0,099 :Coeficiente de Inércia (Kgm?)

L,=0,005 : Indutancia do motor (mH)
K, =0,86 : Constante de velocidade (RPM/A)

K,=10 : Constante de torque (N.m/A)
u : Sinal de controle (%)
TL : Torque de carga (N.m)

Em seguida define-se o modelo matemdtico de uma pessoa que controlaria o

transportador, utilizando um controle PD acoplado em cascata nas equacdes

fp = ka Xe,, + kdp Xe, (2.55)
onde:

=X, — X : erro de velocidade linear

—“=ew =x,,—x :derivada do erro de velocidade linear
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/) : acdo da pessoa sobre o sistema
Xyof : referéncia de velocidade linear
k,, : ganho proporcional

kg, : ganho derivativo

Em seguida, faz-se a mudanca de varidveis:

X, =1
X, =
Xy =¢
o
dt
Xs=X
x _@
© dr
X, =Y
v
dt

(2.56)

36

Reagrupando os parametros e fazendo a mudanca de varidveis acima nas

Equagdes (2.25) até (2.27), obtém-se:

_ (md cosx,)

Al +(m,d* +1,)

3m, +m,

(md’* +1,)(3m, +m,)
m Rd cos x,

A2 =md cos x; —

A3= 3L +1/2R*)mc+m.d’ sin” x, +1,

(m.d)? sin x; cos x,

Bl=m.d" sin x; cos x; —
3m, +m,

B2 =m_d’ sin x, cos x, —(m.d’ + I,) tan x,
B3=0
Cl=m, gd sin x,
C2=m,gsinx,

C3=0

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)
(2.63)

(2.64)
(2.65)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812202/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812202/CA

37

D=1+ M (2.66)
R(3m_ +m,)
2 3
pr=14+ A I 2.67)
m Rd cos x,
L
D3=— 2.68
R (2.68)

Definindo-se as condig¢des iniciais das aceleragdes, de acordo com as Equagdes

(2.44) até (2.46), e partindo das Equagdes (2.25) até (2.28) com x,(0)=¢(0) e

x,(0)=¢(0) , pode-se escrever:

= DI(z,(0)+70))— Blx, (0)x,(0)— C1

¢(0) = n (2.69)

- ©0)= D2(7,(0) +7,(0)) — B2x,(0)x, (0) - C2 2.70)
A2

;/;(0) _D3(z,(0) 1—:32(0)) -C3 2.71)

A partir das Equagdes (2.69), (2.70) e (2.71) podem-se obter TLL e TLR da
Equacao (2.54), resultando em:

Al = A2 v BI+B2 5 B3e- Cl+C2 (3

TLL=0.5 + + +—| (2.72
(D1+D2¢ pi+02  orep2? T3V Drep2 D3J( )

Al ® A2 * B1+B2 °, B3°°* Cl+C2 (3
+ X+ - (2.73)
D1+D2 D1+D2 D1+D2 D3 D1+ D2 D3

TLR = 0.5( p, ¢ v b+

Sabe-se que o torque estd relacionado com a corrente em um motor de corrente
continua. Substituindo-se o termo de torque de carga na Equacdo (2.29) de um motor

DC, e assumindo que a carga ¢ a mesma para os dois motores, obtém-se:

r=k x (2.74)
TLL=TLR (2.75)
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Assim, o modelo matemdtico final que serd utilizado para programar a

simulagdo em Matlab resulta em:

* (R,xg—k,xg +v)

: 2.76
! La ( )
v, = B th, %y ~TLL) (2.77)
J
o, (2.78)
L, Dl +k,5x) = Blx,x, = Cl (2.79)
Al
veox (2.80)
X6 = D2(k,, %, +k, %) —B2x,x, —C2 (2.81)
A2
e (2.82)
L = D3k, + k) = C3 (2.83)

A3

O capitulo seguinte apresenta a teoria bdsica das estratégias de controle PID,

Controle Fuzzy e Controle Robusto.
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