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Introducéao

De acordo com o0 que o titulo parcialmente sugere, neste trabalho sera
apresentada uma investigacao filoséfica acerca do estatuto dos diagramas ao
longo da historia da pratica da geometria. Para isso, serdo apresentados, por um
lado, alguns detalhes de geometria propriamente dita, e por outro, detalhes da
histéria desta ciéncia (bem como da mateméatica em geral). Tais componentes,
entretanto, ndo devem ser vistos como centrais, e este trabalho, portanto,
tampouco deve ser considerado como voltado tanto para um quanto para o
outro. Nao se pretende fazer aqui, com efeito, nem histéria, nem geometria. Tais
elementos, entretanto, devem ser apresentados na medida em que se fazem
necessarios para a investigacao filoséfica acerca de um certo ator, o qual,
inicialmente, atuou como personagem principal de uma certa trama, mas que
com o passar do tempo sucumbiu a aparicdo de novos atores, e a revelada
complexidade da referida personagem. Este ator é o diagrama, a trama é a
geometria, e a personagem principal, o objeto desta ciéncia. Com o0 presente
trabalho, pretende-se tornar mais clara, para continuar usando a metéafora
teatral, a relagdo entre o ator e a personagem, entre a notacdo e o tema da
geometria. Pretende-se, em especial, realcar suas qualidades cénicas, e,
eventualmente, devolver-lhe o papel que outrora lhe fora concedido — ou, ao
menos, dar-lhe uma posicdo mais importante do que a de mero coadjuvante, ou,
pior que isso, de operario dos bastidores.

Abandonando por ora as figuras de linguagem, o objetivo principal deste
trabalho, é reforcar a tese de que, para uma interpretacdo adequada da
geometria euclideana, os diagramas devem ser considerados como parte da
linguagem do sistema, e ndo como expedientes auxiliares, como
exemplificadores do que esta sendo demonstrado.

A fim de apresentar o tema em maior nivel de detalhe, o primeiro capitulo
trata do surgimento do método axiomatico na Grécia antiga, cristalizado na obra
de Euclides. Seus Elementos serdo descritos como o fruto de uma tentativa de
organizacao de varios resultados conhecidos mas ainda ndo sistematizados de
maneira satisfatéria. Com vistas a aprofundar a analise e possibilitar as

discussfes posteriores, serdo descritos os principios e as demonstra¢des do
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Livro | dos Elementos, de modo que fique claro o quanto a presenca do
diagrama é fundamental para determinados passos nas demonstracoes.

No capitulo seguinte, serdo apresentados os eventos que fizeram com que,
por um lado, a obra de Euclides deixasse de ser um modelo de rigor dedutivo, e,
por outro lado, que serviram para relegar os diagramas a um segundo plano. A
titulo de introducdo, e para que seja possivel a comparagdo entre dois
momentos distintos com relacdo ao que se considerava como sendo o papel dos
diagramas, serdo constrastadas as criticas antigas, dos primeiros comentadores
dos Elementos, com as criticas dos autores modernos. Na sequéncia, sdo
apresentadas as mudancas em geometria que fazem com que as criticas
modernas se diferenciem das antigas, e que ocasionaram uma reconstru¢ao da
geometria euclideana sem os diagramas.

A primeira delas é a geometria analitica, ou cartesiana, cujo surgimento
pode ser visto como o primeiro golpe significativo sofrido pelas representactes
diagramaticas. As vantagens dos métodos e da notacdo da algebra (em
conjuncdo com a aritmética) para a solucao dos problemas geométricos fizeram
com que, de candidato natural ao papel principal na trama, os diagramas
passam a ser vistos apenas como mais um ator, o qual, diante do surgimento de
concorrentes mais qualificados, comegava a ser visto como um tanto desajeitado
para desempenhar papel tdo importante. Logo na sequéncia, sera apresentada a
geometria projetiva, como uma tentativa de retomada e aperfeicoamento do
simbolismo diagramético, e em nome da preservacdo dos meétodos e
peculiaridades da geometria em seus dominios de investigacdo. Como se
pretende mostrar, embora tivessem sido apresentados casos para 0s quais 0s
diagramas sao insubstituiveis, a geometria projetiva também acabou
sucumbindo ao dominio da metodologia algébrica, e neste sentido ndo alcangou
seu objetivo com relagcdo aos diagramas — muito embora, posteriormente, viesse
a ser tida como o chdo comum sobre o qual todas as demais geometrias
repousam.

A segunda razao para que se abandonassem os diagramas diz respeito a
outro evento que abalou a sua reputagdo e ameacou seu Uso em geometria: o
surgimento das geometrias néo-euclideanas. Neste caso, 0 problema era
relacionado & suposicdo de que os diagramas estdo diretamente vinculados a
intuicAo, o que caracterizaria uma limitagdo dos mesmos. Afinal seu apelo
intuitivo fez com que se acreditasse que apenas uma geometria era possivel,
quando na verdade teorias igualmente consistentes poderiam ser desenvolvidas

adotando-se principios que v@o contra 0 que a intuicdo sugere. Por razdes
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muitas vezes dificeis de explicar, 0 uso dos diagramas passou a ser visto como
um recurso a intui¢do, e, conforme a matemética buscava se desvincular de uma
correspondéncia com a realidade, tal expediente passava a ser visto como algo
a ser evitado.

Finalmente, sera descrita a razdo mais decisiva para que se fizesse uma
reconstrucdo da geometria de Euclides: a crise de fundamentos que se instaurou
na matematica no século XIX. De acordo com 0 que se pretendera frisar, esta
crise € devida em grande parte a desconfianga com relacdo aos novos métodos,
e a falta de clareza intuitiva de seus resultados. Esta crise deu origem a diversos
esforcos de sistematizacao e rigorizacdo dos métodos da matematica com vistas
a afastar as desconfiancas com relacdo aos mesmos. E um deles diz respeito a
geometria de Euclides, para a qual é apresentada uma reconstrucéo na qual os
diagramas sao completamente dispensaveis

Descrita logo em seguida, esta reconstrucdo formal, devida a Hilbert,
dispensa os diagramas em favor de uma apresentacao dos conceitos basicos da
geometria em termos das relacdes l6gicas que mantém entre si, e ndo em
virtude de sua correspondéncia a um dominio especifico de entidades. Com a
elaboragdo de um novo conjunto de axiomas, visando prover meios de se
explicitar aquelas informacdes que os diagramas apresentavam na geometria de
Euclides, torna-se possivel aquilo que era demandado das teorias matematicas
menos confiaveis surgidas na modernidade: a demonstracao de que o grupo de
axiomas ndo deriva contradi¢cdes. Para esta demonstracdo, como sera mostrado,
apenas a consideracdo da estrutura l6gica dos axiomas ndo é suficiente, de
modo que, embora os diagramas ndo sejam utilizados, algo que extrapola os
limites da l6gica é introduzido: o sistema de numeros. Consegue-se, assim, uma
demonstragdo de consisténica relativa a aritmética, ou seja, se alguma
contradicdo pode surgir dos axiomas da geometria, ela também surgira dos
axiomas da aritmética.

Paralelamente a estes eventos, como sera descrito na parte final do
segundo capitulo, surgiu uma concep¢do de demonstracdo para a qual os
diagramas ou quaisquer outros elementos que ndo pudessem ser organizados
em termos de sequencias discretas de simbolos séo tidos como ilegitimos
enquanto meios para as demonstragdes. Com isso, os diagramas perderam de
vez a cidadania no contexto de justificacdo das teorias mateméticas. Esta
concepcgdo é um obstaculo para as representacdes diagramaticas na medida em
gue, embora proiba o uso de representacdes graficas, autoriza o uso de outro

tipo de representagdo que, em certo sentido, pode ser considerada da mesma
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natureza dos diagramas: trata-se, em ambos os casos, de simbolos. Com efeito,
embora possam ser vistos como representando para a aritmética aquilo que os
diagramas representam para a geometria, 0s nUmeros podem ser vistos como
adequados aos requisitos desta concepg¢do de demonstracdo. No entanto, a
impossibilidade de uma demonstracao de consisténcia para a aritmética, bem
como o desenvolvimento de técnicas refinadas para manipulacdo de diagramas,
por outro, foram alguns dos fatores que levaram a uma tentativa de resgate dos
diagramas, e de reconstrucdes formais para as quais eles sejam importantes.

No terceiro capitulo, assim serdo descritos estes desenvolvimentos em
torno de uma melhor compreensdo da natureza e das virtudes das
representacdes diagramaticas. Como sera mostrado, no final do século XX, fez-
se sentir a necessidade de uma revisdo de tais posturas extremadas com
relacdo ao uso de diagramas em demonstracdes. O sucesso da pratica
euclideana, confirmado tanto pelo seu duradouro sucesso quanto pela auséncia
de demonstracdes incorretas, sugeria que algum aspecto daquela pratica
poderia ter sido negligenciado.

O primeiro tema abordado no referido capitulo serd& o0 modo como os
diagramas séo utilizados em Euclides. Ou seja, mostrar-se-do as razfes pelas
quais a confianga nos diagramas ndo levou Euclides a demonstragdo de
resultados incorretos. A identificacdo de quais aspectos dos diagramas s&o
efetivamente utilizados por Euclides nas demonstra¢des dos Elementos, permitiu
uma nova viséo a respeito do rigor das demonstracfes euclideanas. Isto foi feito
por Kenneth Manders, cujo trabalho relevante neste sentido serd descrito na
primeira se¢do do capitulo. Com base nos resultados obtidos por Manders, foi
possivel, por exemplo, a construcao de sistemas formais ao estilo hilbertiano que
cumprem, para todos os efeitos, as fun¢des que seus Grundlagen der Geometrie
desempenharam. Tais desenvolvimentos serdo descritos na segunda secao do
capitulo.

Finalmente, o terceiro capitulo apresenta uma nova maneira de se
interpretar os Elementos, baseada em novas consideracdes de cunho filosofico e
principalmente histérico a respeito do contexto de surgimento da obra de
Euclides. Este avangco em termos de uma nova histéria da préatica euclideana é
feito por Netz, cujo trabalho oferece boas razdes para que seja considerada
deficiente a maneira como os Elementos tinham sido considerados até entéo.

Tentar-se-a mostrar que as razdes pelas quais os diagramas foram
rejeitados nos contextos de demonstragdo das teorias mateméaticas se originam

da falta de uma discussao filoséfica adequada acerca de seu carater notacional.
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Pretende-se, sobretudo, defender a adequacdo dos diagramas no contexto da
geometria euclideana, n&o por representarem de algum modo os objetos
daquela ciéncia, mas sim por terem servido como uma notacdo adequada para
aquela teoria.

Pretende-se, por fim, mostrar a necessidade de uma nova atitude filosofica
com relacdo a matematica, a qual ndo se resuma nem a analise I6gica de suas
teorias, nem tampouco a constatacbes de carater historico a respeito das
mesmas. Com isso, como se podera perceber, sera aberta uma ampla gama de
problemas tipicamente filosoficos, e ainda pouco explorados, como por exemplo
0 da relacdo entre uma teoria matematica e os artefatos simbdlicos que ela
utiliza, ou entre estes e 0s supostos objetos daquela teoria. Deste modo, novos e
interessantes resultados poderdo ser alcancados, € uma nova perspectiva a

respeito das teorias matematicas podera surgir.
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