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9
CALCULOS

9.1.
Indutancia mutua.

Dedugdo da expressao da corrente no secundario de um
transformador (dois indutores acoplados) em fungdo da corrente no

primario.

I—1 Lz

Figura 47: Esquema de dois indutores acoplados

Onde iy = I1maxsen(wt) € gerado por uma fonte de corrente alternada.

O objetivo € determinar iz (corrente induzida).

As auto-indutancias sao definidas como:

(65)

Onde @41 € a parte do fluxo em L, devido a sua propria corrente (i1).
A segunda é analoga, mas em relagao a L.

As indutancias mutuas sao assim definidas:
M,=M, =M=—1=—2 (66)

Onde @, é a parte do fluxo em L; devido a corrente da outra bobina

(i2) e @21 € 0 oposto.
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Sendo entdo @; e @, os fluxos totais nas bobinas L; e L,

respectivamente, temos:

O =0,+D, =L +i,M

67
O,=0,+D,, =i,L, +iM (67)
Substituindo iy = l1maxsen(wt),
@, =1, sen(ot)L, +i, M 63
®, =i,L, +1,,, sen(ot)M (68)
Usando a lei de Faraday,
d d .
g, = —ECI)2 =-L, Ezz ~1,, Maocos(ot)
. 82 L2 d . [lmaxMa)
=—==———], ——"——coslwf
== - (1) (69)
il‘z +£l2 - _Mcos(a)t)
- L, L,
A solugao desta equacao diferencial deve ser da forma:
i, =1, sen(wt+o) (70)

Onde Irmax € @ sdo parametros a determinar. Substituindo na

equacao diferencial temos:

D1, senlor + o))+ R (1, senlor + ) = — LM o (1)
dt L, L, )
I, ocos(wt +¢)+ QEAR sen(ot + ) = i Mo cos(or)
2 2
Verificando as condi¢cdes de contorno temos:
— Parat=0 (out=2nn/w)
I, wcos +—12maXR senp = — tman MO 72
2 max (D Lz (D L2 ( )
— Parat=(2nn - ¢)lw
IlmaxMa) IZmaXLZ
]Zmaxw=——COS(p:>COS(0=——M (73)

2 1 max

— Parat=(2znn + /2 - ¢)lw
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IZmaxR ]lmaxMa) IZmaxR
= — Sel’l(D = Sen(p R — (74)

L, L, Mo

1 max

Substituindo seng e cose na equacgao de t=0 temos:

_ 12maxL2 _ [2maxR IZmaxR _ _IlmaxMa)
e IlmaXM LZ IlmaxMa) L2
L Cen +R)=1,,, Mo’ (75)
oM
IZmax = ﬁ Ilmax
R +w°L,

Agora para encontrar ¢:

sen@ =— R

R*+0’L,’

R
Ou tgp = (76)
oL,
oL,

CosSQ =—

R’ +0’L,’

Com seno e cosseno negativos, ¢ esta no terceiro quadrante. Ent&o:

Q=1+ arctg(iJ (77)
oL,
Entao para
il = [lmax Sen(a)t) (78)

a solucéao sera

i, = [2maxsen(a)t + (p)

. oM R (79)
= —— 1, ..« sen| ot + 7 + arctg| ——
R’ +a0’L, oL,

9.2.
Indutancia efetiva do circuito tanque

O fluxo total no circuito tanque é a superposicédo do fluxo devido sua
propria corrente com o fluxo induzido pelo SQUID. Com isto, podemos

deduzir a indutancia efetiva do circuito tanque.
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Q, =0, +D, =i L, + l'SQM
()] I
LTefet :_T:LT +£M
’ l

T Iy

(80)

O circuito eletrénico equivalente do circuito tanque acoplado ao
SQUID é descrito em [36] como:

Figura 48: Esquema do circuito eletrénico equivalente do circuito
tanque acoplado ao SQUID.

Baseado no estudo do item 9.1 temos:

. oM R,
Iy = 5 - > I, . sen ot+r+arctg
RJ to LSQefet w LSQg/ét

Quando:
i =1, sen(ot)

— *Tmax

Logo: (81)

R
. sen| ot + 1w+ arctg{ L J
lng _ [0] M @ LSQefet

] 2 2 2
b R+ 0’y sen(wt)

De acordo com [36], a resisténcia da juncdo (R,) pode ser

considerada pequena. Logo,

i, M sen(ot+r) M 82
sen(a)t) LSQeﬁ), (82)

Ir LSQefez

Entao a (80) fica:
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M?
LTefet =L, -
'SQefet
k*L.L
LTefe = LT _;SQ (83)
f Ly, +L,

L
LTefet :LT 1-k*—2—
Ly, +L,

9.3.
Relacao corrente e fluxo no SQUID

A funcdo de onda quéntica que representa os pares de Cooper num

caminho fechado num material supercondutor pode ser apresentada

v (r.t)=[ps(r,1) e (84)

De tal forma que

como [36]:

?’*(r,t)ﬁf’(r,t) = Ps (r,t) (85)

Onde ps(r.t) representa a densidade de pares de Cooper.

E interessante destacar que, neste caso, esta fungdo de onda
representa todos os pares de Cooper deste caminho fechado. Apesar de
cada elétron ser um férmion, em que vale a exclusdo de Pauli, ao formar
um par de Cooper, eles podem ser encarados como constituindo uma
nova particula (quasi-particula) que € um bodson. Entdo a exclusado de
Pauli ndo € valida para os pares de Cooper e varios pares de Cooper
podem ser representados por uma unica funcdo de onda. No caso de um
anel supercondutor é possivel representa-los no caminho fechado em
torno do material ndo supercondutor com uma funcdo de onda
macroscopica nesse caminho.

A supercorrente em um material supercondutor isotropico pode ser

representada como:
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AJg = —(A(r,t)—EVH(r,t)j (86)
2e
onde A é o coeficiente isotropico de London
A mg _ 2m, _ m,
(g Vo. e (87)
(QS) Ps (26)2(10) ep
2

ps(r,t) representa a densidade de pares de Cooper, m e q
representam a massa e a carga, os indices “S” e “e” referem-se aos pares
de Cooper e aos elétrons respectivamente. A densidade ps(r,f), em um
caminho isotrépico, € uniforme e constante.

No caso da corrente supercondutora formar um circuito fechado, a
funcdo de onda passa a ser finita e fechada em si, em anel. Fazendo a
integral no anel da expressao da densidade de corrente acima e usando o

teorema de Stokes temos:
h
§F(AJS)-dl+IB-dS:Z§rve-dl (88)

Como o caminho é fechado, a integral do lado direito s tem como

valores possiveis, os multiplos de 2.
§> VO-dl=2rn (89)
r

onde n é inteiro.

E os valores da funcéo de onda
_ i(0+27n)
S”(r, t) =.\/Ps € (90)

S0 0s mesmos para qualquer n inteiro.

Entdo a equacao acima fica

§F(AJS)-dl+IB-dS=£27rn=£nEnCD

(91)
2e 2e

0


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610629/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0610629/CA

121

Isto indica que a expressao a esquerda é quantizada em numeros
inteiros de (h/2e), chamado de quantum de fluxo (@y). A expressao a
esquerda é chamada de fluxoide. Isto significa que, em geral, ndo é o
fluxo que é quantizado, mas sim o fluxoide. Se no caminho de integragao
escolhido nao existir corrente a primeira integral vai a zero e, neste caso,

podemos falar que ha quantizagao do fluxo.
jB-dS =n®d, (92)

Onde a area de integragdo é a delimitada por uma curva fechada
numa regido dentro do material supercondutor onde nao existe corrente.
Logo, neste fluxo é incluido o que é gerado pelo campo B que penetra no
supercondutor proximo da superficie.

Para analisar o funcionamento de um anel supercondutor com uma
jungcado Josephson, vamos usar novamente o teorema de Stokes para

voltar a expressar a integral do fluxo em termos do potencial vetor A.

Figura 49: Representacdo de um anel supercondutor
com uma jung¢ao Josephson.

O caminho de integragado I" esta todo em regidao sem corrente. Logo

a expressao para um anel sem juncgao fica:

2
Zﬁnz—ﬂEfA-dl (93)
D, °r

E para um anel com a jungéo fica:

+ 0 |ani (94)

hordrio

27rn=2—ﬂrzA-dl
@,

anti
horario
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Onde 0, é a defasagem da fungdo de onda na jungdo. Mas esta
defasagem pode ser vista como a soma do efeito na fase da parte que
falta para completar o caminho da integral com a diferenga de fase efetiva
0,

27 (P 27 (P
QJ anti :QJ anti E— ) +—I Adl )
hordrio horario @ . YP anti P, anti
0 horario 0 horario
0.1, (95)
21 R
QJ anti :—J- Adl . +0J'am‘i
hordrio (OIS anti hordrio
0 horario
Substituindo na expressao acima temos:
271 P 21 P
2en="=["Adll — +==['A-dll  +6,]u
CD P, antlr ) P, antlr ) hordrio
0 horario 0 horario (96)
27
FRRN
0
Mas por definicdo
§§ A-dl=d (97)
T
Entao:
()
0, \ai =2mn—-2mr— (98)
hordrio q)

0
Onde @ é o fluxo total dentro da area delimitada pela curva de
integracao I

O=0,+, (99)

@, € o fluxo aplicado e
@; é o fluxo gerado pela corrente no supercondutor.

Podemos entao dizer, pela definicdo de indutancia, que

D, =Li (100)
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A corrente que atravessa a juncao Josephson esta ligada ao

acreéscimo de fase 6, que aparece.

J=J, sen(QJ'anti ) (101)

horario

Ou seja, dois fatores provocam a evolugao espacial da fase: a parte
da integral do potencial vetor e a corrente. Logo, esta corrente esta

definida, no caso do fluxo externo n&o variar (d®./dt=0) como
()
i=—1. sen£27r —] (102)
0

O fluxo @ pode ser substituido por @+ @; e a expressao da corrente

fica

O, +Li
i=—I_.sen| 27 —&—— ZJ

(103)

) Li
i=—I.sen 27r—e+27r—]
CI)O 0
Onde L ¢é a indutancia definida por @; = Li.
Substituindo a expressdo da corrente em funcdo de @ (102) na

expresséo de @ (99) com a (100) temos

D=0, +L(—IC sen(Zﬂgn
CI)O

O=D,-LI. sen(27r EJ (104)

0

B
d=0, —2—;CDO sen 27rg
0
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Onde
B = 2nll .
e @0
(105)
: D, i
i=—I.sen 2r—+ B, —
CI)0 C

As eqgs. (104) e (105) relacionam respectivamente o fluxo (@) e a

corrente (/) com o fluxo aplicado (@s).
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9.4.

Passagem de CGS para Sl da equacgao (4)

dim[Hk[CGS]]: Oe 5 dim[Hk[Sl]]: A -m_l
Oc=G=10"T=10"u, A-m"

dim[Msb[CGS] ] =emu-cm”’

-3 3 -1
emu-cm - =10"A4-m

dim[K[CGS] ] =erg-cm”

5 dim[Msb[Sl]]:A‘m_l
(*)

; dim[K[Sl]]: J-m™

erg=10"J ; cm=10"m
erg-cm> =10"-10°J -m™>

erg-cm™> =10"J-m™

entao

H =25 (cas)
Msb

vai a .

] 210" &)
10*y H, ="/
IuO k 103MSb

H =22 (s)

oM g,

(*) ver referéncia [51]

(ST)
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