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9
CÄLCULOS

9.1.
IndutÅncia mÇtua.

Dedu��o da express�o da corrente no secund�rio de um 

transformador (dois indutores acoplados) em fun��o da corrente no 

prim�rio.

Figura 47: Esquema de dois indutores acoplados

Onde i1 = I1maxsen(t) � gerado por uma fonte de corrente alternada. 

O objetivo � determinar i2 (corrente induzida).

As auto-indut�ncias s�o definidas como:

2
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1
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1
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





(65)

Onde 11 � a parte do fluxo em L1 devido a sua pr�pria corrente (i1). 

A segunda � an�loga, mas em rela��o a L2.

As indut�ncias m�tuas s�o assim definidas:

1

21

2

12
2112 ii





 MMM (66)

Onde 12 � a parte do fluxo em L1 devido � corrente da outra bobina 

(i2) e 21 � o oposto.
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Sendo ent�o 1 e 2 os fluxos totais nas bobinas L1 e L2

respectivamente, temos:

M
M
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iLi
iLi



(67)

Substituindo i1 = I1maxsen(t),

 
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M
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
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(68)

Usando a lei de Faraday,
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A solu��o desta equa��o diferencial deve ser da forma:

   tsenIi max22 (70)

Onde I2max e  s�o par�metros a determinar. Substituindo na 

equa��o diferencial temos:
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(71)

Verificando as condi��es de contorno temos:

 Para t = 0 (ou t = 2n/)

2

max1

2

max2
max2 cos

L
Isen

L
RII  M

 (72)

 Para t = (2n - )/

M
M

max1

2max2

2

max1
max2 coscos

I
LI

L
II   (73)

 Para t = (2n + /2 - )/
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
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Substituindo sen e cos na equa��o de t=0 temos:
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Agora para encontrar :
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Com seno e cosseno negativos,  est� no terceiro quadrante. Ent�o:
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Ent�o para

 tsenIi max11  (78)

a solu��o ser�
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9.2.
IndutÅncia efetiva do circuito tanque

O fluxo total no circuito tanque � a superposi��o do fluxo devido sua 

pr�pria corrente com o fluxo induzido pelo SQUID. Com isto, podemos 

deduzir a indut�ncia efetiva do circuito tanque.
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O circuito eletr�nico equivalente do circuito tanque acoplado ao 

SQUID � descrito em [36] como:

Figura 48: Esquema do circuito eletr�nico equivalente do circuito 
tanque acoplado ao SQUID.

Baseado no estudo do item 9.1 temos:
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De acordo com [36], a resist�ncia da jun��o (RJ) pode ser 

considerada pequena. Logo,

 
  SQefetSQefetT
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Ltsen
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Li
i MM 




(82)

Ent�o a (80) fica:
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9.3.
RelaÉÑo corrente e fluxo no SQUID

A fun��o de onda qu�ntica que representa os pares de Cooper num 

caminho fechado num material supercondutor pode ser apresentada 

como [36]:

     t,i
S et,=t,Ψ rrr  (84)

De tal forma que

     t,=t,Ψt,Ψ S rrr * (85)

Onde S(r,t) representa a densidade de pares de Cooper.

� interessante destacar que, neste caso, esta fun��o de onda 

representa todos os pares de Cooper deste caminho fechado. Apesar de 

cada el�tron ser um f�rmion, em que vale a exclus�o de Pauli, ao formar 

um par de Cooper, eles podem ser encarados como constituindo uma 

nova part�cula (quasi-part�cula) que � um b�son. Ent�o a exclus�o de 

Pauli n�o � v�lida para os pares de Cooper e v�rios pares de Cooper 

podem ser representados por uma �nica fun��o de onda. No caso de um 

anel supercondutor � poss�vel represent�-los no caminho fechado em 

torno do material n�o supercondutor com uma fun��o de onda 

macrosc�pica nesse caminho.

A supercorrente em um material supercondutor isotr�pico pode ser 

representada como:
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2
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(86)

onde  � o coeficiente isotr�pico de London

     2
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m ee
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







(87)

S(r,t) representa a densidade de pares de Cooper, m e q 

representam a massa e a carga, os �ndices “S” e “e” referem-se aos pares 

de Cooper e aos el�trons respectivamente. A densidade S(r,t), em um 

caminho isotr�pico, � uniforme e constante.

No caso da corrente supercondutora formar um circuito fechado, a 

fun��o de onda passa a ser finita e fechada em si, em anel. Fazendo a 

integral no anel da express�o da densidade de corrente acima e usando o 

teorema de Stokes temos:

   
 ll d

e
dd 

2
SBJS (88)

Como o caminho � fechado, a integral do lado direito s� tem como 

valores poss�veis, os m�ltiplos de 2.

nd  2 l (89)

onde n � inteiro.

E os valores da fun��o de onda

   ni
S e=t,Ψ  2r (90)

s�o os mesmos para qualquer n inteiro.

Ent�o a equa��o acima fica

  02
2

2
  nn

e
hn

e
dd SBJS l (91)
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Isto indica que a express�o � esquerda � quantizada em n�meros 

inteiros de (h/2e), chamado de quantum de fluxo (0). A express�o �

esquerda � chamada de fluxoide. Isto significa que, em geral, n�o � o 

fluxo que � quantizado, mas sim o fluxoide. Se no caminho de integra��o 

escolhido n�o existir corrente a primeira integral vai a zero e, neste caso, 

podemos falar que h� quantiza��o do fluxo.

0 ndSB (92)

Onde a �rea de integra��o � a delimitada por uma curva fechada 

numa regi�o dentro do material supercondutor onde n�o existe corrente. 

Logo, neste fluxo � inclu�do o que � gerado pelo campo B que penetra no 

supercondutor pr�ximo da superf�cie.

Para analisar o funcionamento de um anel supercondutor com uma 

jun��o Josephson, vamos usar novamente o teorema de Stokes para 

voltar a expressar a integral do fluxo em termos do potencial vetor A.

O caminho de integra��o  est� todo em regi�o sem corrente. Logo 

a express�o para um anel sem jun��o fica:

 


 ldn A
0

22 
 (93)

E para um anel com a jun��o fica:

hor�rio
antiJ

hor�rio
anti

P

P
dn 


 


 

2

1
0

22 lA (94)

Figura 49: Representa��o de um anel supercondutor 
com uma jun��o Josephson.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0610629/CA



122

Onde J � a defasagem da fun��o de onda na jun��o. Mas esta 

defasagem pode ser vista como a soma do efeito na fase da parte que 

falta para completar o caminho da integral com a diferen�a de fase efetiva 

J'.
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
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















l

ll

A

AA
  

(95)

Substituindo na express�o acima temos:

hor�rio
antiJ

hor�rio
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P

P
hor�rio
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P

P

d

ddn '
22

2

0

00

2

1

2

2

1
















  


  

l

ll

A

AA
(96)

Mas por defini��o

 ldA (97)

Ent�o:

0

22'



  n
hor�rio
antiJ (98)

Onde  � o fluxo total dentro da �rea delimitada pela curva de 

integra��o .

ie  (99)

e � o fluxo aplicado e 

i � o fluxo gerado pela corrente no supercondutor.

Podemos ent�o dizer, pela defini��o de indut�ncia, que

Lii  (100)
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A corrente que atravessa a jun��o Josephson est� ligada ao 

acr�scimo de fase J' que aparece.

 
hor�rio
antiJCJJ 'sen  (101)

Ou seja, dois fatores provocam a evolu��o espacial da fase: a parte 

da integral do potencial vetor e a corrente. Logo, esta corrente est� 

definida, no caso do fluxo externo n�o variar (de/dt=0) como













0

2sen CIi (102)

O fluxo  pode ser substitu�do por e+ i e a express�o da corrente 

fica
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
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C

C





(103)

Onde L � a indut�ncia definida por i = Li.

Substituindo a express�o da corrente em fun��o de  (102) na 

express�o de  (99) com a (100) temos
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

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
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

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2sen2
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

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
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(104)
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Onde

0

2


 C
e

LI
















C

eC I
iIi e 

0

2sen
(105)

As eqs. (104) e (105) relacionam respectivamente o fluxo () e a 

corrente (i) com o fluxo aplicado (e).
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9.4.
Passagem de CGS para SI da equaÉÑo (4)

     

     

     

 
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










































(*) ver refer�ncia [51]
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