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3
Expressoes Regulares e PEGs

Este capitulo apresenta uma formalizagao de expressoes regulares usando
semantica natural, discute a correspondéncia entre expressoes regulares e
PEGs, e define uma transformacao entre expressoes regulares e PEGs equi-
valentes. Além disso, mostramos aqui como modificar uma expressao regular
de modo a obter uma expressao sem subexpressoes da forma e] onde e; casa
a cadeia vazia. Essa modificacao nos permite transformar expressoes regulares
em PEGs sem producgoes recursivas a esquerda.

Na préoxima segao revisamos alguns conceitos de expressoes regulares e na
secao 3.2 apresentamos nossa formalizacao de expressoes regulares baseada em
semantica natural. Na secao 3.3, discutimos a equivaléncia entre expressoes
regulares e PEGs. A secao 3.4 descreve como podemos transformar uma
expressao regular em uma PEG equivalente. A se¢ao 3.5 mostra como podemos
reescrever expressoes regulares da forma e} onde e; casa a cadeia vazia. Por
fim, na secao 3.6, provamos a equivaléncia entre expressoes regulares e PEGs

obtidas a partir da transformacgao apresentada na secao 3.4.

3.1
Expressoes Regulares

Dado um alfabeto finito ¥, podemos definir uma expressao regular eq
indutivamente como a seguir, onde a € 3, e e; e ey também sao expressoes

regulares:
60:@‘5}a‘6162‘61|62‘6’{

Geralmente a linguagem definida por uma expressao regular ey, denotada
por L(eg), é especificada através de operagoes sobre conjuntos [Hopcroft e
Ullman, 1979, Sipser, 1996], conforme a tabela 3.1.

A linguagem definida pela expressao regular () é o conjunto vazio.
Quando nao queremos definir uma expressao regular cuja linguagem ¢ vazia
o uso de () é desnecessirio, uma vez que qualquer expressao regular eq pode
ser reduzida a uma expressao regular e; que define a mesma linguagem, onde

e1 = 0 ou e; nao possui ) como uma subexpressao. Essa transformacao é
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Expressao Regular | Linguagem Correspondente
0 0
2 {e}
a {a}
€1 €9 L(@l) L 62)
e e L(ey) U L(ey)
€] L(e1)”

Tabela 3.1: Expressoes Regulares e suas Linguagens Correspondentes

baseada nas seguintes igualdades:
L(eo®) = L(D) L(eo| 0) = L(eo) L(0%) = L(e)

Como o uso da expressao regular () é bastante restrito, em algumas dis-
cussoes nao iremos considerar essa forma de expressao regular. Em particular,

iremos assumir que () nunca é uma subexpressao de uma expressao regular

eo # 0.

3.2
Definicao de Expressoes Regulares Usando Semantica Natural

Como nosso objetivo principal é estabelecer a correspondéncia entre
expressoes regulares e PEGs, apresentaremos uma formalizacao diferente de
expressoes regulares. Nessa nova formalizagao, usamos a relagao <5 para dar
significado a uma expressao regular.

Definimos ~» como uma relacio (ey X ¥*) x ¥*, onde ~» relaciona uma
expressao regular ey e uma entrada xy com um sufixo y da entrada. Usamos a
notacio ey xy ~» y para indicar que ((eg, xy), y) € ~». A figura 3.1 apresenta
a definicdo de ~» usando semantica natural.

A relacdo ~> nao é uma funcdo, uma vez que um par (€9, ) pode nao se
relacionar com nenhum sufixo de z, ou se relacionar com diferentes sufixos. A
seguir, discutimos as regras de ~>.

A regra empty.1 trata do caso em que a expressao regular representa a
cadeia vazia. A regra char.1 trata de expressoes regulares da forma a, e a regra
con.l trata de expressoes regulares da forma e; es.

As regras choice.l e choice.2 tratam de expressoes regulares da forma
e1 | e2. Usaremos o termo escolha ao nos referirmos a uniao das linguagens de
duas expressoes regulares. O resultado do casamento de uma escolha pode ser
tanto o resultado do casamento de e; (regra choice.l), como o resultado do
casamento de ey (regra choice.2).

Finalmente, as regras rep.1 e rep.2 tratam de expressoes regulares da
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Cadeia Vazia ——— (empty.1) Caractere = ———-— (char.1)

RE
E T X a ar ~~> T

RE RE
€1 TYzZ ~> Yz ey Yz ~> 2

Concatenacao - (con.1)
€16 TYz ~ 2
e1 Ty 5 ey TY ~5

Escolha % (choice.1) Wy (choice.2)

erlez zy ~y erlex zy ~y

ey TYZz 5]Eyz eh Yz g

Repeticilo ————— (rep.1) REO , ¢ # £ (rep.2)

€y T ~ T ey TYz ~ 2

Figura 3.1: Definicdo da Relacdo ~» Usando Semantica Natural

forma efj. Usaremos o termo repeti¢ao ao nos referirmos ao fecho de Kleene de
uma expressao regular. A regra rep.1 trata do caso em que nenhum caractere
da entrada ¢ consumido, enquanto a regra rep.2 trata do caso em que algum
caractere da entrada ¢ consumido. Caso a regra rep.2 nao tivesse a condicao
x # ¢, poderiamos casar a cadeia vazia de modo nao deterministico através
das regras rep.1 e rep.2.

Podemos notar que nenhuma regra de 5 trata da expressao regular (),
de modo que essa expressao nao se relaciona com nenhuma cadeia, e portanto

a linguagem que ela define é vazia.

3.2.1
Correspondéncia com a Definicao Usual de Expressoes Regulares

o~ ~ ~ RE
Dada a nova definicao de expressoes regulares baseada na relagao ~-,

vamos estabelecer a sua correspondéncia com a definicao usual de expressoes
regulares que é baseada em operacoes sobre conjuntos. Para isso, vamos

precisar do seguinte lema:

Lema 3.2.1. Dada uma expressao reqular eqg e uma cadeia x, temos que
x € L(eg)* se e somente se x =€ ou x = 1122, onde x1 € L(ep), xo € L(eg)*

e vy FE.

Demonstracao. Por definigao, temos que L(eg)* = UL(eO)i. Portanto, x €
i=0

L(eg)* & Ji-x € L(eg)'. Seja j o menor ntimero natural tal que x € L(egp),
temos entao dois casos dependendo se j é ou nao maior que zero.

Se j = 0, temos que L(eg)? = {€}, e portanto = = .
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Se j > 0, temos que L(eg)? = L(eg) L(eg)’~t. Como x € L(eg) L(eo)’ ™1,
entdo x = T1T9, com x1 € L(eg) e w9 € L(eg)’~t. Nesse caso, a cadeia z1 é
diferente de €, pois se x; = £ entao terfamos que = = xy € L(eg)’™ !, o que

contradiz o fato de que escolhemos o menor natural j tal que = € L(ep)’. O

A proposicao a seguir estabelece a correspondéncia entre a formalizacao

usual de expressoes regulares e a nossa formalizagao:

Proposicao 3.2.2. Dada uma expressao reqular ey e uma cadeia x, para

qualquer cadeia y temos que = € L(ey) se e somente se ey xy 5 Y.

Demonstracao. A prova das duas partes é por inducao na complexidade do
par (eg, x), que é dada pela estrutura de eq e pelo comprimento de z. Dados os
pares (e1, 1) e (ea, o2), temos que a complexidade do primeiro par é maior
do que a do segundo se a estrutura de e; ¢ maior do que a estrutura de es, ou
se a estrutura de e; é igual a estrutura de ey e |x1| > |z

(=): Quando eg = ¢, somente € € L(e). Nesse caso, pela regra empty.1
temos que € xy ~» y, onde © = .

Quando ey = a, somente a € L(a). Nesse caso, pela regra char.l temos
que a ay ~ .

Quando ey = ejey, temos que L(ejey) = L(ey) L(ey). Seja x1xe €
L(ejes), onde 1 € L(ey) e xg € L(ey). Pela hipdtese de indugao temos que
€1 T1Tay ~» Ty € que e Loy ~~ y. Assim, pela regra con.1l concluimos que
€162 T1T2Y = Y.

Quando ey = e;| €9, temos que L(ej| ea) = L(ey) U L(eg). Vamos
considerar dois casos: © € L(e;) e x € L(es).

Se x € L(ey), pela hipdtese de inducao temos que e; zy &5 Y, e pela
regra choice.l concluimos que e | e5 xy 55 Y.

Se © € L(es), pela hipétese de inducao temos que ey zy 5y, e pela
regra choice.2 concluimos que e; | es zy .

Finalmente, quando ey = €7, seja x € L(e7), pelo lema 3.2.1 sabemos que
T =€ ou T =x1x9, onde x1 € L(ey), w9 € L(e]), € x1 # €.

Se x = ¢, pela regra rep.1 concluimos que e} y .

Se * = x1x9, dado que a estrutura de e; é menor do que a estrutura
de e7, pela hipétese de inducao temos que e; 172y 55 xoy. Dado que
r1 # €, sabemos que |ro| < |r172|. Assim, pela hipdtese de indugao temos
que €] T2y ~ 1, e pela regra rep.2 concluimos que el r1x2y =

(«<): Quando ey = €, temos o casamento £ xy 5 y, e pela definicao
usual de expressoes regulares temos que ¢ € L(e).

Quando ey = a, temos o casamento a ay ~» y, e pela definicdo usual de

expressoes regulares temos que a € L(a).
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RE
Quando ey = e; e, temos o casamento e es x1T2y ~> y, onde pela regra
RE RE . .y
con.1l sabemos que e; T1x2y ~ Ty € que ey xoy ~~ y. Assim, pela hipdtese
e indugao temos que e1) eque I es), e portanto xqxs e162).
de indugao t €L € L(ey), tant €L
RE .
Quando ey = €7 |eg, temos o casamento e; | ey xy ~~ y. Vamos considerar
dois casos: no primeiro caso a regra choice.l foi usada, e no segundo caso a
regra choice.2 foi usada.
. . ~ RE -, . ~
Se choice.1 foi usada, entao e; xy ~= y, e pela hipotese de indugao temos
que z € L(ep). Assim, concluimos que x € L(eq | e3).
. . - RE . . ~
Se choice.2 foi usada, entao es xy ~> y, e pela hipotese de inducao temos
que = € L(ey). Assim, concluimos que x € L(eq | e3).
RE . .
Quando ey = €7, temos o casamento ej xy ~= xy. Vamos considerar dois
casos: no primeiro caso a regra rep.1 foi usada, e no segundo caso a regra rep.2
foi usada.
. ~ RE .~
Se rep.1 foi usada, entao e xzy ~= y, onde x = ¢, e pela definigao usual
de expressoes regulares sabemos que € € L(e]).
. . RE
Se rep.2 foi usada, seja x = x1x9, temos que e; T1TY ~> Ty €
RE 7
que e} wy ~ y, onde z; # €. Dado que a estrutura de e; é menor do
que a estrutura de e, pela hipétese de inducao temos que z; € L(ep), e
como |ra| < |rywa| pela hipdtese de inducao temos que 25 € L(e}). Como

L(ey e7) C L(e}), concluimos que z1x9 € L(e}). O

3.2.2
Propriedades de Expressoes Regulares

A seguir, definimos um lema a respeito do casamento de expressoes

regulares quando mudamos o sufixo da entrada que nao foi casado:

~ RE ~
Lema 3.2.3. Dada uma expressao reqular ey, temos que se eq xy ~~ 1y entao
/ ) BE
Yy - eq xy ~~ .
Demonstracao. A prova é por inducao na altura da arvore de prova dada por
RE
~3
No caso de uma repeticao e, temos que as regras rep.1l e rep.2 podem
ter sido usadas.
. RE
Se a regra rep.1 foi usada, sabemos que ej zy ~ y, onde = = ¢, e pela
7 . , RE
propria regra rep.1l concluimos que ef zy’ ~~ '
. RE " RE
Se aregra rep.2 foi usada, sabemos que ey T122y ~> T2y € que e Ty ~
., . ~ RE
y, onde x = xyx9. Pela hipétese de indugao temos que eq zix2y’ ~ 22y e
* y RE . * ) BE
que ej z2y ~> Yy, e pela regra rep.2 concluimos que ej x1x2y" ~~ y'.

A prova dos outros casos € similar. O
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No préximo capitumo, iremos mostrar um lema analogo para o casamento

de CFGs e discutiremos porque no caso de PEGs nao ¢é possivel definir tal lema.

3.3
Equivaléncia Entre Expressoes Regulares e PEGs

Nesta secao vamos discutir a correspondéncia entre expressoes regulares
e PEGs, e definir quando uma expressao regular é equivalente a uma PEG.

Vamos usar ao longo do texto a notagao ' < x para denotar que a cadeia
2’ é um sufixo da cadeia x, e a notacao 2’ < x para denotar que x’ é um sufixo
préprio de z.

A seguir, apresentamos a nossa definicao de equivaléncia entre expressoes

regulares e PEGs:
Definicao 3.3.1. Dada uma PEG G = (V, T, P, ps) e uma expressdio regular

eg sobre o alfabeto X =T, dizemos que elas sao equivalentes se para toda cadeia

T temos que:
L. Vy=<az -Gz Sy=e x y.

2. Vy=<z-ex wy=Ty <z-Grx >y,

Pela definicao anterior, uma PEG G é equivalente a uma expressao
regular ey se para toda cadeia x a cadeia y resultante do casamento de G
pode ser obtida através do casamento de ¢y, e se para toda cadeia x em que o
casamento de ey é bem sucedido o casamento de G também é bem sucedido.

Dada uma cadeia x, uma expressao regular ey e uma PEG G, vamos
usar a notagao G = eo para denotar que para todo x' =< x temos que
G o %5 y = ey ' ~ y, e anotacio G = e para denotar que para todo
2 < x temos que G @' 5y = ey & .

De maneira analoga, dada uma cadeia x, uma expressao regular ey e uma
PEG G, vamos usar a notacao GG & eo para denotar que para todo ' < x
temos que ey @/ ~» y = G 2’ “5 ¢/, e a notacio G <= ey para denotar que
para todo &' < z temos que ¢ @~y = G 2’ %5 y.

Como uma expressao regular pode se relacionar com diferentes sufixos
de uma cadeia x, pois o casamento usando ~» é nao deterministico, e uma
PEG pode se relacionar com apenas um unico sufixo de uma cadeia x, pois
o casamento usando ~ ¢ deterministico, quando uma PEG G é equivalente
a uma expressao regular ey temos que a linguagem definida por ey pode ter
cadeias que nao pertencem a linguagem de G.

Vamos discutir alguns exemplos de expressoes regulares e PEGs e analisar

se elas sao equivalentes ou nao.
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Se a expressao regular é da forma a, é trivial obter uma PEG equivalente
cuja expressao de parsing inicial também ¢é da forma a.

No caso da expressao regular a |ab, ela é equivalente a uma PEG cuja
expressao de parsing inicial é a /ab, embora a expressao regular defina a
linguagem {a, ab}, enquanto que a PEG define a linguagem {a}.

A expressao regular a (b|bb) é equivalente a uma PEG cuja expressao
de parsing inicial é a(b/bb). Contudo, a expressao regular (a|aa)b nao é
equivalente a uma PEG cuja expressao de parsing inicial é (a /aa)b, pois o
casamento dessa expressao regular ¢ bem sucedido para a entrada aab, ao passo
que o casamento dessa PEG nao.

Para obter uma PEG equivalente a uma expressao regular da forma
(e1| e2) e3, precisamos criar uma PEG na qual a expressao de parsing po,
equivalente a ey, pode casar quando o casamento da expressao de parsing
p1, equivalente a ey, ¢ bem sucedido, mas o casamento da expressao de parsing
ps3, equivalente a es, falha. Podemos conseguir isso distribuindo a expressao
regular eg entre as alternativas da escolha e |es, 0 que nos daria uma expressao
de parsing da forma p; p3 / p2 p3. Voltando ao exemplo anterior, temos que a
expressao regular (a|aa)b é equivalente a uma PEG cuja expressao de parsing
inicial é ab / aab.

No caso da expressao regular b*b, ela nao é equivalente a uma PEG
cuja expressao de parsing inicial é b*b. Como o casamento usando %5 6 nao
deterministico, dada a entrada bb, a expressao b* pode casar £, b ou bb,
e portanto o casamento da expressao regular b*b pode ser bem sucedido.
Por outro lado, como um casamento usando ~ ¢é deterministico, dada a
entrada bb temos que b* sempre casa bb, e o resultado do casamento da
expressao de parsing b* b sempre é fail. Este problema ¢é andlogo ao discutido
anteriormente, uma vez que expressoes regulares da forma e* podem ser
reescritas como ee* | €.

Para obter uma PEG equivalente a uma expressao regular da forma ej e,

VAINOS reescrever essa expressao regular como a seguir:
* P * - *
eies = (e1e] | €) ea = erefey | e

Como podemos ver, a expressao regular ej es aparece novamente depois
de a reescrevermos. Em PEGs, podemos expressar definigoes recursivas através
de nao terminais, de modo que a PEG a seguir ¢ equivalente a expressao regular

e; e ey | ey, onde p; é equivalente a eq, e ps é equivalente a ey:

A—>p1A/p2
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Quando o casamento da expressao regular anterior é bem sucedido
através da choice.l, sabemos que o casamento da expressao de parsing p; A
¢ bem sucedido. Ja quando o casamento da expressao regular anterior usa a
regra choice.2, sabemos que o casamento da expressao de parsing p, ¢ bem
sucedido.

Seguindo nosso exemplo, a gramatica a seguir é equivalente a expressao

regular b* b:
A—bA /b

Como vimos anteriormente, essa gramatica define uma repeticao gulosa.
Dada a PEG acima e a entrada bb, o primeiro b da entrada é casado pela
subexpressao b da concatenacao b A e em seguida temos o casamento do nao
terminal A, onde a entrada restante é b. Novamente, a subexpressao b da
concatenacao b A casa um b e em seguida temos o casamento de A, onde a
entrada restante agora é ¢. Como os casamentos de b A e de b falham para a
entrada e, o casamento de A falha para a entrada e, e portanto o casamento
da concatenacao b A falha para a entrada b. Como o casamento da segunda
alternativa da escolha associada ao nao terminal A é bem sucedido para essa
entrada, temos que o casamento de A é bem sucedido para a entrada b e que
o casamento de b A é bem sucedido para a entrada bb. Assim, o nao terminal
A casa a entrada bb.

Como o casamento em PEGs é deterministico, dada a entrada bb, o nao
terminal A sempre casa bb, ao passo que a expressao regular b* b, dada a mesma

entrada, pode casar b ou bb.

3.4
Transformacao de uma Expressao Regular em uma PEG Equivalente

Nesta secao vamos apresentar a funcao II, que transforma uma dada
expressao regular em uma PEG equivalente.

A fungao II, cuja definicao aparece na figura 3.2, recebe uma expressao
regular ¢y e uma PEG Gy = (Vi, T, Py, pr), que é equivalente a uma
expressao regular ey, e nos da uma PEG que é equivalente a expressao regular
€0 €f-

Podemos ver a gramatica G como uma continuagao, que determina
como deve ser o casamento na PEG depois que o casamento da expressao
de parsing equivalente a ey ocorre. Quando Gy, ¢é equivalente a um expressao
regular e, = ¢, a transformacao II nos d4 uma PEG equivalente a expressao
regular eg e = eg.

Se a expressao regular é a constante (), o resultado de II((), G) é uma

gramatica cuja expressao de parsing inicial é le. O resultado do casamento
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(0, Gp) = Gille]

(e, Gx) = Gy

(a, Gy) = Gilap]

(e e9, Gy) = Tl(eq, (eq, G))
II(

€1 ‘ €2, Gk) = GQ[pl/p2] ’ onde G2 = (‘/27 Ta P27 p2) = H<€27 (‘/17 Ta P17 pk)) €

(‘/la T7 Pla pl) = H(eh Gk)
(e}, Gx) = G,onde G = Vi, T, PLU{A — p1/ pr}, 4),
(‘/17 Ta P17 pl) = H<€17 (Vk ) {A}7 Ta Pka A)) €
Ad¢ Vg

Figura 3.2: Defini¢do da Fungao I1, onde Gy = (Vi, T, Py, px)

dessa expressao de parsing é sempre fail, de modo que L(Gy[le]) = 0.

No caso de uma expressao regular ¢, o resultado da funcao Il é a mesma
gramatica Gy que fornecemos a ela.

Quando a expressao regular é da forma a, a funcao Il nos da uma
gramatica com o mesmo conjunto de terminais, nao terminais e produgoes
de Gy, e que possui a pr como sua expressao de parsing inicial.

Quando a expressao regular fornecida a II é uma concatenagao e es,
primeiro criamos uma gramatica Il(es, G}), que é equivalente a es e, e depois
a usamos como continuagao para obter uma PEG que é equivalente a expressao
regular e; (e ey).

Se a expressao regular é uma escolha e;| ey, criamos uma gramadtica
que possui p; / p2 como sua expressao de parsing inicial, e que é equivalente
4 expressao regular ejey| egep. Ao criarmos essa gramédtica, usamos uma
gramatica intermediaria, pois a transformacao de e; pode introduzir novos
nao terminais, que nao devem ser usados durante a transformagao de es, e
vice versa. Ao invés de transformarmos primeiro e; e entao ey, poderiamos ter
transformado primeiro ey e entao e;.

Finalmente, quando a expressao regular é uma repetigao ej, criamos uma
gramética G que é equivalente & expressao regular e; e} ey | €. Ao criarmos G
adicionamos um novo nao terminal A a gramética Gy, de modo que A ¢ Vj.. A
produgao associada a esse nao terminal é A — p; / py, onde temos que G[p,] é
equivalente a e €] ex, e que G|pg] é equivalente a eg.

A PEG resultante da transformacao II ¢é linear a direita. No préximo

capitulo, na secao 4.4, discutiremos a correspondéncia entre CFGs lineares a
direita e PEGs.
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3.4.1
Exemplos de Uso da Transformacao II

Vamos ver agora alguns exemplos de uso da transformacao II. Na
discussao a seguir, usaremos o alfabeto ¥ = {a, b, c}, e a gramética Gy =
0, 3,0, ¢).

No primeiro exemplo, vamos usar a expressao regular ey a seguir, que

casa cadeias que possuem pelo menos um a:
(@fo]e)alal]b]e)y

O resultado da transformagao Il(ey, Gx) é uma PEG que possui as

seguintes produgoes, onde A é a expressao de parsing inicial:
A— aA /| bA ) cA /) aB B— aB /| bB |/ ¢B /¢

Quando a expressao regular ey casa uma dada entrada, nao sabemos
quantos a’s a primeira repeticao de eq casa, pois o casamento de uma expressao
regular é nao deterministico. Por outro lado, como o casamento de uma PEG
¢ deterministico, temos que o casamento da alternativa a B do nao terminal
A 86 é bem sucedido quando o casamento da alternativa a A falha, de modo
que A casa um prefixo da entrada que se estende até o tultimo caractere a, e
portanto o nao terminal B nao casa nenhum a.

A expressao regular a seguir define a mesma linguagem da expressao

regular anterior:

b cala]b]e)f

Para esta expressdo regular, obtemos a seguinte gramatica G’ como

resultado da transformacao II, onde A é a expressao de parsing inicial:
A— bA / cA | aB B— aB /| bB |/ ¢B ]/ ¢

Embora a gramética G’ seja similar a gramatica G, um reconhecedor
para G’ baseado em backtracking apresenta um desempenho melhor do que um
reconhecedor correspondente para G. A razao para isso é que o reconhecedor
de G analisa mais de uma vez a por¢ao da entrada que segue o ultimo a,
enquanto que o reconhecedor de G’ nao.

No proximo exemplo, vamos definir uma expressao regular ey que casa
cadeias onde todo a é seguido por no minimo um b ou um c. A definicao de eq

¢é apresenta a seguir:

b (a]e®]o)
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O resultado da transformagao Il(eg, Gy) é uma gramatica G que possui

as seguintes producoes, onde A é a expressao de parsing inicial:
A— bA / cA / B B— a(bC | cC) ] € C— bC [ cC/

Como a expressao regular ey possui trés repeticoes, a PEG G obtida a
partir da transformacao II possui trés nao terminais. Dada a entrada abaca, o
resultado do casamento de ey pode ser ¢, ab, ou abac. Dada a mesma entrada, o

resultado do casamento da gramatica G é abac, pois o resultado do casamento

de uma PEG para uma dada entrada é tnico.

3.5
Transformacao de Repeticoes e¢; onde ¢; Casa a Cadeia Vazia

Dada uma expressao regular ey, essa expressao pode ter subexpressoes
da forma e} onde e; casa a cadeia vazia. Nesse caso, como o casamento de e;
pode ser bem sucedido e nao consumir nenhum caractere da entrada, temos
que a expressao e; pode casar um numero infinito de vezes.

Para evitar que uma repeticao infinita ocorra, bibliotecas de casamento de
padroes baseadas em backtracking, como a de Perl [Wall, 2000], implementam
politicas para interromper um casamento quando a expressao regular que esta
sendo repetida casa a cadeia vazia [perldoc].

Dada uma expressao regular ey, iremos dizer que ey ¢ uma expressao
regular bem formada se ela ndo possui subexpressoes e} onde € € L(ey).

Quando uma expressao regular nao é bem formada, a PEG obtida através
da transformagao Il nao é completa. Para ver um exemplo disso, vamos

transformar a seguinte expressao regular ey, que é mal formada, em uma PEG:
(a | )b

A gramidtica G resultante da transformacao Il(eg, €), possui a seguinte

producao, que é recursiva a esquerda:
A—aA /) A/ Db

Como G possui produgoes recursivas a esquerda, G nao é uma gramatica
completa. Na proxima segao, veremos que quando uma expressao regular é
bem formada, a gramatica obtida através da transformacao Il é completa.

No restante desta segao, vamos discutir como podemos reescrever uma
expressao regular para torna-la bem formada, e assim evitar o casamento

infinito de uma repeticao e a geracao de uma PEG que nao é completa.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611957/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Capitulo 3. Expressées Regulares e PEGs 43

isNull()) = false

isNull(e) = true

isNull(a) false

isNull(ey ea) = isNull(ey) N isNull(es)
)
)

isNull(ey | e2) = isNull(er) N isNull(ey)
isNull(e]) = isNull(ey)

Figura 3.3: Definicao da Funcao isNull

Uma abordagem que poderiamos adotar para obter uma expressao re-
gular bem formada seria definir uma fungao f que reescreve uma expressao
regular de maneira bottom-up com base nas seguintes igualdades, onde e; nao

casa a cadeia vagzia:
L(e*) = L(e) L((e1|e)*) = L(e€7) L((e1)") = L(ey)

Nessa abordagem, restringiriamos as possiveis formas de uma expressao
regular, de modo que o resultado de f seria uma expressao em que todas as
subexpressoes teriam uma das seguintes formas, onde e; nao casa a cadeia
vazia:

€ er | e 2N €1

Dado que uma expressao regular poderia estar em uma das quatro formas
acima, a funcao f teria 16 casos para tratar da concatenacao, e mais 16 casos
para tratar da escolha. Além do grande niimero de casos necesséario para definir
a funcao f, um outro ponto negativo dessa abordagem é que muitas vezes
a funcao f nos daria uma expressao regular bem formada maior do que a
expressao regular original.

Como a definicao da fungao f teria muitos casos e o seu resultado as
vezes seria uma expressao regular maior do que a original, vamos seguir uma
outra abordagem para transformar uma expressao regular ey em uma expressao
bem formada. Nesta abordagem, vamos usar as funcgoes auxiliares isNull,
cuja definicao aparece na figura 3.3, e hasEmpty, cuja definicao aparece na
figura 3.4.

A fungao s Null nos diz se a linguagem associada a uma expressao regular
contém somente a cadeia vazia. Por sua vez, a fungao hasEmpty nos diz se a
linguagem associada a uma expressao regular contém a cadeia vazia.

Com a ajuda das fungoes isNull e hasEmpty, iremos definir as fungoes

fout © fin, que reescrevem uma expressao regular de maneira top-down. O uso
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hasEmpty(0) = false

)
hasEmpty(e) = true
hasEmpty(a) = false
hasEmpty(ei es) = hasEmpty(e1) N hasEmpty(es)
hasEmpty(e; | es) = hasEmpty(e;) V hasEmpty(es)

hasEmpty(e]) = true

Figura 3.4: Definicao da Fungao hasEmpty

four(0) =0
fout(€) = €
fout(a) = a
fout(€1 62) = fout(el> fout(e2)
fout(€1|€2) = fout(el) | fout(€2)
fout(€1)™ se —hasEmpty(e:)
four(€]) = se isNull(ey)

€
fin(e1)*  caso contrério

Figura 3.5: Definicao da Fungao f,.

de uma abordagem top-down resultarda em uma expressao regular bem formada
mais simples do que a expressao original.

Dada uma expressao regular eg, vamos usar a funcao f,,:, cuja definicao
¢ apresentada na figura 3.5, para encontrar subexpressoes ej onde e; casa a
cadeia vazia. Quando encontra uma dessas subexpressoes, fo,; usa a fungao
fin, definida na figura 3.6, para reescrever a expressao e; de modo que f;,(e;)
nao case a cadeia vazia e que f;,(e;)* defina a mesma linguagem que ej.

Com base na definicao de f,,;, dada uma expressao regular ey, temos

que:

- L(@Q) — L(fout(GO))

— fout(€o) € bem formada

J& com base na definicao de f;,, dada uma expressao regular e, que casa

a cadeia vazia, onde L(eg) # {€}, temos que:

— e & L(fin)
— L(ey) = L(fin(eo)")

— fin(eo) é bem formada
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fm(el 62) = fm(el | 62)

[ fin(ea) se isNull(e;) e hasEmpty(es)
fout(€2) se isNull(e;) e —hasEmpty(es)
fin(er) se hasEmpty(e;) e isNull(es)

finler]ea) = fout(€1) se —hasEmpty(e1) e isNull(es)

fout(€1) | fin(ea) se —hasEmpty(e;) e —isNull(ey)
fin(e1) | four(ea) se —isNull(ey) e —hasEmpty(es)
| fin(e1) | fin(ez) caso contrério

finlel) = { fin(er) se hasEmpty(e;)

fout(€1) caso contrario

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611957/CA

Figura 3.6: Definicado da  Fungdo  fi.(ep), onde —isNull(ep) e
hasEmpty(eo)

E fécil mostrar que as afirmacoes anteriores sobre f,,; e fi, sao verda-
deiras. A parte nao 6bvia da prova é quando a funcao f;, recebe uma expressao
da forma e €.

Nesse caso, podemos ver na definicao de f;, que o resultado de f;, (e e2)
é dado por fi,(e1]e2). Essa definicao usa o fato de que a expressdo regular
recebida por f;, sempre casa a cadeia vazia. Desse modo, temos que € € e eg,
e portanto sabemos que € € (e;) e que € € (ey). Assim, a seguinte igualdade

¢ verdadeira:
L((e1e2)) = L((e1]|e2)”) , onde € € L(eges)

Como um exemplo, vamos usar as funcoes f,. € fin para transformar
Y
a expressao regular ((a|e)b*)* em uma expressao bem formada. A seguir,

mostramos a sequéncia de passos dessa transformacao:

fou(((a | €)b)) = fnl(a | €)07)

Como podemos ver, as fungoes f,,; e fin nos deram expressoes bem

formadas que estao de acordo com as condicoes anteriores.
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3.6
Corretude da Transformacao I1

Nesta segao iremos provar que dada uma expressao regular ey e uma
PEG Gy = (Vi, T, Py, pr), que é equivalente a uma expressao regular ey, a
transformagao I1(eg, Gx) nos dd uma PEG que é equivalente a eq e. Primeiro
iremos definir um lema auxiliar, e depois vamos mostrar que dada uma
cadeia x temos que Il(eg, Gy) B eper € também que Il(ey, Gi) & €0 €.
Em seguida, vamos apresentar uma proposicao sobre a equivaléncia entre
expressoes regulares e PEGs. Por fim, iremos discutir quando uma expressao
regular e uma PEG equivalente definem a mesma linguagem.

Nas provas a seguir, usaremos indugao na complexidade de um par
(eo, ), onde ey é uma expressao regular e z é uma cadeia de terminais. A
complexidade de um par (eg, x) é dada pela estrutura de e e pelo comprimento
de z. Assim, dados os pares (e1, x1) e (es, T3), temos que a complexidade do
primeiro par ¢ maior do que a do segundo se a estrutura de e; é¢ maior do que a
estrutura de ey, ou se a estrutura de e; é igual a estrutura de ey e |z1| > |z2].

Nas provas a seguir, usaremos o fato de que todas as produgoes da
gramética Gy estao presentes na gramadtica Il(eg, Gy), independentemente da
expressao regular eg.

Vamos comegar definindo o seguinte lema, que nos diz que se [I(eq, Gy)

casa uma cadeia, entao G casa um sufixo dessa cadeia:

Lema 3.6.1. Dada uma expressao reqular ey bem formada, uma gramdtica
Gy, e uma cadeia x, onde 1l(ey, Gy) x e y, entdo existe ¥’ =X x tal que

PEG
Gk o~ Y.

Demonstragao. A prova é por indugao na complexidade do par (eq, x).

Quando ey = ¢, o resultado de I1(e, G},) é a prépria graméatica Gy. Assim,
temos que Gy, 2/ ~ y, onde z =2’

Quando ey = a, o resultado de Il(a, Gy) é a gramética Gilapy]. Desse
modo, dada uma cadeia z = az’, quando Gilapy| ax’ = Y, a regra con.l nos
diz que Gila] az’ 5 2’ e que Gylpy] o' 5 y.

Quando a expressao regular ¢, é da forma e;ey, temos a trans-
formacgao Il(e; ey, G) = I(eq, II(ea, Gi)). Pela hipétese de inducao temos
que II(ey, Gg) o' 5y, e novamente pela hipétese de inducdo concluimos que
G, 2" “5 y, onde #” é um sufixo de 2.

Quando ey = €1 | g, a transformagao II nos d4 uma gramdtica Gy cuja
expressao de parsing inicial é p; / po. H4 duas regras na semantica de = que

podem ter sido usadas no casamento de py / po: ord.1 e ord.2.
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Se aregra ord.1 foi usada, entao o casamento de G [p;] foi bem sucedido, e
portanto sabemos que o casamento de p; também é bem sucedido na gramética
(Vi, T, Py, p1) = (€1, Gg). Assim, pela hipétese de indugao, concluimos que
G« %5 y. A prova é similar se a regra ord.2 foi usada.

Finalmente, quando temos uma repetigao ej, o resultado de Il(e}, Gi) é
uma gramatica G = (Vi, T, P, A), onde A — p; /py. Pela regra var.1 sabemos
que se G[A] = %5 y entdo temos que G[p; /pi] = ~= y. H4 duas regras em <=
que podem ter sido usadas no casamento dessa escolha: ord.1 e ord.2.

Se a regra ord.2 foi usada, entao G[pg| 2’ = y, onde x = z’. Assim,
temos que o casamento de py também é bem sucedido em Gj, e podemos
concluir que Gy[pp] =/ %5 y.

Se a regra ord.1 foi usada, entdio I(ey, TI(e*, G})) = == y, e pela hip6tese
de indugao temos que Il(ef, Gy) ' = y. Nesse caso, nao podemos fazer
inducao na estrutura de ej, entao vamos fazer indugao no comprimento de z.
Dado que e; casa um prefixo nao vazio da entrada, temos que 2’ < z, e pela

. s . ~ , PEG ,
hipétese de inducao concluimos que Gy, x” ~~ y, onde x” é um sufixo de 2/. [

O préximo lema nos diz quando uma expressao regular da forma eg ey

casa como a gramatica Il(ey, Gy):

Lema 3.6.2. Seja x uma cadeia de caracteres, e, uma expressao reqular, e Gy,
" =z ~ ~
uma gramdtica, onde Gy = er. Entdao para qualquer expressao ey bem formada

temos que Il(egy, Gy) 3 €0 €k -

Demonstragao. A prova é por indugao na complexidade do par (eq, z).

Quando ey = ¢, temos a transformacao Il(e, Gy) = Gi. Dado que
€ e, = ey, concluimos que Gy, e eL.

Quando ey = a, a transformagcao correspondente é II(a, G) = Gla pgl.
Dado que Gyla] Fae que Gg[pg] B ek, pela regra con.l concluimos que
Gla pg] B aey,.

Quando ey = e ey, a transformagao correspondente é Il(e; ey, Gi) =
II(eq, I1(eq, Gi)). Pela hipdtese de inducao Il(es, Gy) =% e ep, € novamente
pela hipétese de indugao temos que Il(eq, I(eq, Gi)) = e1 (ez ex). Dado que
(e1 e2) ex, = €1 (ez€x), podemos concluir que Il(e; ey, Gi) = (€1 e2) ey

Quando ey = e | e5, a transformacao I nos d4 uma gramatica Gy cuja
expressao de parsing inicial é p; /py. Ha duas regras que podem ter sido usadas
no casamento desta escolha: ord.1 e ord.2.

Se a regra ord.l foi usada, entdo o casamento de Gs[p;] foi bem suce-
dido, e portanto o casamento de p; também é bem sucedido na gramédtica
(Vi, T, Py, p1) = ll(e1, G). Pela hipétese de indugao temos que Il(ey, Gi) B

. <z
ey ex, e pela regra choice.l temos que Tl(e | ea, Gi) = ey e | es ex. Dado que
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er e | eaer, = (e1] ea) ex, podemos concluir que Il(e | ea, Gy) 2 (e1]e)ex. A

prova ¢ similar se a regra ord.2 foi usada.

Finalmente, quando temos uma repeticao e}, a transformagao Il(ej, Gi)
nos déd uma gramatica G = (4, T, P, A), onde A — p; / py. Pela regra var.1
sabemos que se G[A] = <5 y, entdo temos que G[py / p] = ~> y. H& duas
regras que podem ter sido usadas no casamento da escolha anterior: ord.1 e
ord.2.

Se a regra ord.2 foi usada, entao o casamento de G/[py] foi bem sucedido,
e portanto o casamento de G[py] também é bem sucedido. Como Gy [py] B Chs
pela regra choice.2 temos que Il(ef, Gi) = e el e | ex. Dado que e €] ey | e, =
e} e, podemos concluir que II(e}, Gy) % €] k.

Se a regra ord.1 foi usada, temos que I(ey, II(e*, Gy)) z > y, e pelo

Pl

lema 3.6.1 sabemos que Il(ef, Gy) 2’ 5 y. Dado que e; casa um prefixo nao

vazio da entrada, entao =’ < x, e podemos fazer inducao no comprimento da

cadeia de entrada. Assim, pela hipétese de indugao temos que Il(ef, Gy) =

e} er, e novamente pela hipdtese de indugao temos que Il(eq, (e}, Gi)) =
e; (e ex). Portanto, pela regra choice.l temos que Il(ef, Gy) = e el ex | e

. <z
Dado que e €} e | ex, = €] ek, podemos concluir que Il(ef, Gi) = e ex. O

Agora vamos provar um lema que complementa o lema anterior. O lema
a seguir nos diz que podemos usar a funcao II para obter uma PEG que casa

quando uma dada expressao regular casa:

Lema 3.6.3. Seja x uma cadeia de caracteres, e, uma expressao reqular, e Gy,
sy <x ~ ~
uma gramdtica, onde Gy = ey. Entao para qualquer expressao ey bem formada

temos que Il(eq, Gi) & €0 €.

Demonstragao. A prova é por indugao na complexidade do par (eq, z).

Quando ey = ¢, temos que eg e = e, = ex. Dado que (g, Gi) = Gy,

, <z
concluimos que Il(e, Gy) = e eg.

Quando ey = a, entao eg e, = aeg. Dado que Gilal Zae que Gylp] &
ex, pela regra con.1 temos que Gyla pyl & aey. Como Il(a, Gy) = Gilapy],

. <z
podemos concluir que II(a, Gy) = aey.

Quando ey = e ey, temos que e e = (€1 €2) e = €1 (eg e). Pela hipdtese
de indugao temos que Il(eq, Gi) & es e, € novamente pela hipétese de
indugao temos que Il(eq, I(eq, Gi)) & e1 (esex). Dado que Il(ey eq, Gi) =
II(eq, I(eq, Gg)), podemos concluir que Il(e; eg, Gy) i (e1e2) e

Quando ey = ey | eq, temos que ege, = (e1 |e2) ex = e1 e | ey €. Ha duas
regras associadas ao casamento da escolha e; | eg: choice.l e choice.2.

Se a regra choice.l foi usada, entao o casamento de e; foi bem sucedido.

Dado que (Vi, T, Pi, p1) = Il(e1, Gg), pela hipdtese de inducdo temos que
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ey, Gi)[p1] & e1 ex. Como o casamento de p; também é bem sucedido na
gramatica (Va, T, Py, p1 /p2) = (e | €2, Gy), pela regra ord.1 concluimos que
(e | ea, Gy) & (e1] e2) eg.

Se a regra choice.2 foi usada, entao o casamento de es foi bem sucedido.
Dado que o casamento de ey foi bem sucedido, vamos analisar dois casos:
quando o casamento de e; é bem sucedido, e quando o casamento de e; nao é
bem sucedido.

Se o casamento de e; é bem sucedido, a prova ¢ similar a quando a regra
choice.1 foi usada.

Se o casamento de e; nao é bem sucedido, como a gramatica
(Vi, T, Py, p1) = Il(ey, G) é completa, pela contrapositiva do lema 3.6.2
temos que o casamento de II(e;, Gi)[p1] nao é bem sucedido. Dado que
(Vo, T, Pa, p2) = I(eq, (€1, Gk)[pk]), sabemos que o casamento de p;
também nao é bem sucedido nessa gramatica, e como o casamento de e; ¢ bem
sucedido, pela hipétese de inducdo temos que I(eq, II(e1, Gi)[pk]) 2 eyep
Assim, pela regra ord.2, concluimos que Il(e; | €2, Gy) & (e1] ea) ey

Finalmente, no caso de uma repeticao, temos a expressao regular e} e, =
ey €} ey | ex. Ha duas regras que podem ter sido usadas no casamento dessa
escolha: choice.l e choice.2.

Se a regra choice.l foi usada, pela regra con.1 sabemos que o casamento
de e; é bem sucedido. Dado que e; casa uma cadeia nao vazia, temos que o
casamento de e} é bem sucedido para um sufixo ' < z. Assim, pela hipdtese de
inducao, temos que (e}, Gi) & e} ex. Novamente pela hipétese de inducao,
temos que I(eq, II(ef, Gy)) & ey e} eg. Seja py a expressao de parsing inicial de
II(eq, (e, Gy)), pela regra ord.1 temos que I(e3, Gi)[p1 / pk] 2 e el ex | ek,
e pela regra var.1 concluimos que (e}, Gi) & e} ex.

Se a regra choice.2 foi usada, precisamos analisar se o casamento da
primeira alternativa da escolha é bem sucedido ou nao.

Quando o casamento da primeira alternativa da escolha é bem sucedido,
entao a prova é andloga a quando a regra choice.l foi usada. Vamos provar
entao o caso em que o casamento da primeira alternativa da escolha nao é bem
sucedido.

Seja p; a expressao de parsing inicial de II(ey, (e}, G)), como a
gramética II(e}, G) é completa, pela contrapositiva do lema 3.6.2 temos que
o casamento de II(ef, G)[p1] ndo é bem sucedido. Dado que Gy[py] Z e,
entao temos que II(ef, G)[pk] & ex. Assim, pela regra ord.2, temos que
I(et, Gi)p1 /K] 2 e el ey |e, e pelaregra var.1 concluimos que I1(e}, Gy) =

€] ex. O
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Agora, vamos usar os lemas 3.6.2 e 3.6.3 para provar a seguinte proposigao
a respeito da equivaléncia entre uma dada expressao regular ey e a PEG obtida

a partir de eg usando a transformacao II.

Proposicao 3.6.4. Dada uma expressao reqular eq bem formada, temos que

a expressao reqular ege = ey € equivalente a gramdtica Il(ey, €).

Demonstracao. Como a expressao regular € é equivalente a expressao de
. . <z
parsing ¢, pelo lema 3.6.2 para qualquer cadeia = temos que Il(eg, £€) = ¢ege,

e pelo lema 3.6.3 para qualquer cadeia x temos que Il(eq, ) & €y E. U

Como um corolario da proposicao acima, dado que ae = a e que
[I(a, €) = a, seja ey uma expressao regular bem formada entdo ega é
equivalente a gramatica Il(eg, a).

Apesar de termos estabelecido a equivaléncia entre expressoes regulares
e PEGs, ainda nao discutimos quando uma expressao regular e uma PEG
definem a mesma linguagem.

Anteriormente, na proposi¢do 3.2.2, mostramos que x € L(eg) se e
somente se ey xy ~» y. Nessa definicio, o casamento da expressao e, usando
~5 nao precisa casar toda a entrada. Contudo, tal definicio ndo nos permite
mostrar que uma expressao regular e uma PEG equivalente definem a mesma
linguagem, pois uma expressao regular pode se relacionar com diferentes sufixos
da entrada através da relacio ~-, enquanto que uma PEG equivalente ird se
relacionar com apenas um sufixo da entrada.

Podemos ver isso no exemplo a seguir. Dada a expressao regular a|ab e
a PEG equivalente a /ab, para qualquer cadeia da forma ax temos a seguinte

arvore de prova associada ao casamento da PEG:

(char.1)

Gla] ax =5

Gla/b] ax =5

(ord.1)

Desse modo, a cadeia ab ¢ L(a/ ab), porém ab € L(a| ab). Assim,
precisamos mudar as definicoes de linguagens de expressoes regulares e de
PEGs para poder estabelecer a correspondéncia entre a linguagem de uma
expressao regular e de uma PEG equivalente.

Uma forma de fazer isso é usar o simbolo $ ¢ T' como um marcador de
final da entrada, de modo que uma expressao regular e, se relacione com apenas
um sufixo de uma determinada entrada. Dessa forma, dada uma expressao
regular ey e uma entrada z, se ey$ z$ ~> ¢ entdo x € L(ep).

No caso de PEGs, dada uma entrada da forma z$ sé hd um casamento

bem sucedido de uma PEG II(ey, $) quando toda a entrada ¢é consumida.
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Assim, o casamento de uma alternativa de uma escolha da PEG Tl(eg, $) é
bem sucedido somente se toda a entrada é consumida, como a arvore de prova

a seguir mostra (omitimos as regras usadas por motivo de espago):

Gbs) b s Gl$) $ We

Gla) ab$ "5 b$  G[8] b$ = fail  Gla] ab$ = b$ Gbg] b 5 e

Gla$] ab$ 5 fail Glab$] ab$ =5 e

Gla$/ab$] ab$ 5 e

. . PEG ~
Com base nisso, vamos definir que se Il(eg, $) 23§ ~> ¢ entao z €

L(I1(eq, €)).

Portanto, seja ey uma expressao regular bem formada, temos que
e0$ $ <> ¢ se e somente se G[I(eg, $)] =$ 5 €. Logo, a expressao regular
ep e a PEG Il(eg, €) definem a mesma linguagem.

Existe uma outra forma de estabelecer a correspondéncia entre a lin-
guagem de uma expressao regular e de uma PEG. Nessa forma, dada uma
expressio regular ey e uma entrada x, definimos que se ey * ~» & entéo
x € L(ep). Para definir a linguagem de uma PEG, vamos usar a expressao
de parsing . que discutimos na secao 2.1 e que é um agucar sintatico para
casar qualquer terminal da entrada. Como o casamento da expressao de par-
sing !. é bem sucedido somente quando a entrada é vazia, podemos usar essa
expressao para testar se a PEG casou toda a entrada. Assim, vamos definir
que se II(eg, 1) © <5 ¢ entdo z € Il(eg, €).

Portanto, dada uma expressao regular eg bem formada e uma cadeia x,

RE | PEG
temos que ey x ~» € se e somente se I(eg, I.) z ~ e.
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