
 
 

4. Precificando as Opções Asiáticas Americanas 

 

Este capítulo é dedicado à precificação das opções asiáticas americanas 

de compra e de venda dos tipos Floating Strike e Fixed Strike baseadas em 

média Aritmética e Geométrica. Para tanto, utilizaremos o Método de Mínimos 

Quadrados de Monte Carlo (MQMC) introduzido no capítulo anterior. 

4.1.Considerações Iniciais  

A aplicação do método é efetuada em quatro casos distintos de Opções 

Asiáticas Americanas (Amerasian) Fixed-Start Time Window9, definidos aqui 

como: Caso 1 - Opção Asiática Americana Floating Strike Aritmética; Caso 2 - 

Opção Asiática Americana Floating Strike Geométrica; Caso 3 - Opção Asiática 

Americana Fixed Strike Aritmética; e Caso 4 - Opção Asiática Americana Fixed  

Strike Geométrica. 

Em todos os casos descritos, é utilizada a Opção Asiática Bermuda como 

uma aproximação discreta da Opção Asiática Americana (Amerasian), portanto, 

o preço do ativo objeto é observado mensalmente. Todas as opções precificadas 

têm prazo de um ano, sendo permitido seu exercício a partir do terceiro mês de 

sua emissão. Assume-se que o preço do ativo objeto segue um movimento 

geométrico browniano neutro ao risco.  

Seja, 
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9 Fixed-Start Time Window são opções asiáticas cujo número de elementos componentes da 
média aumenta no decorrer da passagem de tempo, tendo seu início fixo em algum ponto da linha 
tempo. 
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Na aplicação do MQMC, a Simulação de Monte Carlo é executada com a 

utilização de seqüências de números pseudo-aleatórios. A técnica de redução de 

variância usada é a técnica de variáveis antitéticas.  

A estrutura usada na regressão de mínimos quadrados nos instantes de 

exercício antecipado é similar à utilizada em Longsatff & Schwartz (2001), sendo 

composta, portanto, de uma constante, dos dois primeiros graus do polinômio 

escolhido e do produto cruzado destes até o terceiro grau, totalizando oito bases. 

Portanto seja: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), . . . . . . . . . .5 71 2 1 3 1 4 2 2 6 1 1 1 2 8 2 1F S S S S S S S S S S S Sj j j j j j j j j j j jα α α α α α α α= + Φ + Φ + Φ + Φ + Φ Φ + Φ Φ + Φ Φ

 

Em que ( )n xΦ
é a base polinomial de grau nem função da variável de 

estado x . 

Os polinômios utilizados são os de Potência, Legendre, Laguerre e 

Hermite A expressos de modo a tornar o procedimento operacional consistente. 

Adicionalmente, os dados iniciais são: 
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( )1 100;   = 20%;  r = 5%; y = 0.S t K σ= =
As rotinas são executadas em 

MATLAB 6.5. 

4.2.Bases Polinomiais 

Os polinômios a serem usados nos experimentos são os de Potência, 

Legendre, Laguerre e Hermite A os quais podem ser expressos10 através da 

fórmula de Rodrigues, dada por: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )1

. [ . ]
.

n
n

n n
n

f x x g x
a x x

ρ
ρ

∂=
∂

  

Onde, 0n ≥ denota o grau do polinômio. 

Para cada um dos polinômios usados, os coeficientes e funções, que 

constam da fórmula de Rodrigues, encontram-se na Tabela 12. 

 
Tabela 12 – Coeficientes e funções da fórmula de Rodrigues para os polinômios considerados 

Alternativamente, pode-se escrevê-los usando a forma explícita, dada 

por: 

 
( )

0

.
N

n n m m
m

f d c g x
=

= ∑
 

Onde, 0n ≥ denota o grau do polinômio. 

Assim como anteriormente, cada um de seus termos difere de acordo 

com o polinômio considerado, o que é mostrado na Tabela 13.  

                                                
10 Abramowitz e Stegun(1972).   
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Tabela 13 – Coeficientes e funções da forma explícita 

Ou ainda, podemos usar a lei de recorrência descrita por: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1. . . .n n n n n n na f x a b x f x a f x+ + − −= + −
 

Onde, 0n ≥ denota o grau do polinômio, para expressar estes 

polinômios. 

A Tabela 14 especifica cada um dos termos da lei de recorrência. 

 
Tabela 14 – Termos da lei de recorrência para os polinômios considerados 

O formato usado para escrever um polinômio é escolhido de forma a 

tornar o procedimento de precificação operacionalmente mais prático, além do 

que, este procedimento mostrou-se eficaz ao longo de todo o processo, já que 

excluiu a possibilidade de ocorrência de matrizes de regressão com rank 

insuficiente. Assim sendo, aplica-se a forma explícita para os polinômios de 

Potência e de Laguerre, usando a lei de recorrência para expressar o polinômio 

de Hermite A e, por fim, utiliza-se a fórmula de Rodrigues para escrever o 

polinômio de Legendre. 
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4.3.Resultados 

Aplicando o Método de Mínimos Quadrados de Monte Carlo (MQMC) 

utilizando-se, para tanto, de diferentes bases polinomiais nos Casos 1,2,3 e 4 

outrora enunciados, obtêm-se os dados apresentados nas tabelas 15, 16, 17 e 

18, nas quais tem-se os preços médios das opções de compra (call) e de venda 

(put). 

 
Tabela 15 - Estimativa dos preços da Amerasian Floating Strike Aritmética ao longo de diversos 
conjuntos de trajetórias simuladas (NumSim = número de trajetórias simuladas) 

 
Tabela 16 - Estimativa dos preços da Amerasian Floating Strike Geométrica 

Considerando as Tabelas 15, 16, 17 e 18, respectivamente Casos 1, 2, 3 

e 4, observa-se que dado um mesmo conjunto de trajetórias (por exemplo, 

NumSim = 5.000) a diferença entre a estimativa de preço nas diferentes bases 

polinomiais é pequena a despeito do tipo de Opção Asiática Americana 
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estudada, ou seja, independe se estamos precificando uma Amerasian Floating 

Strike Aritmética ou mesmo uma Amerasian Floating Strike Geométrica.   

Nesse sentido, se considerarmos a diferença entre o maior e o menor 

valor obtido para a estimativa de preços dado um Caso determinado e para cada 

conjunto de paths simulados, verifica-se que esta diferença decresce. 

Exemplificativamente, a diferença entre o maior e o menor valor computada no 

Caso 3 para uma put, descrita na Tabela 17, é de 0,1202 com 100 trajetórias 

simuladas, tornando-se 0,0112 com 5.000 paths simulados, chegando a 0,0022 

se 50.000 caminhos são gerados.  

Esse padrão repete-se não só para as opções de venda (put), como 

também para as opções de compra (call) de todas as Amerasian estudadas 

(Casos 1,2, 3 e 4). 

 
Tabela 17 - Estimativa dos preços da Amerasian Fixed Strike Aritmética  

 
Tabela 18 - Estimativa dos preços da Amerasian Fixed Strike Geométrica 
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Verifica-se, portanto, nas tabelas acima que, quando bases distintas são 

utilizadas tem-se, em todos os conjuntos de trajetórias simuladas, uma diferença 

pequena entre as estimativas obtidas para o preço da opção. Essa mesma 

diferença torna-se ínfima quando um número maior de trajetórias simuladas é 

usado. 

Este resultado acarreta duas conclusões fundamentais, a primeira vem 

corroborar um dos pilares teóricos do método, ou seja, sendo todas as bases 

polinomiais ortogonais, então, em tese, todas elas podem ser indistintamente 

utilizadas na precificação do derivativo, fato este comprovado pelos resultados 

mostrados nas Tabelas 15 a 18.  

Outra conclusão advinda da análise dessas tabelas é que o decréscimo 

gradual da diferença entre as estimativas de preço, em cada uma das bases, 

dado o aumento paulatino do número de trajetórias simuladas, é resultado direto 

da lei dos grandes números. 

O aumento do número de trajetórias simuladas diminui sensivelmente o 

desvio padrão da estimativa de preço para todas as bases utilizadas, 

caracterizando, portanto, a convergência da estimativa para seu valor 

verdadeiro. Este aspecto é consistente tanto para as opções asiáticas 

americanas de compra quanto para suas congêneres de venda. 

Na seqüência, por meio das Figuras 1, 2, 3 e 4, verifica-se a 

convergência da estimativa em todos os casos estudados tanto para as opções 

de venda (put) quanto para as opções de compra (call). Ao longo de todos os 

conjuntos de trajetórias simuladas e para cada um dos casos estudados dada a 

utilização das quatro bases polinomiais, computa-se o desvio padrão. 
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Caso 1 – Opção Asiática Americana Floating Strike Aritmética 

 
Figura 1 - Desvio-padrão da opção de venda (put) e da opção de compra (call) em função do 
número de paths simulados para o Caso 1 
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Caso 2 - Opção Asiática Americana Floating Strike Geométrica 

 
Figura 2 – Desvio-padrão da opção de venda (put) e da opção de compra (call) em função do 
número de paths simulados para o Caso 2 
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Caso 3 - Opção Asiática Americana Fixed Strike Aritmética 

 
Figura 3 – Desvio-padrão da opção de venda (put) e da opção de compra (call) em função do 
número de paths simulados para o Caso 3 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0813364/CA



44 
 

Caso 4 - Opção Asiática Americana Fixed Strike Geométrica 

 
Figura 4 - Desvio-padrão da opção de venda (put) e da opção de compra (call) em função do 
número de paths simulados para o Caso 4 
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Na Tabela 19, observa-se que os resultados sugerem certa uniformidade 

no que toca à base mais precisa. Isto se deve ao fato de que para três dos 

quatro dos Casos (ou tipos) estudados há, dentre todas as bases, uma que 

apresenta o menor desvio padrão para a estimativa de preços. 

 
Tabela 19 – Desvio-padrão da estimativa com 50.000 paths simulados para todas as bases 
polinomiais e todos os tipos de Amerasian  

Nesse sentido, de acordo com a tabela anterior, para as opções compra 

nos Casos 1, 2 e 3, a base de Hermite A obteve um menor desvio, enquanto que 

nos Casos 1, 2 e 3 na valoração de opções de venda a base de Potência foi 

comparativamente mais precisa. Ainda com base na mesma tabela, observa-se 

que para o Caso 4, a base de Legendre apresenta sempre o menor desvio 

padrão, seja na valoração de uma put ou de uma call. Além disso, detendo-nos 

um pouco mais ao Caso 4, especificamente, no segundo menor desvio padrão 

obtido nos experimentos, verifica-se que a base de Potência apresenta o 

segundo menor desvio padrão para a put, enquanto que para a call, a base de 

Hermite A apresenta o segundo menor desvio padrão.  

Dessa forma, a vantagem relativa de uma das bases polinomiais em 

comparação às outras, mostrada na Tabela 19, sugere, que na precificação de 

Opções Asiáticas Americanas usando o Método de Mínimos Quadrados de 

Monte Carlo, pode-se eleger uma base polinomial específica para a precificação 

deste derivativo complexo independentemente do tipo de Amerasian, mas 

dependente somente do fato de estarmos precificando uma Amerasian de venda 

(Put) ou de compra (Call) o que é verificado na maioria dos casos estudados. 

Por sua vez, este resultado empírico é teoricamente imprevisto, dado que a 

princípio as bases podem ser utilizadas indistintamente quando da precificação 

do derivativo.  
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 Neste sentido, de acordo com os resultados descritos na Tabela 19, sem 

perdas significativas por conta da generalidade, se o objeto de precificação é 

uma Amerasian de compra (Call), a base polinomial sugerida seria a de Hermite 

A. Por outro lado, caso fosse uma Amerasian de venda (Put), a base polinomial 

sugerida seria a de Potência. 
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