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Modelos de Volatilidade Estocastica

3.1

O Modelo Univariado

O modelo de volatilidade estocastica (VE) € composto por duas equagdes

bésicas: uma que descreve o processo dos retornos (R, ), varidvel observavel, e
outra que descreve o processo de uma variavel ndo observavel (h, ), chave para a

descrigdo da volatilidade dos retornos. Segue abaixo um modelo particular de VE
em que h, segue um processo autoregressivo de ordem 1 com intercepto:

hy

R, =u +5e2 & ~NID(,)) (1)
he=y+¢h ,+n para |f<l 7 ~NID(Oc;)
com E(g,n,)=0 Vt,s

Ressalta-se que g, representa a média dos retornos. Um fato estilizado®

comum a séries financeiras ¢ a presenca de média nula dos retornos. Por esta

razdo, 4, ¢ comumente omitido em diversos trabalhos para efeito de

simplificagcdo da notacao.

A média e variancia incondicionais dos retornos podem ser calculadas da

seguinte forma:

n
E(R)=E(se?)
h

= E(&,)E(e?) ()
=0

% Fatos estilizados sio regularidades estatisticas observadas em um grande niimero de séries
financeiras de retornos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713589/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0713589/CA

21

V(R)=ER)-[E(R)I
=E(R))
= E(s’e") 3)
= E(s))E(e")
= E(e")

Pela teoria da Distribuicao Normal:

Se

2

h, ~ N(g,,o}) entio e™ ~ Lognormal e”h+7,[(e2“h*"§)(e"ﬁ -1)] 4)

Logo

o

VR)=e""2 )

Onde:

4y =E(h)
=E(r+dh . +m)
=E(y+o(r+dh . +n.4)+7,
= E(7+¢7+¢27+---+77t +¢77t—1+¢277t—2 +...)
=E(y+gy+ "y +..)+E@ + 9+ 0, +.)

(6)

__r
1-¢
€
O'rf :V(ht)
=Ny + @y + 7y + ot P+ BT )
:V(7+¢7+¢27+---) +V(77t +¢77t—1+¢277t—2 +) (7)
_o
= 1_¢2

Sob a hipotese de & ~NID(0,1), temos E(gtg) =0e E(gt4 )=3, o que

implica em retornos simétricos e leptocurticos, como demonstrado a seguir:
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E[(Rt — E(Rt)s]
VR)"?

__ER’]

_V(Rt )3/2

h \3
E [gtezj

V(Rt)3/2

Lt
E gtg{e 2 }

V(Rt)3/2

E(gt3)E(e5]

\Vj (Rt )3/ 2
-0 (8)

Assimetria (R,) =

El(R -E(R)]
V(Rt )4/2

__ER]

- 2
2
{eyh+?]

Curtose(R,) =

_E(DEE™)

0_2 2
2hy
_ 3E(e : ; (9)
e2/1h+°'h

Novamente, pela teoria da Distribuicdo Normal:

Se h, ~N(,, %) entio 2h, ~ N(2u,,407) (10.a)
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o que implica em:

40'|f

2 ht—— 2 2
e”™ ~Lognormal | e " 2 ,[(e* 4t )(e*" —1)] (10.b)

Aplicando (10.b) em (9) temos:

:—'22 (11)

Provando, portanto, que os retornos sao leptocurticos.

A média e varidncia condicionais dos retornos podem ser obtidas de

maneira similar:

h
E(R/3.)=E(s€?/3.)
h
=E(e /3)EE* /3) (12)

=0
V(R/3.)= E(Rtt2 /3)—[B(R )/St—l]z
=E(R[2/St—l)
=E(g2e"/3,)

(13)
=E(g’ /3, )EEY/3.)
=E@E"/3.)
Pela teoria da Distribuicdo Normal: (14)

2
~ 2 ~ 1 4+ 9cn
Se h, /3 ~N(uy, 05,)entdoe /3 ~Lognormal| €™ 2 [(e% ) (e —1)]

Desta forma, temos que

O'czh
Hen +

VR, /3, )=€" 2 (15)

Conclui-se, portanto, que a estimagdo da varidncia condicional dos

retornos passa pela estimacdo da média e varidncia condicionais de h,,
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representadas acima por x, € o, . Denominemos os estimadores de x, € o5, ,

respectivamente, de a, € P, de forma que:

=2
Sh at+B

voIatiIidadeestimada:\7(I'~2t/SH):eﬁh+2 —e ? (16)

A estimagdo por Quasi Maxima Verossimilhanga (QMV) ¢ feita
concomitantemente com a aplicacdo do filtro de Kalman, ferramenta que sera
descrita com maiores detalhes no capitulo 4 deste Trabalho. Por esta razao ¢
preciso colocar o modelo (1) na forma de Espago de Estado (EE), o que exige a
linearizagdo da equagao dos retornos. Isto € feito através da elevagdo ao quadrado

da primeira equagao, seguida de sua logaritmizagao:
R” ={exp(h )}* & (17)
log(R*) = h, +log(s,”)

Em Abramovitz e Stugan (1970) mostra-se que a média e varidncia de
log(gtz) sdo, respectivamente, -1,27 e %2 E conveniente, portanto, reescrever a
equagao (17) como:

log(R*)+1,27 = h +log(g,*) +1,27 (18)

Denotemos Y, = 10g(R2)+1,27e & = |Og(gt2)+127 , de forma que

E(&,)=0. Com isso podemos escrever um modelo em que o erro da equagdo das

medidas tem média nula, como exige a forma em Espacgo de Estado:

Vo=hot&  &-07) (19)
h=y+déh,+n 71 ~NIDOo;)

comE(&,n,) =0 vt,s’

E importante ressaltar que com base em analises empiricas os retornos das

séries financeiras, em geral, ndo apresentam distribuicdo Normal. Desta forma, a

7 Caso néo fosse imposta a restrigio de ndo correlagio entre &, e 1y no modelo original (1), pode-

se demonstrar que &, e 77, , V1, S, sdo descorrelatados [cf. Harvey, Ruiz e Shephard (1994)].
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solugdo via QMYV por filtro de Kalman, quando se supde normalidade dos dados, ¢

sub-6tima.

3.2
O Modelo Multivariado

A extensao do modelo univariado para o multivariado ¢ imediata. Supondo

p séries com n observacdes cada, pode-se reescrever o modelo (19) da seguinte

forma:
Y hl,t iy i 0
Yo _ h2,t ot ot 0 H
= + ~ 0 e
You px1 hp't px1 C”Ep't px1 gp,t pxn 0 px1
th+1 Vit Py by ¢1p hl,t YT,
h2,t+1 _ Vot N Por Oy .- ¢2p h2,t UPY (20)
hp,t+1 px1 7/p,t px1 ¢p1 ¢p2 . ¢pp hpt px1 77p,t px1
1 P2 ” Prp * YT 0
2 * 1 * 0
sendo H, = 727 ,02:,1 : | pz,:p o Mot _ ol Qtpxp
pp,l * pp,Z * 1 pXp 77p,t px1 0 px1

Apbs a elevacdo ao quadrado da equagdo dos retornos seguida da
logaritmizagao dos termos, surge uma dificuldade em recuperar os sinais originais

dos erros da equagdo das medidas (&,) a partir dos elementos de H,. Isto ¢
percebido, quando se escrevem os coeficientes de correlagdo de & (o, ;*) em

fun¢do dos elementos da matriz de correlagdo dos erros originais dos retornos

(&, ), representada aqui por @, :
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1 p o Py
1 ..
£ = p:2,1 : : p?’p 21)
pp,l pp,2 1

pPxp
Em Harvey, Ruiz e Shephard (1994) demonstra-se que os elementos p; ; *

podem ser escritos como:

2 = (n _1)| 2n
=y 2~ 5 22
pl,] 72.2 ;(O,S)r_ln pI,J ( )

Onde (0,5), =(05)*(05+1)*.(05+2)*...*(05+n —1)

Para recuperar os sinais dos coeficientes de correlagdo p,; sugere-se

retomar as séries originais dos retornos e obter para cada instante de tempo o
produto cruzado das séries duas a duas. Se mais da metade dos elementos da série
(13 29 el ~ . ~
produto” for composta de termos positivos, entdo o coeficiente de correlagao
entre os erros das séries multiplicadas ¢ positivo. Para efeito de ilustragdo,
suponha p=3. Com base nas séries originais dos retornos R, R,, € R;, (que dao
origem respectivamente a Y, Y, € Y, ap0s a linearizagdo) devem-se obter para
cada instante de tempo, as seguintes séries “produto’:
— *
Rlz - th th
— *
Rl,3 - th R3t (23)
— *
R23 - RZ’( RSt
para t=1,...,n
Se o nimero de termos positivos na série R, ;, para i<, i, j =1,...,3 for
maior que a metade do nimero de termos da série R;; entdo fixa-se o sinal de

p;; como positivo, caso contrario, negativo.
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3.3

Modelos de Fatores Comuns para Tendéncia

Como o nome antecipa, os modelos de fatores comuns para tendéncia sao
aplicados a bases multivariadas na tentativa de extrair fatores ndo observaveis,
porém comuns as tendéncias das séries. Utilizando a notagcdo de Harvey (1989,
p-450), onde ¢ feita uma abordagem completa sobre o tema, temos um modelo

particular com p séries e k fatores comuns, os quais seguem um passeio aleatorio:

Yioxt = O pac s + Hopa + &, o s Var(g) =X, . (24)
Mg = Higa + Powa + Mica , Var(n)=2%,,
para k<p,

sendo x° vetor com as primeiras k coordenadas nulas.

O vetor g, contempla os fatores comuns que regem o processo das
diferentes tendéncias das séries temporais em Y, .

Entretanto, o0 modelo como apresentado em (24) nao ¢ identificavel. A

comprovagdo pode ser feita tomando uma matriz qualquer H,, ortogonal e
fazendo @ =@H™, u* =H u, B =H B, ,n* =Hnp ,Var(n*)= HZUH' :

Com isso temos:

Yt = ®X/utx + /uo té& Var (gt) = za (25)
Mo =i+ fe +m' , Var(p)=HZX H'
para k<p,

de forma que o modelo (25) ¢ indistinguivel de (24). Isto significa que ha infinitos

parametros que geram a mesma fun¢do densidade para as observacdes em Y, .
Para tornar o modelo identificavel, devem-se impor algumas restri¢des sobre > e

® . Harvey (1989) sugere as seguintes restricdes em conjunto:
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(i) X, diagonal (26)

(i) O][i]=2 para i =12,...,k
Oi][j]1=0, para j>i,tal que j=12,...,pei=12,...,k

A primeira restricdo implica que os fatores comuns sdo ndo
correlacionados entre si, o que ¢ desejavel para efeitos de simplificagdo da
interpretagao dos resultados. A segunda restricdo tem menos apelo intuitivo e
implica que a primeira série depende do primeiro fator comum, mas independe
dos outros, a segunda série depende do primeiro e segundo fatores, mas ndo

depende dos outros e assim sucessivamente.

As principais vantagens do modelo estdo na sua parcimoOnia, uma vez que
tenta-se encontrar apenas k (k<p) fatores para explicar o comportamento das p

tendéncias das varidveis abarcadas em Y, e na facilidade de interpretagdo do

modelo. Esta advém da possibilidade do modelo ser multiplicado por uma matriz

ortogonal R construida convenientemente e dita matriz de rotagdo dos fatores.

3.4

Modelos de Fatores Comuns para Volatilidade

Trata-se de uma simples adaptacdo do modelo anterior para modelos de
volatilidade estocdstica. Em Harvey, Ruiz e Shephard (1994) modelou-se a
extragdo de fatores comuns entre as volatilidades das seguintes taxas de cambio:
marco/dolar, yen/dolar, libra/dolar e franco/dolar. Para tanto, supds-se que a fator

latente associado a volatilidade (h,) seguia um processo de passeio aleatorio,

como mostrado a seguir:

) 27

O = _1’27pxl + ®pxkh[kx1 +h o T Stk S pxp (Opxlizfpxp

hthk = ht—lkxl T s i ~ (OkXI’Zkak)
Onde:

(1) R sdo os retornos das taxas de cambio e seguem o seguinte processo

R ={lexpt)]*f*&, , &~ (D)
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(i) @, =log(R"),

(iii) & =log(e?)+127,

(iv) h tem as primeiras k coordenadas nulas ,

2
v

(v) os elementos da diagonal da matriz X, sdo ——,
2

Assim como o modelo (25), o modelo (27) ¢ ndo identificavel, sendo
necessaria a imposicao de restrigdes para estima-lo. Em Harvey, Ruiz e Shephard

(1994) as restricdes sugeridas sao:

(ri) OJi][j]=0se j>i,paraj=1.2,.,p i=12...,k (29)
(rii) X, =l

A grande questdo, no entanto, ainda nao foi abordada e trata-se de como
obter o numero correto de fatores comuns entre as volatilidades. A sugestao de
Harvey, Ruiz e Shephard (1994) consiste em primeiramente estimar o modelo
classico de volatilidade estocédstica multivariado (20), supondo que tanto a
equacdo das medidas quanto a do estado seguem passeios aleatorios sem
intercepto. Isto equivale a estimar o modelo (24) com o maximo de fatores

comuns possivelis, isto €, k=p, e supondo ® =1 . Observe que sob esta restri¢do o

modelo ¢ identificavel.

Apos a estimagdo da matriz de covariancia do erro 7,, denotada por 2., , ¢

A

feita a Analise de Componentes Principais (ACP) sobre >.,, um método cuja

finalidade ¢ a redugdo da dimensionalidade do espago dos componentes com o
intuito de facilitar a interpretacdo do modelo. Os fatores sdo, em resumo, os
autovetores da matriz de covaridncia estimada, multiplicados pelas respectivas
raizes quadradas de seus autovalores. Ranqueia-se os fatores de forma decrescente
com os autovalores a que estdo associados. Fica a critério do analista, o numero de
fatores a serem escolhidos. No artigo citado, escolheu-se o menor nimero de

fatores capaz de explicar pelo menos 95% da variagdo do sistema. Tal critério
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resultou na escolha de dois fatores comuns. Uma vez determinado o nimero de
fatores comuns (k), estima-se novamente o modelo (24), com as matrizes de

coeficiente, impondo-se as devidas restri¢des para tornar o modelo identificavel.
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