PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821479/CA

2
Revisao Bibliografica

Este capitulo apresenta os principais conceitos, abordagens e a formulacao
basica das metodologias que estdo incluidas no modelo HPA. Conceitos
matematicos e estatisticos mais detalhados podem ser encontrados nas referéncias

bibliograficas citadas.

21.
Séries Temporais

Uma série temporal ¢ uma colegdo de observagdes de uma varidvel
ordenadas no tempo (Souza e Camargo, 2004). H4, basicamente, dois enfoques
usados na analise de séries temporais. Em ambos, o objetivo € construir modelos
para as séries, com propositos determinados. No primeiro enfoque, a andlise ¢
feita no dominio temporal e os modelos propostos sdo modelos paramétricos. No
segundo, a andlise ¢ conduzida no dominio de frequéncias e os modelos propostos

sao modelos ndo-paramétricos.

Segundo Morettin (2006), a natureza de uma série temporal e a estrutura
de seu mecanismo gerador estdo relacionadas ao intervalo de ocorréncia das
observagoes no tempo. Caso o levantamento das observagdes da série possa ser
feito a qualquer momento do tempo, a série temporal ¢ dita continua. Entretanto,
na maioria das séries, as observacdes sdo tomadas em intervalos de tempo

discretos e equidistantes.

Uma série temporal discreta pode ser representada por Z(t,),..., Z(t,), sendo
que cada observagao estd associada a um instante de tempo distinto, existindo uma

relacdo de dependéncia serial entre essas observagdes.
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O objetivo inicial da andlise de séries temporais ¢ a realizacdo de
inferéncias sobre as propriedades ou caracteristicas basicas do mecanismo gerador
das observacdes da série. Assim, através da abstracdo de regularidades contidas
nos fendmenos observaveis de uma série temporal, pode-se construir um modelo

matematico como uma representacao simplificada da realidade.

Quando o enfoque ¢ feito no dominio do tempo considera-se a evolucao
temporal do processo, ou seja, o interesse estd na dimensdo do evento em cada
instante de tempo. Para este tipo de avaliacdo, s3o usadas as fungdes de

autocovariancia e autocorrelagao.

A autocovariancia de /ag k é a covariancia entre duas observacdes defasadas

de k intervalos de tempo entre si e pode ser definida por:

7 =Cov [Zt’ t+k]:E[(Zt —,Ll)(ZHk _,U)] (2.1)

onde p ¢ a média do processo.

A autocovariancia de uma série temporal pode ser estimada por:

lNk

NZ_:(Zt_ZXZHk_Z) (22)

A

Vi =
sendo Z a média de Z, descrita por:

Z=—>17 (2.3)

A autocorrelagdo € a autocovariancia padronizada e tem a funcao de medir a
extensdo para o qual um valor tomado no instante ¢ depende daquele tomado no

instante -k (Casella, 2001).
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D :&: COV[Zt’Zt+k] (2.4)
‘ 7/0 \/Var(zt )Var(ZHk)

sendo: y,= Var(Z) = Var(Zi+k) a variancia do processo, p,=1¢ p, =p,.

A autocorrelagdo de uma série pode ser estimada pela formula:

A . - 25
p_7_k_t1 (2.5)

Outra funcdo importante ¢ a Autocorrelacdo Parcial, que mede a correlacao

entre duas observagdes seriais Z, e Z,,, eliminando a dependéncia dos termos

intermediarios Z, ,,Z

t+19 L2500

Z,,,,,e ¢érepresentada por:

Cor(Z,,Z, 1 Z,1s 7,y res Zyoi )

t+k 1 42900 H+ k-1

(2.6)

Na andlise no dominio da frequéncia, o interesse esta em verificar a frequéncia
com que os eventos ocorrem em determinado periodo de tempo. A ferramenta
utilizada para isso ¢ a Analise Espectral, onde sdo estabelecidas as caracteristicas de
um processo estocastico em termos de frequéncias podendo, no caso das séries
temporais, determinar as periodicidades existentes nas mesmas (Morettin, 2006).
Como o espectro de um processo ndo ¢ conhecido, este precisa ser estimado, em
geral, por meio do Periodograma de janelas espectrais, que possui boas propriedades

estatisticas.
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2.2.
Processo Estocastico

Um processo estocastico pode ser definido como um conjunto de varidveis
aleatdrias definidas segundo uma lei de probabilidades (Barros, 2004). Uma série

temporal ¢ uma realizagdo de um processo estocastico. Assim, uma série y, pode

ser definida como uma fun¢do y da varidvel independente ¢, que ¢ gerada por um

processo estocastico desconhecido (Souza e Camargo, 2004).

Tendo em vista que o processo estocastico gerador de dados ndo € descrito
por fungdes deterministicas, seu comportamento futuro deve ser descrito
probabilisticamente. O processo somente pode ser estatisticamente determinado
quando todas as suas fung¢des de distribui¢do de probabilidade sdo conhecidas até

a T-ésima ordem (Barros, 2004).

Na pratica, as funcdes de probabilidade at¢ a T-ésima ordem ndo sdo
conhecidas e tem-se acesso a uma Unica realizagdo do processo estocdstico, a
partir do qual se deseja inferir sobre o mecanismo gerador da série. Devido a isto,

consideram-se duas restrigdes: estacionariedade e ergodicidade.

Um processo ¢ dito estaciondrio se ndo existem mudangas sistematicas em

suas caracteristicas. A estacionariedade pode ser do tipo forte ou fraca.

Na estacionariedade forte ou estrita, a forma da distribuicdo conjunta do
processo permanece invariante mediante uma translagdo temporal. Como na
pratica ¢ dificil especificar a distribuicdo conjunta de um processo estocastico, ha
a versao mais fraca, na qual somente alguns momentos do processo permanecem

inalterados no tempo (Medeiros, 2005).

Assim, um processo ¢ dito fracamente estacionario ou estaciondrio de
segunda ordem se sua média ¢ constante e sua autocovariancia depende apenas do

lag, isto é:
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E[Zt ] =u Vi
Var|Z,]=o* Vi 2.7)
E[(Z, - uXZ, ., - 1)=7, v

Um processo ¢ dito ergodigo se apenas uma realizagdo ¢ suficiente para
obter todas as suas propriedades estatisticas. Por defini¢do, todo processo

ergodigo ¢ também estacionario.

A série temporal e o processo estocdstico relacionam-se de maneira
semelhante a uma amostra e sua populagao de origem. Entdo, o objetivo da anélise
de uma série temporal ¢ retirar uma amostra finita de dados equidistantes no
tempo (série temporal) de uma realidade (processo estocastico) e identificar um

modelo que seja capaz de inferir sobre o comportamento da realidade.

2.3.
Previsdo de Séries Temporais

Uma previsdo ¢ uma estimativa quantitativa de eventos futuros, baseada na

informagao atual e passada (Souza, 1983).

O horizonte de previsdo ¢ o intervalo de tempo, contado a partir da origem
de previsao, para o qual as previsdes devem ser realizadas. Além disso, denomina-
se numero de passos a frente da previsdo o niumero de intervalos previstos a partir

da origem (Souza, 1989).

Assim, a previsdo denotada por Z (k) ¢ definida como a esperanga

condicional de Z,,, dados os valores passados:

t+k
Z,)=E(Z,41Z,.Z,,.) (2.8)

onde Zi+k sdo os valores a serem previstos para k=1,2,...
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A maioria dos métodos de previsdo de séries temporais se baseia na
suposicao de que observagdes passadas contém todas as informacdes sobre o
padrdo de comportamento da série temporal e de que esse padrdo € recorrente no

tempo.

Os métodos de previsdo, classificados como métodos quantitativos,
baseiam-se na extrapolacdo de caracteristicas de observagdes passadas e no inter-
relacionamento entre essas observacdes, fornecendo previsdes acuradas se o

futuro apresentar comportamento similar ao passado.

Segundo Souza (1989), uma previsdo quantitativa elaborada a partir de
métodos estatisticos ¢ caracterizada por: sua origem, o nimero de passos a frente,
seu valor pontual e por uma medida de incerteza a ela associada (a variancia, por

exemplo).

O proposito dos métodos de previsdo consiste em distinguir o padrio de
qualquer ruido que possa estar contido nas observagdes e, entdo, usar esse padrao
para prever os valores futuros da série temporal. Assim, pela identificacdo dessa
componente, a previsdao para periodos de tempo subsequentes ao instante

observado pode ser desenvolvida.

Apesar de a quase totalidade dos métodos de previsao de séries temporais
estar fundamentada apenas na analise das observagdes da série de interesse para a
especificagdo de algum modelo que descreva essas observagdes (modelos
univariados), alguns procedimentos de previsdo buscam explicar o
comportamento de wuma série temporal pela evolucdo dos fendmenos

observacionais de outras séries (modelos multivariados).
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24,
Método Ingénuo (Naive)

O M¢étodo Ingénuo, também conhecido como Random Walk (Passeio
Aleatério), ¢ o mais simples para realizar a previsdo de uma varidvel (Souza,
2004). Sob esta perspectiva, o valor previsto ¢ igual ao ultimo valor observado,
independente do niumero de passos a frente. O método pode ser representado pela

equacao:

Zt = Zt—l —+ gt (29)

A previsdo 1 passos a frente a partir do instante ¢ ¢ denotada por Z (7).

Pode-se escrever a equacdo de previsao da seguinte forma:
2@ =E(z.., +e.)Z]=EZ,.,.) (2.10)

Por sua simplicidade, o Método Ingénuo ¢ usado como critério de
comparacado (benchmark), isto ¢, o modelo a ser testado tem que ser sempre

melhor do que este. Para tal, pode-se fazer uso de alguns critérios de comparagao.

A métrica MAPE, Mean Absolute Percentage Error, indica o valor médio

do erro percentual das previsoes e ¢ definido pela seguinte formula:

> @2.11)

MAPE =X "k |
N

a, — Vi
a

x 100

onde N ¢ o nimero de previsdes realizadas e a; ¢ y; os valores observado e

previsto para o indice &, respectivamente.

O coeficiente U de Theil ¢ outra métrica utilizada para avaliar o
desempenho da previsdo em relacdo ao Método Ingénuo. Este coeficiente analisa

a qualidade da previsao baseado na equacao:
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U= (2.12)
O coeficiente pode ser interpretado da seguinte forma:
U>1 O erro do modelo estimado ¢ maior que o erro da previsao ingénua
U<l O erro do modelo estimado ¢ menor que o erro da previsao ingénua

Quanto mais proximo de zero for o coeficiente U, melhor ¢ a previsdo do

modelo estimado.

2.5.
Metodologia de Box & Jenkins

A metodologia proposta por Box & Jenkins surgiu na década de 70 e
provocou uma revolugdo na area de analise e previsdo de séries temporais. Esta
classe de modelos ¢ largamente utilizada na pratica e se firmou como uma das

técnicas disponiveis mais eficientes.

Uma das caracteristicas fundamentais desta metodologia ¢ interpretar a
série temporal como uma realizagdo de um vetor aleatorio multivariado cuja

dimensao ¢ a série disponivel (Box & Jenkins, 1970).

A partir de uma unica realizagdo do processo € com argumentos de
estacionariedade e ergodicidade, procura-se detectar o sistema gerador, através

das informacodes contidas na série.

Os modelos de Box & Jenkins sdo didaticamente divididos em:

r

e Modelos autorregressivos (AR), onde a série ¢ explicada em

funcdo de suas proprias observagdes passadas;
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e Modelos médias mdveis (MA), que explicitam os valores futuros

da série em fungao dos residuos passados;

e Modelos autorregressivos de médias moéveis (ARMA), que sdo

uma combina¢do dos dois modelos anteriores;

e Modelos (ARIMA), que diferem dos ARMA pela aplicagdo de
diferengas sucessivas na série temporal quando esta ndo respeita as

condi¢des de estacionariedade e ergodicidade, e

e Modelos SARIMA, para séries sazonais.

O modelo de Box & Jenkins tem como base a Teoria Geral de Sistemas
Lineares, a qual supde que a passagem de um ruido branco por um filtro linear de
memoria infinita gera um processo estaciondrio de segunda ordem (Souza e

Camargo, 2004). Este mecanismo esté representado na Figura 2.1.

b 4

Figura 2.1 Mecanismo de geragdo de uma série temporal

O objetivo do modelo de Box & Jenkins ¢, entdo, encontrar o sistema
inverso que, a partir de uma série temporal, seja capaz de gerar um ruido branco,
como mostrado na Figura 2.2. Quando o ruido branco ¢ obtido, pode-se dizer que

a estrutura de dependéncia da série temporal foi capturada.

Figura 2.2 Analise de uma série temporal
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A metodologia pode ser aplicada a séries estaciondrias ou ndo, ¢ a
condi¢do necessaria para a aplicagdo do modelo a séries nao estacionarias, € que a
estacionariedade possa ser obtida através de diferencas e/ou transformagdes nao
lineares da série original. A filosofia de tal modelagem ¢é o principio da

parcimdnia e a constru¢do de modelos através de um ciclo iterativo.

Os operadores utilizados para a manipulagdo dos modelos sao:

e  Operador de translacdo para o passado, denotado por B e definido

por:
BZ, =7,
B"Z =7 (2.13)
e Operador de translagdo para o futuro, denotado por F e definido por:
FZ, =7,
F"Z. =2, (2.14)
e Operador de diferenca, denotado por A e definido por:
AZ.=Z,-Z ,=(1-B)Z, (2.15)
sendo A=1-B
e Operador da soma, denotado por S e definido por:
SZ, = iZH =Z +Z _+..+(1+B+B*+..)Z, (2.16)
7=0

sendo S =A"
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O modelo de Box & Jenkins segue a formulacao:

w, =¥(B)a, =Y v,a,, (2.17)

k=0

O polindbmio ¥(B) possui infinitos parametros. Box et al. (1994)
argumentam que, sob algumas restri¢gdes, todo polindmio infinito pode ser

expresso pelo quociente de dois polindmios finitos. Entdo segue que:

C))

¥ (B
@ #(B)

(2.18)

onde:

O(B)=1-6B-0,B° —...— 6,B* ¢ o polindmio de médias moveis MA(q) e

HB)=1-4B—¢,B> —...— ¢,B” € o polindmio autorregressivo AR(p).
Generalizando, tém-se os modelos ARIMA(p,d,q):
H(B)\VZ, =0(B)a, (2.19)

O melhor modelo deve ser parcimonioso, ou seja, deve conter o menor

numero de parametros possivel para ajustar-se a série de dados observados.

2.51.
Processo de modelagem dos modelos ARIMA

Pode-se afirmar que a metodologia de Box & Jenkins segue quatro

estagios principais:
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Etapa 1 — Identificacdo

Considerada como a fase critica da metodologia, as principais ferramentas
da identificacdo s@o a FAC (Fungdo de Autocorrelagdo), a FACP (Fungao de
Autocorrelagdo Parcial) e os correlogramas resultantes, que sdo as representagdes
graficas das FAC’s e FACP’s contra o tamanho da defasagem. De acordo com o
conceito, a autocorrelagdo parcial ¢ andloga ao conceito de coeficiente de
regressdo parcial; assim, esta mede a correlacdo entre observacdes (séries

temporais) que sejam k periodos afastados.

Na identificacdo, o objetivo ¢ determinar as ordens (p,d,q) para a
componente ndo sazonal e/ou as ordens (P,D,Q), para a componente sazonal, além

de estimativas preliminares dos parametros a serem usadas na fase seguinte.
Etapa 2 — Estimacao

Esta etapa consiste em estimar os parametros dos termos autorregressivo e
de média moével incluidos no modelo, através da maximiza¢do da fungdo de
verossimilhanca condicional, equivalente a estimacdo de Minimos Quadrados,

supondo-se normalidade de a,.

Na estimag¢ao dos parametros desconhecidos, procura-se minimizar a soma
do quadrado dos erros, ou seja, no caso do modelo ARIMA(p,d,q), busca-se

minimizar:
T
S(&)=>a} ,onde a, =607 (B)HB)V'Z, (2.20)
t=1

Com a suposicdo da normalidade dos erros pode-se escrever a funcdo de
verossimilhanga e proceder a estimacdo dos pardmetros por Maxima

Verossimilhanga.
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Etapa 3 — Verificacdo

Nesta fase € necessario verificar se o modelo representa adequadamente os
dados. Existem diversos testes para tal procedimento e a grande maioria se baseia
na andlise dos residuos dos modelos, ou seja, se os residuos seguem um

comportamento ruido branco.

Desta forma, o processo ¢ iterativo e se o modelo selecionado ndo ¢
adequado, retorna-se a etapa de identificagdo para a escolha de outro modelo. Um
procedimento muitas vezes utilizado ¢ o de identificar ndo sé um unico modelo,
mas alguns modelos que serdo entdo estimados e verificados. Se o propdsito ¢é
realizar previsodes, escolhe-se entre os modelos ajustados o melhor no sentido de,
por exemplo, fornecer o menor Erro Quadratico Médio de previsdo. E possivel
que varios pesquisadores identifiquem modelos diferentes para uma mesma série

temporal (Morettin, 2006).

Etapa 4 — Previsao

O objetivo nesta fase ¢ prever um valor Z,+,, com horizonte de previsdo

T 21, supondo que temos observagdes ..., Z, ,,Z, ,Z,, até o instante ¢, que ¢é

t-1°

chamado origem das previsdes. Esta previsao ¢ de origem ¢ e horizonte T,

A

denotada por Z.(r). A expressdo de previsdo pode ser escrita da seguinte

maneira, utilizando a equagdo de diferengas (sendo T >1):

ét =E[Z, . |1Z,]=¢, [ZI+T—1]+"‘+¢p [Zt+2'—p]_el[at+r—l]_‘“_9q [at+r—q I+la,..] (221)
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Porém, os seguintes conceitos devem ser seguidos:

(2,412 (k)—>k>0
[Z, 172, k=0
[a,.; ]=0—>k>0

(@, ]=a,. —k<0

25.2.
Testes de adequagcao do modelo

Existem diversos testes para verificar a adequacdo do modelo estimado.
Box & Jenkins (1970) sugerem, entre outros, o Critério de Sobrefixacdo, o Teste
dos Residuos Gerados, que pode ser realizado através da verificacdo do Teste de

Portmanteau e do Teste de Periodograma Acumulado.

O Critério de Sobrefixacao consiste, basicamente, na elaboragdo de um
modelo com um numero de parametros superior ao do modelo fixado, que cubra
as supostas dire¢des de discrepancias (Souza, 2004). Caso sejam encontrados

parametros significativos, ha um indicativo de que o modelo foi subidentificado.

Para testar os residuos, o Teste de Portmanteau estima a autocorrela¢ao

residual e através da estatistica:
0=ny r}(a) (2.22)

A hipotese nula ¢ a de que os residuos sdo aleatérios e, para que isso
ocorra, o valor de Q deve ser menor do que o valor da abscissa da distribui¢do

Qui-Quadrado com (k-p-q) graus de liberdade.

No teste do Periodograma acumulado, compara-se o Periodograma

acumulado da série dos residuos com o de um ruido branco, com o intuito de se
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encontrarem componentes periddicos (Montgomery, 1976). A aplicagdo desse
teste ¢ feita, geralmente, em séries de carga semanal ou mensal, visto que o

modelo comporta apenas a sazonalidade, ndo incluindo a modelagem dos ciclos.

2.6.
Regressao Harmonica

A Analise Harmonica ou Analise de Fourier é, tradicionalmente, utilizada
para resolver equagdes diferencias parciais presentes na Fisica. Na analise de
séries temporais, 0 objetivo basico ¢ aproximar uma fun¢ao do tempo por uma
soma de componentes senoidais, cujos coeficientes sdo as transformadas de

Fourier da série (Morettin, 2006).

A esséncia da andlise de Fourier ¢ a representacdo de um conjunto de
dados em termos de fungdes senoidais. Neste ponto, isto parece apropriado para
justificar a escolha destas fungdes, visto que muitas outras familias de fungdes
periddicas possuem as mesmas propriedades das senodides. Qualquer destas

familias poderia ser utilizada de forma similar (Artis et al., 2007).

As oscilagdes nas séries podem ser descritas em termos senoidais pela
Analise Espectral. Este ¢ um método que descreve a tendéncia para as oscilagdes

de uma dada frequéncia que aparece nos dados, em vez das proprias oscilagdes.

Segundo Bloomfield (1976), a propriedade mais bésica das sendides que
as torna geralmente adequadas a andlise de séries temporais ¢ o seu

comportamento sob uma simples mudanga de escala de tempo. Uma sendide de

frequéncia @ (em radianos por unidade de tempo) ou periodo 27 . pode ser

escrita como:

f(t)=Rcos(wt + @) (2.23)

onde R ¢ a amplitude e ¢ ¢ a fase.
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Outra caracteristica util das sendides ¢ o seu comportamento sob
amostragem (isto ¢, observando uma fun¢do da varidvel continua ¢ em um

conjunto de valores igualmente espagados ¢,,1,,...), se seu intervalo amostral ¢ A,

as senoides:
Rcos(ayt + @) e Rcos(w,t +¢) (2.24)

sdo imperceptiveis quando @, —®, ¢ um multiplo de 27z /A (Bujosa et al., 2007).

Este fenomeno ¢ conhecido como aliasing.
Muitas vezes o interesse da Analise Harmodnica estd em buscar

periodicidades nos dados observados (Amaral, 1975). Ha duas situagdes

frequentes que podem ocorrer:

e As frequéncias sdo conhecidas e o objetivo é estimar amplitudes e
fases;

e Ha necessidade de estimar amplitudes, frequéncias e fases.

Quando o modelo possui uma unica periodicidade, que é conhecida, pode-se

representar os dados segundo a equagao (Morettin, 2006):
Z, = ,u+Rcos(a)t+¢)+ g, (2.25)
ou, de forma equivalente,
Z, = u+ Acos(wt)+ Bsen(wt )+ ¢, (2.26)

em que A=Rcos¢p, B=—Rseng, R ¢ a amplitude, ¢ € o angulo de fase, o ¢é a

frequéncia e &, ¢ a componente aleatoria.
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De (2.25) e (2.26) tem-se que R’ = A° + B*, ento:

arctan (— %l A>0,

arctan(— %)— r, A<0,B>0,

(2.27)
. arctan(— %)—i— 7, A<0,B<O0,
_T _
5 A=0,B>0,
7, A=0,B<0,
arbitrario A=0,B=0.

O problema ¢é, entdo, estimar 4, B e u para um o fixado, o que ¢ feito

utilizando o Método de Minimos Quadrados. Os estimadores i, A e¢ Bsdo

obtidos pela minimizac¢ao da soma do quadrado dos erros dada pela equagao:

N
S(u,A,B)= Z(Zt — 1t— Acos(wt) — Bsen(ot)) (2.28)
t=1
A estimagdo segundo a equacdo acima resulta em um sistema de equagdes
cuja solucdo ndo ¢ trivial. Assim, uma maneira alternativa para encontrar os

estimadores € usar a notagdo matricial para reescrever a equagdo (2.26)

(Bloomfield, 1976).
Z=Wl+¢ (2.29)

em que:

!

Z=(2,,2,..Zy)
6 =(u,A4,B)

1 cos(w) sen(w)

1 2 2
w|! cos(. ) sen(. )

1 cos(Nw) sen(Nw)
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que fornece o estimador:
o=ww)'wz

cuja solucdo é:

Se w#rx:

Se w=rx"

A

A

1 ,
— N7 (-1
N;:l (=D
B=0

34

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

2r . . . ~ . .
Quando @ # We ndo muito proximo de zero, uma solucdo aproximada ¢é

dada por (Morettin, 2006):
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fi=p=Z
lei(Zt —Z)cos(a)t)
NS
- 2 X _
B :NZ(Zf —Z)sen(a)t) (234)
t=1
R=A4A+B
gzarctg(—%j

Quando um modelo tem periodicidades multiplas (k periodicidades), a

equagao (2.26) pode ser reescrita da forma:
Z, = u+ A4 cos(wt)+ Bysen(wt)+ ...+ A, cos(w,t)+ B sen(w,t)+&, (2.35)
onde @,,...,®, sdo frequéncias conhecidas.

O modelo (2.35) ¢ uma regressdo linear, conhecida como Regressao
Harmonica, que segue a equacdo (2.29) onde as matrizes que a compdem sao

agora:

0=(wA,,.,A,B,,..,B,)

1 cos(w) sen(w) ... cos(w,) sen(w,)
W= 1 cosw,) sen(Rw,) ... cosRw,) sen(2w,)
1 cos(Nw,) sen(Nw,) ... cos(Nw,) sen(Nw,)
Quando o, =2—m,co2 =2—7y,...,a)k =2ﬂ, isto ¢, sao frequéncias de
N N N

Fourier, a solugdo exata ¢ dada por:

™
I
NI

(2.36)
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N
4, =%ZZZ cos(m,t) k=1.2,..

= (2.37)
L 2 X
B, =—ZZ[sen(a)kt) k=1,2,..
N3
Para w=r:
PO
A, =—2 Z,(-1)
g Nzl (2.38)
B, =0

2.6.1.
Regressao Harmoénica com Tendéncia Polinomial

Quando a série a ser modelada possui alguma tendéncia, o modelo (2.35)

pode ser estendido para (Al-Madfai ef al., 2001):

Z, = pu+at+bt’ +..+ct’ + A4 cos(wt)+ Bsen(wt)+ ...+ 5 30
+ A, cos(w,t)+ B sen(w,t)+ &, 2:39)

o que significa que o modelo segue a equagdo (2.29) cuja matriz Z permanece a
mesma considerada para a Regressdo Harmonica com multiplas periodicidades e a

matriz W é da forma:

1 ¢+ ¢ ... t' cos(w) sen(w) ... cos(w,) sen(w,)
W 1 2t 2t ... 2" cosRQw,) senw) ... cosQw,) sen(w,)
1 Nt Nt* ... Nt cos(No) sen(Nw,) ... cos(Nw,) sen(Nw,)

onde p ¢ o grau do polindmio que modela a tendéncia.
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O vetor @ ¢ agora:

!

0 =(u,a,b,....c,A,,.,A,,B,,..,B,)

A estimacao via Minimos Quadrados Ordindrios ¢ dada pela equagdo

(2.30).

2.6.2.
Periodograma

Quando os @ sdo frequéncias desconhecidas € necessario estender o método

anterior de forma a incluir a estimacao destas frequéncias. Assim, os estimadores
de i, A e B dependem de w e sdo, portanto, denotados por ,&(a)),Z(a)),E(a)) ,

respectivamente (Young ef al.,1999).

O melhor valor para @ ¢ o que maximiza a quantidade:
R*(w) = A% (») + B*(w) (2.40)

o que ¢ equivalente a maximizar a quantidade abaixo, denominada Periodograma:

[(®) :%Ez(a})

_ ﬁ{(i (z-Z )COS(a)t)j2 + (i (- Z)Sen(wt)jz}

(2.41)

t=1 =1

O Periodograma ¢ uma técnica utilizada para determinar as componentes de

frequéncia contidas na série (Taylor et al., 2007).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821479/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821479/CA

2 — Revisao Bibliografica 38

Uma nota¢do mais compacta para o Periodograma é:

(@)= % (2.42)

Apesar de as equagdes (2.41) e (2.42) serem definidas para qualquer
frequéncia @ € [— T, 71], o calculo das ordenadas do Periodograma faz-se apenas
para um conjunto finito de abscissas (Morettin, 2006). Espera-se que o
Periodograma apresente um pico quando calculado para uma frequéncia que

coincida exatamente com uma das frequéncias “verdadeiras”.

2.6.3.
Teste de Fisher

Pode-se recorrer a testes de hipdteses para analisar a significancia estatistica
dos maximos do Periodograma. Os principais sdo o Teste de Fisher e sua

extensdo, o Teste de Whittle, que sdo apresentados a seguir.

Segundo Morettin (1983), o Teste de Fisher ¢ utilizado para testar o valor do

maior pico no Periodograma. Considera-se o modelo:

(2.43)

onde X, , t=1,2,...,N sdo observacdes discretas de um processo estacionario com
média zero e espectro misto. Y, e Z, sdo processos descorrelacionados, onde Y, €

t t

a parte continua do espectro e Z,, um ruido banco.

A hipotese nula €: H,,: 4, =0 para todo j, sob a condi¢do de que X, seja

Normal, onde 4; € o coeficiente de ordem j da Regressio Harmonica. A

Estatistica de Fisher é:
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I,
g= max[ j(a))J

i (2.44)
1,(®)

em que m—ﬁ
q 2

Fisher (1929) mostrou que, sob H,, a distribui¢do exata de g (equacdo
2.44) ¢:

Plg > 2)=ml1— )" —(’Zj(l G (k) (245)

onde k:l.
zZ

Podem-se encontrar tabelas para a distribui¢do acima dada por Fisher

(1929) e Shimshoni (1971).

Se H, ¢ rejeitada, pode-se concluir que hd uma periodicidade em X, cuja

frequéncia corresponde ao max[] j(a))J. Se isto ocorre para j=j', entdo esta

.y

27

frequéncia é @, =

Whittle (1952) sugere a possibilidade de testar o pico de 2* ordem pela

omissdo do termo /(@) em (2.44) e ajustando-se o valor de m para m-1.

Se ¢ conhecido que X, tem exatamente » componentes periddicas, quando

H, ¢ falsa, entdo o teste baseado em:

n_ 1 )

ilz_, ()

g (2.46)

pode ser usado, onde /(@) ¢ a r-ésima maior coordenada.
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27.
Ajuste polinomial de curvas

Um ajuste de curvas ¢ um mecanismo ou artificio que fornece uma relagao

funcional quando ha uma relagao estatistica (Anton, 2001).

Quando algum fendmeno ou situagdo ¢ analisado através de dados

numéricos, hd a necessidade de saber qual a relagdo funcional correspondente

y=f().

Uma das formas de se trabalhar com uma fun¢do definida por uma tabela de
valores ¢ a interpolacao polinomial. Porém esta técnica nao ¢ adequada quando se
quer extrapolar ou quando ha erros inerentes ao experimento em questdo, visto

que estes sdo imprevisiveis.

O ajuste por Minimos Quadrados ¢ uma boa solugdo para este problema.
Considerando um ajuste polinomial, ou seja, y=a+bx+cx’+..., pode-se

proceder ao ajuste de Minimos Quadrados para descobrir a fun¢do que define a

curva utilizando a equagao (Anton, 2001):

S=(xx)"'xy (2.47)
onde:
a 1 x x .. Y
L B L I b
c
: 1 x, x .. V.

Encontrada a equacdo que determina a dindmica dos dados, pode-se
utilizar alguns critérios para verificar qualidade do ajuste. O coeficiente de

Correlagdo de Pearson ¢ calculado como segue:
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21— VY- (2.48)

LNy -

onde y sdo os dados observados e y, sdo os valores ajustados pelo polindmio.

Quanto mais proximo de 1 for o »*, melhor ¢ o ajuste da curva. Outra forma de
validar o ajuste ¢ o MAPE (equagdo 2.11): quanto menor for este valor, mais

adequada ¢ a curva ajustada.
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