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4
Método Matematico com Quatérnios

Neste capitulo se obtém as equag¢des de movimento do corpo no espago
utilizando a teoria de Quatérnios. Na formulagdo por quatérnios ndo se utilizam

SR intermediérios, apenas se usa o SR fixo (F) e outro SR solidario ao corpo (S).

v,0
F m LS:r m (4'1)
(x.7.2) (x".".2")

O problema a ser estudado ¢ o mesmo descrito pela Figura 3.1, o impacto
inicial apenas muda a posicdo do vetor quantidade de movimento angular,

definindo dois sistemas referenciais imediatamente depois do impacto.

41.
Corpo no Espaco

Usando quatérnios, ¢ seguindo um raciocinio baseado no vetor de rotacao
ou em parametros de Euler, sdo definidos o vetor (instantaneo) de rotacdo p € o
angulo de rotacdo 6, para acompanhar o movimento [27].

A matriz de inércia do corpo no SR (S) foi mostrada na Eq.(3.9). Com a
quantidade de movimento angular (depois do impacto) calcula-se a velocidade

angular do corpo no SR fixo.

0
"h,=| 0 |=Cte="T° °I, °T" Tay (4.2)

Entdo a velocidade angular do corpo no espago sera:

0 0
Fo,=("T° 1, 5T) | 0 |="T°(*1,) °T"| 0 (4.3)
hG hG

Onde a matriz de transformagdo de coordenadas “T°® serd obtida por

quatérnios mediante a equagdo Eq.(1.13) do Capitulo 1:
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1—2v22—2v§ 2vov,=2lv, 2v. v +21v,

s = 2vy v.+21v, 1—2v22—2vf 2vzvy—2lvx (4.4)
2v,v,=21lv, 2v,v +21v, 1—2vﬁ—2vf

A matriz de transformagdo de coordenadas *T” ¢é a transposta de “T°. E

importante lembrar a propriedade basica dos Quatérnios:

VX
\4
q:{l}: o, ViV =vi+vi 4V + 12 =1 (4.5)
vZ
/

Até aqui ¢ facil obter a velocidade angular, Eq.(4.3), substituindo a matriz

de transformacao de coordenadas da Eq.(4.4) na seguinte equacao:

g, 0 0 0
"o, ="T|—| 0 1w, O||°T |0 (4.6)
o 0 1 h,,

Para trabalhar com equagdes adimensionais introduz-se a quantidade de
movimento angular do corpo hs = I3 v. O tempo se tornard uma grandeza
adimensional r =v ¢, onde v representa uma velocidade angular equivalente
(instantaneamente depois do impacto). Representacdo da derivada temporal na

forma adimensional:

. ' OO ’ O ’ I ’
V.=V v, =vv, v, =vV, [=vl (4.7)

A velocidade angular na sua forma normalizada, depois de calcular, arranjar

e simplificar a Eq.(4.6), é:

(122 27 (2v.v, -20,) + (v =20, ) 2w, + 20 ) +(2vy, 20, )(1-2v] - 20 )_
H H ‘ ‘
Fo (Zvyvx + 21v_,)(2v__vX —ZIvy) . (1—2vz2 —2vf )(2v:vy + ZZv‘,) +(2v v 20 )(1 _9y? —2v2) (48)
R lul luz z'y x y x
EET NCERE S
| H Hy ‘ -

Onde, u; e u,; sdo os momentos de inércia normalizados do corpo,
mostrados nas Eq.(3.5). Com a velocidade angular em termos das componentes
dos quatérnios, agora ¢ possivel, utilizar a solucdo do problema inverso [26]. A
Equacao (1.17) do item 1.3.5 no Capitulo 1 apresenta a solu¢do do problema
inverso utilizando Quatérnios. Aplicando o mesmo principio de normalizagdo

anterior, Eq.(4.7), a solugdao do problema inverso na sua forma adimensional é:
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—v' 1/[E-V —v| "o,
i e @

Finalmente, substituindo a velocidade angular da Eq.(4.8) na solucao do

problema inverso, Eq.(4.9), obtém-se as equacdes que descrevem o movimento.

. ((—2vyvx2 - 2\)},3 +v ) — 20 v, +2v v ), =2uy. (v.v, +1v)) (4.10)
’ 21,
@y 2v v+ 2vy = 2v v Y, + 2 1 (vy, +1v) 4.11)
v = ' - : .
' 2,1,
, (11— 2vy2 - 2vX2 Vi — 2vxvzvy +21 vy2 Vi, + 20V, (vzvy +1v)) (4.12)
’ 2up,
e (v, (2vy2 + 2vx2 D, =2v, Iv, —2\/21/},2);11 +2,uzvx(lvy +v.v) 4.13)
2p,

Usando a velocidade angular da Eq.(4.8) ¢ a quantidade de movimento
angular da Eq.(4.2) ¢ possivel obter uma expressdo para a energia cinética.
Passando pelo mesmo processo de normalizag¢do da Eq.(3.15), a energia cinética &
_@uv-20v) @vv 20wy

H )

EE

+(1-2v, =207y (4.14)

Outro método para conseguir as equagdes de movimento, com quatérnios, ¢
utilizando a energia cinética e aplicando-se as equacdes de Lagrange, tendo como
restri¢ao o modulo unitario do quatérnio. Aqui se utiliza o resultado de um artigo
cientifico [10] para conseguir as equacdes de movimento. O procedimento
compde-se de diversas etapas: primeiro se aplica as equagdes de Lagrange na
energia cinética do corpo sem nenhum tipo de restricdo, para obter as segundas
derivadas das componentes do quatérnio. A seguir considera-se o Principio de
Gauss de aceleragdo minima, obtendo a Equacdo Fundamental do Movimento
Vinculado [11], com a restri¢do (ou vinculo) de quatérnio de modulo unitario.
Finalmente resultam as novas derivadas das componentes do quatérnio. A equagao

final se escreve:
i=—0 (1) @l (it v+ g (4.15)
Onde, 1 ¢ a matriz de inércia do corpo no seu proprio SR, I="1, da
Eq.(3.9), ® ¢ a velocidade angular do corpo no SR (F) como na Eq.(1.18), O éa

matriz til associada a velocidade angular, e Q. ¢ parte da matriz q associada ao

Quatérnio q, Eq.(1.16). A matriz 4x3 Q. tem a seguinte forma:
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_VT
Q. = TE+% (4.16)

Onde E ¢ a matriz identidade 3x3. / e v sdo componentes do quatérnio.
Substituindo as variaveis identificadas anteriormente na Eq.(4.15), chega-se as
equagdes de movimento. O resultado deve passar pelo processo de normalizacao

antes descrito, Eq.(4.7), finalmente se conseguem as equagdes adimensionais:

"

1
Ve = o (2w v, —v vy +v, l’—lv;)(l(vzv; —V VLtV l'—lv;),u2 +v, (vyv_l -V,
172

+v, l’—lv;)yl)-i-Zl(vxv; —VV v, l’—lv;)(vzv; —V V4V, l'—lv;),uz2

+2v, (vxvfV —VV+y, l'—lv;)(vyv; AR l’—lv;)uf -V, (v;2 +VE v Jrl'z),ul H

+2v, (v_,v; -V + v, I'—1 v;)(vyv; - v_,v; +v I'=1V )(,u1 — U, ),u1 ,uz) (4.17)
" 1 !’ ’ ’ !/ ’ ’ ’ ’ !’ !/
v, = i v, —v v, +v.l —lv_,)(—vz (vzvx —vovitv,l —lvy)y2 + l(vyvz A

+v, l’—lv;),ul)-i-ZVZ (vxv; —VV v, l’—lvé)(vzv; -V +vyl'—lv;),uz2

—2l(vxv; —vV+y, l'—lv;)(v),v_i R AUERS l’—lv;)ulz -V, (v)’[2 +V2 ] +l'2),ul H

-2, (v_,v;_ —VV Y, l’—lv;)(vyv; Vv Y, l’—lv;_)(,u1 — 1) 14y ,uz) (4.18)
" 1 ’ ’ ’ ’ !’ ! ’ !’ ! !
v = i Qv —vyv +v.1 —lvz)(—vy (vzvx —vovitv,l —lvy)y2 +v, (vyvz —v.v,

+v, l’—lv;),ul)-i-ZVy (vxv; -V +, l'—lv;)(vzv; —V v+, Z’—lv;),uz2

—2v, (vxv;, —V VL +Y, l'—lv;)(vyv; AR l’—lv;_),ul2 -V, (v;2 +VP v+ 1'2),ul H

+2[(vzv; —vV 4V, l'—lv;)(vyv; -V, +v, l'—lv;)(yl — 1) 1y yz) (4.19)

"= (2, —vv v, =1 v;)(—vx (vzv; —vol+v '~ v;),u2 +v, (vyv; -V,

Mty
+v, l'—lv;)ul)—va (vxv; —V YV +Y, l'—lv_i)(vzv; —v Vv, l'—lv;),uz2

’
z

+2v, (vxv; —v v+, l'—lv;)(v),v AR l'—lv;),uf —l(v;2 +V v+ 1'2),ul H

—2v, (vzv; —vvi+v =1V, )(vyv_: VLY, l’—lv;)(,u1 — 1) thy yz) (4.20)

Estas sdo as equacdes diferenciais de segunda ordem que descrevem a

dindmica do Corpo no espaco.
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41.1.
Condigao inicial

As condigdes iniciais dos quatérnios devem coincidir com aquelas expressas
pelos angulos cardanicos, ja& que o problema a ser estudado ¢ o mesmo. Os
resultados obtidos com quatérnios e com angulos cardanicos estdo relacionados
pela matriz transformagdo “T°. Seguindo o raciocinio da Matriz Rotagio do item
1.3.3 no Capitulo 1, a matriz rotacdo (e a matriz transformacao) da Eq.(1.8) pode
ser separada na soma de duas matrizes, uma matriz simétrica e outra anti-

simétrica. A parte anti-simétrica pode ser calculada como:

1
5 ing = —(FT5 _STF 4.21
p sin 2( ) (4.21)

Substituindo o resultado da Eq.(1.5) na equagdo anterior tem-se uma relagao

entre os parametros de Euler-Rodrigues e os angulos cardanicos.

cosa sin f siny+sina cosy +sina cos
2 sinf
sin f+cosa sin £ cosy —sina siny
P= - (4.22)
2 sinf
sin sin f cos ¥ +cosa siny +cos [ siny
i 2 sinf |

O angulo € ¢ calculado a partir do trago das matrizes, transformacdo e
rotagdo, ja que estas devem ser iguais [13]. Calcula-se o trago da matriz que
resulta da Eq.(1.5) e o trago da matriz apresentada na Eq.(4.4).

cos 3 cos y —sina sin B sin y +cosa cos y +cosa cos B = 41> —1 (4.23)

E importante lembrar da construgio dos quatérnios:

v.| |p, sin(6/2)
.|| p, sin(6/2)
v. | | p. sin(6/2)
l cos(6/2)

1%

q= Onde: p; + p; + p? =1 (4.24)

Entdo, da Eq.(4.23), o angulo 6 ¢ completamente definido por:

1 . ; .
cos(6/2) =§\/l+cosﬂ cos y —sina sin S sin y +cos ar cos ¥ +cos a cos 3 (4.25)

Lembrando as propriedades da trigonometria com respeito a duplicagcdo dos
angulos: cos@=2cos’(6/2)—1 € sin@=2sin(6/2)cos(6/2), a Eq.(4.23) pode-se

escrever também:
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2cos@+1=cos f cosy—sina sin B sin y +cosa cos y +cos cos (4.26)

As componentes do Quatérnio, em fung¢do dos angulos cardanicos sao

obtidas substituindo as equacdes Eq.(4.22) e Eq.(4.25) na Eq.(4.24).

cosa sin £ siny +sina cosy +sina cos

2\/1+cosﬂ cosy —sina sin £ sin y +cos & cos ¥ +cos & cos ff

sin f+cosa sin ff cosy —sina siny

2\/1+cos/5’ cos y —sin ¢ sin f sin ¥ +cos & cos y +cos« cos [ (4.27)

sin sin f cos ¥ +cosa sin y +cos f sin y

2\/1+cosﬁ' cos ¥ —sin ¢ sin A sin ¥ + oS & cOS ¥ +cos & cos [

1 - - -
E\/1+cosﬁ' cos ¥ —sin ¢ sin A sin ¥ + oS & COS ¥ +cosa cos [

Uma forma de verificar a correcdo destes resultados é calcular os valores
para dois casos particulares de impacto, na direcdo do eixo x ou y, em forma
isolada. Para o impacto no eixo y (4H,), os angulos cardanicos iniciais sdo: a#0,

Lo=0 e yp=0. Os valores das componentes iniciais do Quatérnio sio:

[ 2sing, 1 - . q
sing, .
22(1+cosa,) 5 cos(az/Z) sin (e, /2) Veo
q = 0 - 0 L I (4.28)
° 0
0 0 VzO
cos(a,/2 [
% 2(1+cose,) | L cos(,/2) | (@/2) ’

Neste caso se conclui que ay=60y, observado apenas a igualdade dos tragos
das matrizes, na Eq.(4.26), temos o mesmo resultado. A energia cinética inicial

segundo a Eq.(4.14) ¢.

21 :
EEOZMJFO_Q V) (4.29)
)

A energia cinética tem o mesmo valor que na Eq.(3.29), se o angulo inicial
da Eq.(4.28) for substituido na Eq.(4.29). A condicdo inicial das derivadas das
componentes, para as equagdes de segunda ordem, sdo calculadas substituindo as
componentes iniciais do quatérnio da Eq.(4.28) nas equagdes: Eq.(4.10),
Eq.(4.11), Eq.(4.12) e Eq.(4.13).

2 2 _ 2 2
V’ — l(; =0 V/ — ((2vx0 _1)IUZ + 2IO ) va V:() — ((1 2vx0 )/12 +2on)lo (430)
2u, _ 2p,

Se o impacto acontece em x (4H,), os angulos iniciais sdo: ay=0, fo#0 e

70=0. Os valores das componentes iniciais do Quatérnio:
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_ 2 .oﬁ T o 7 ;
sin 3, sin 3, ' Vxo
a,=| DoAY | 3oy || A e (431)
0 0 sz
0 2 ZO
% 2(1+cos ) | L cos(/3,/2) i cos(A/2)

Portanto fy=6y. A energia cinética inicial, Eq.(4.14), é:

2
g, =G0 M) L4y, 2y (4.32)
. .

A energia cinética tem o mesmo valor que na Eq.(3.37). A condig¢do inicial
para o sistema de equagdes ¢ calculada substituindo as componentes iniciais do

quatérnio da Eq.(4.31) nas equagdes: Eq.(4.10), Eq.(4.11), Eq.(4.12) e Eq.(4.13).

y =((1—2vy02),ul—215)vy0/12 v;():((1_2Vy02)/“1+2"y02)loﬂz (4.33)
2444, 2npy

Estas sdo todas as condigdes necessarias para garantir que se esta estudando

0 mesmo problema que no Capitulo 3.

4.2,
Trajetoria do eixo do rotor

No raciocinio do item 1.3.4 do Capitulo 1 apontou-se uma propriedade do
operador de rotagdo [20]. Se q, e q; sdo vetores puros, a operagdo que inclui um

quatérnio e o seu conjugado qq,q" = q, representa a rotagdo do vetor q; para q.

Considera-se: ¢,=[0,0,1,0]” o vetor unitario no eixo do rotor (e;) antes do
impacto, e q=[x,y,z,0]" 0 vetor no eixo do rotor durante 0 movimento. A operagdo
de rotagdo ¢é feita com o quatérnio g obtido das equacdes de movimento.

0

*

o = (4.34)

q

S N e ®

0
1
0
As coordenadas do vetor (no e;) em qualquer instante do movimento so:

x=2v,v,+25v, y=-25v,+2v,v, 2=y 40 +5 (4.35)

Estas coordenadas ajudam muito na visualizacdo do movimento [15]. Elas
definem de forma clara os dois lados do hemisfério, um lado quando z>0 e o outro

lado quando z<0.
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