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Modelo Matematico com Angulos seqiienciais - inicio do
movimento

Um corpo no espaco tem seis graus de liberdade, trés de translacao e trés de
rotagdo. Este trabalho se restringe a dindmica de rotacdo do corpo, considerando
como fixo um sistema referencial que translada com origem no centro de massa
do rotor. Limita-se portanto o estudo a rota¢dao ao redor do centro de massa. Para
os trés graus de liberdade (rotacdo pura) escolhe-se trés coordenadas
generalizadas na forma de angulos seqiienciais.

No Giroscopio de laboratdrio apresentado no Capitulo 2 e utilizado para a
visualizagdo de comportamento, o rotor ¢ suportado por dois anéis (ou quadros)
(suspensdo cardanica). A partir da base fixa cada anel acrescenta um grau de
liberdade ao movimento, € um grau de liberdade provém do proprio rotor, em um
total de trés graus de liberdade. Embora existam trés corpos, a dindmica deste
sistema ¢ descrita com apenas trés coordenadas generalizadas.

O problema basico que sera estudado neste trabalho consiste em um corpo
(rotor), com uma velocidade angular inicial, e quantidade de movimento angular
constante alinhadas na mesma direcdo (eixo zyp), quando ¢ impactado por uma
forca externa instantdnea em dire¢do perpendicular ao eixo zy (impacto que ocorre
sobre um dos quadros cardanicos). O impacto gera uma mudanga instantanea na
direcdao da quantidade de movimento angular, iniciando um movimento conico do

eixo de simetria (e;) em torno do eixo da quantidade de movimento angular.

Xg

AHx

Figura 3.1: Quantidade de movimento angular durante o impacto.
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Para entender o processo de impacto, dois sistemas referenciais sao
considerados: o primeiro (R) com eixos (xy, yo, z), onde zy esta alinhado com o
eixo de simetria do rotor (es), € o segundo (F) com eixos (x, y, z) onde a
quantidade de movimento angular (depois do impacto) tem a direcdo z. Antes do

impacto a quantidade de movimento angular escrita no SR (R) é:

0

Depois do impacto a quantidade de movimento angular muda de posigao e

agora ¢ mais facil escrevé-la no SR (F):

R e F sdo0 os sistemas referenciais apresentados na Eq. (1.3) e Eq. (2.1).

O corpo (rotor) possui simetria porém ndo ¢ axissimétrico. Considerando
um SR (S) fixo ao corpo resulta uma matriz de inércia diagonal, visto que os
produtos de inércia sdo todos nulos. Os momentos principais de inércia serdo

designados por 1, /,, I,. Usando a matriz de transformagdo de coordenadas, Eq.

(1.4), obtém-se a matriz de inércia no SR (R).

A B 0
M, ="T°°"1,°T"=1,|B C 0 (3.1)
0 0 1
Onde:
A=, cos’ y+ u, sin’ y (3.2)
B= (s~ ) cosysiny (33)
C =y, sin” y+ pu, cos’ y (3.4)
w=1/1 t=1[1 (3.5)

Pela equagdo de Euler M=d H/d¢, considerando um impacto de duragdo
muito pequena pode-se escrever: M At = AH. Com a matriz de inércia € o vetor

velocidade angular é possivel obter a quantidade de movimento angular do corpo
(ou do rotor no Giroscopio) no SR (R). Trabalha-se neste SR porque

convenientemente ele foi definido depois do impacto.
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o, (A o +B a)y)l3
fo=|o, *hg, = "1, "0 =|(Bo,+C 0, (3.6)
a)z a)z 13

Se o impacto acontece apenas no eixo x (Figura 3.1), ele produz a seguinte

varia¢do da quantidade de movimento angular, da Eq.(3.6):

M_A] [AH, (4 Ao, +B Aw)) I,
0 |=|AH, |=|(BAw,+C Ao,
0 AH Aw. I,

V4

Daqui se obtém a variagao da velocidade angular:

Ao, =& M A Ao =B MAL L 3.7)

i Wop 1 ’ o 1 :

Se o impacto acontece apenas no eixo y ele produz a seguinte variacao da

quantidade de movimento angular, da Eq.(3.6):

0 Ap ] [(480,+B Ao,

X

M, At |=| AH, |=|(B Ao, +C Aw, )1,
AH. Aw, I,

Obtendo-se a variacao da velocidade angular:

M At M At
Ao, =— 5 % Aw, = 4 4, Aw, =0 (3.8)
o o, 1

Em ambos os casos, impacto em x ¢ y, o valor da quantidade de movimento

angular no eixo z ndo muda porque Aw, =0, e a velocidade angular ja existente
@, =€) no eixo z ndo mudard devido ao impacto. Depois do impacto apenas as
componentes da velocidade angular nos eixos x e y variardo e serdo: o, =Aw,_ ¢

o, =Ao,.

3.1.
Corpo no Espaco

As equagdes de movimento sdo obtidas por métodos diferentes, uma vez
aproveitando as integrais de quantidade de movimento e energia no caso em que
sdo constantes, outra vez utilizando a formulacdo de Lagrange. Neste capitulo

valemo-nos dos angulos cardanicos para descrever o movimento do corpo
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seguindo o raciocinio de rotagdes seqiienciais. A matriz de inércia de um corpo,

escrita em seu proprio SR, pode ser apresentada como:

I, 0 0
I,={0 I, 0 3.9)
0 0 I,

Usando a matriz de transformacdo de coordenadas, Eq. (1.4), pode-se levar
a matriz de inércia ao SR(R), conforme Eq.(3.1).

A velocidade angular a partir de rotagdes seqiienciais elementares, usando
Eq.(1.2) e Eq.(1.4) ¢ obtida no SR(R) como:

a cos ff
‘o= Vi (3.10)
asinf+y
Depois do impacto, o vetor quantidade de movimento angular volta a ficar

constante e escrito no SR (F) vale: "h;=[0 0 hG]T. A quantidade de

movimento angular no SR (F) se calcula a partir da velocidade angular da
Eq.(3.10), e da matriz de inércia da Eq.(3.1).

"h,=Cte="T" *h,="T° °T" *I, e (3.11)

E conveniente trabalhar com equagdes adimensionais. O processo de
normalizacdo das equagdes comega pela definicdo da quantidade de movimento
angular no instante depois do impacto. Define-se a quantidade de movimento
angular do corpo depois do impacto /g = I3 v. O tempo serd mudado de segundos
para um valor adimensional 7 = v ¢, onde v representa uma velocidade angular
equivalente (instantaneamente depois do impacto) [1]. A representacdo da

derivada em relagdo ao tempo adimensional z, é:

a=va' p=v[f y=vy' (3.12)
Resolvendo a Eq.(3.11), aplicando o procedimento de normalizacdo usando
as derivadas da Eq.(3.12), e utilizando o raciocinio do problema inverso do item

1.3.5 no Capitulo 1, obtém-se o sistema de equagdes de movimento.

14 | cosfp —Csinf Bsinf || cosacosf
ad|=—— 0 C —B || —cosasinf (3.13)

yod h 1y 008 0 —Bcosff Acos sina
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A energia cinética se calcula utilizando a velocidade angular da Eq.(3.10) e

a quantidade de movimento angular inicial depois do impacto: “h, =[0 0 4, ]T,

este valor € constante durante o movimento.
2 E=¢ h,="& *T" "h, (3.14)
A energia cinética na sua forma adimensional ¢ definida como:
EE =2E_.[h,v EE = f'sina +y' cosa cos 8 (3.15)

As equagdes de movimento obtidas para descrever a dindmica do corpo no
espaco por este caminho sdo de primeira ordem, sendo portanto necessarias
apenas condic¢des iniciais de posicdo (angulo inicial) [1]. A energia cinética
também pode ser representada apenas com os angulos, substituindo na Eq.(3.15)
as velocidades da Eq.(3.13), resultando:

EE = (cosacos )’ +

(3.16)
+

[M (cosysina +sin;/c0sasin,[3)2 + 41, (siny sina —cosycosasinﬁ)q
12

As equagoes de Lagrange nos permitem chegar as equagdes de movimento
por outro caminho: inicia-se a andlise pela energia cinética, a Lagrangeana no
caso ¢ composta apenas pela energia cinética de rotacdo. A energia cinética de um
corpo, escrito no seu proprio SR (S), ¢ calculada seguindo o raciocinio das

rotagdes elementares (item 1.3.2 do Capitulo 1).

¢ cos B cosy+ f3siny
S

®=|—dcosf siny+ ficosy (3.17)
asinf+y
Com esta velocidade angular e a matriz de inércia da Eq.(3.9) se obtém a

energia cinética escrita no SR (S):

E,. :%(]1 (dcosﬂcosy+ﬂsin7)2 +1, (—dcos/;’sin7+ﬂcos;/)2 +1, (dsinﬂ+7'/)2) (3.18)

No sistema conservativo as equagoes de Lagrange se aplicam facilmente:

dfoE) 0k _  d[0E) 0B _,  d[0R) 0E _,
o) oa dt\ o oy ) oy

dt o dt
Os resultados das equagdes anteriores nos fornecem equagdes de movimento

de segunda ordem do corpo. Aqui também se trabalha com equagdes

adimensionais, usando o mesmo procedimento de normalizacdo anterior, € a
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mesma hipotese anterior: iz = I3 v e T = v t, obtendo-se aceleragdes angulares

d:\/za'” ﬁ:vzﬂ” j/':v27ﬂ.
Normalizando, simplificando e arranjando as equacdes obtidas por
Lagrange, temos:

" __ 1
H My cos 4

+(C(,u1+y2 -1)-2p yz)y'ﬂ'+(/¢1+/¢2 —1)B cos 8 sin/)’(a’)z} (3.19)

a {(y1+/12—1)Bcosﬂ}/'a’+(y1+,u2—1)Csinﬁa’ﬂ'

B"= e {(u1+/¢2—1)B}/'ﬂ'+(A(yl+,uz—1)—ul /Jz)cosﬁsinﬁ(oﬂ)2
1 2
+(,ul+,uz—I)Bsinﬂa’ﬂ'+(A(y]+y2—1)—2,u,,uz)cosﬂ;/’a’} (3.20)
1 2 .
y'=————3(—p, p,)Bceos B(B') +(uy,+u,—1)Bsinfcosfy a
i eav (Tt ) B eos BB + (s 1)

+((y1 +, —1)sin’ B+ w, u, cos’ ,H)B cos (01')2

+(C(,u1 + g, —1) sin® B+ (1-D) g, u, cos’ ﬁ)a'ﬂ'

+(C(y1+u2—1)—2y1 ,uz)sinﬂ;/'ﬁ’} (321)
Onde os pardmetros u; e u, sdo os valores de momentos de inércia

normalizados descritos na Eq.(3.5). Também os parametros A, B ¢ C foram

apresentados antes: Eq.(3.2), Eq.(3.3) e Eq.(3.4). O novo parametro D se escreve:
D=(,ul—,u2)(cos2 y —sin’ y/) (3.22)
A energia cinética da Eq.(3.18) pode-se escrever na sua forma adimensional,
seguindo o critério de normalizacdo anterior para energia cinética na Eq.(3.15),
resulta:
EE = (' cos feosy + f'siny )’ + 1, (—a'cos Bsiny + ffcosy ) +(a'sin f+y')"  (3.23)
As equagdes Eq.(3.15) e Eq.(3.23), representam o mesmo valor de energia

cinética do corpo no espago, elas t€ém formas diferentes por que foram escritas em

sistemas referenciais diferentes, mas no calculo numérico resulta o mesmo valor.
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3.1.1.
Condicao inicial do corpo no espago

Inicialmente as equagdes de movimento sdo de primeira ordem, Eq.(3.13),
sendo necessarias apenas as condigdes iniciais de posicao: ay, Sy € Vo.

A Figura 3.1 apresenta um esquema do impacto. Restringimo-nos a duas
dire¢des, impacto em y (4H,) e impacto em x (4H.), que podem ser as
componentes de um impacto qualquer ortogonal ao eixo de simetria do rotor (e;).
O angulo yp ndo depende do impacto, mas em um rotor sem axissimetria sua
posicdo angular na rotacdo propria influencia na dindmica do movimento
resultante. Este angulo modifica a direcdo da configuragdo inercial do rotor, por
exemplo: se y,=0° a inércia u; teria a dire¢do x e u; a diregdo y, se y;=90° a inércia
u; teria a diregdo y e u; a direcdo x (onde x e y refere-se a vetores em (R)).

As equagdes de segunda ordem, Eq.(3.19), Eq.(3.20) e Eq.(3.21) sdo
integradas com condi¢des iniciais de posicao e velocidade: oy, Bo, y0, @'o, fo e
7'0. O resultado deve ser igual ao das equagdes de primeira ordem, Eq.(3.13), cuja
solucdo se inicia com uma posi¢do inicial mas cujas equagdes definem as

velocidades no instante inicial:

7 . M ocosff, —Cysinf B sinf, || cosq, cosf

Q |l=—— 0 G, —-B, || —cosq, sinf, (3.24)
o |y co8 [ ,

B 0 —B, cos B, A, cosf, sina,

Na comparacao dos dois sistemas deve haver igualdade de energia cinética e
de quantidade de movimento angular. Analisam-se agora solucdes para dois casos
em particular, impactos na direcdo do eixo x ou y em forma isolada.

Primeiro Caso. Se o impacto acontece no eixo y (4H,), os angulos que
descrevem a posicao inicial sdo: ag£0, Py=0 e yy qualquer. Os valores das

velocidades angulares iniciais sdo:

Yo 1 H My 0 0 || cose,
a, | = 0 C, -B, 0 (3.25)
yix el I -B, A4, ||sing,

A energia inicial que sera constante durante o0 movimento, nas duas formas

apresentadas nas Eq.(3.15) e Eq.(3.23), ¢ respectivamente:

) A )
EE, = B} sina, +y, cosa, = 1+{ 0 —ljsm2 a, (3.26)
HiHy
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EE, = p () cos y, + Bysing, ) + i (—af siny, + B cos y, ) +(75) (3.27)
Até agora a posicao do angulo y) ndo tem um valor especifico, deste valor
depende tanto a energia inicial quanto as velocidades iniciais. Experimentalmente
inclusive seria um desafio sincronizar um impacto com uma posi¢do angular
definida para o rotor. Para simplificar as equagdes, convenientemente trabalha-se
com yy=0, os pardmetros adimensionais iniciais: 4p=u;, By=0 ¢ Cp=u,. Entdo, as

condi¢des inicias recalculadas com ag#0, fy=0 e yy=0 serdo:

Y0 1 My, 0 0] cosa,
al-—{"0 u of o (.29
B Each IR u, || sing,
1 . 2
EFE,=1+| ——1|sin” ¢, (3.29)
Hy

A energia ¢ obtida através da Eq.(3.27):

EE, :,ul(oc(’))2 +,uQ(,B(;)2 +(}/(;)2 :;11(0)2 +ﬂ2(mj +(cosozo)2 =
#o (3.30)

~ L a,+cos’ a, = 1+(L—1j sin”
) )

A energia adimensionalizada aumenta com a intensidade do impacto se
u2<lI. A velocidade y'y=cosay ¢ definida ap6s impacto, e pode ser utilizada como
um indicador da intensidade do mesmo. Para fy=0 a velocidade angular y';=cosay
=@, vai servir como um parametro de controle do comportamento do sistema na
terminologia da dindmica nao linear. Seguindo o raciocinio da Eq.(3.8), ela toma
um valor normalizado diferente em cada intensidade de impacto.

Utilizando de rotagdes seqiienciais (item 1.3.2 do Capitulo 1) ¢é facil obter a
velocidade angular inicial no SR(R), Eq.(3.10). Lembrando que w. ndo muda de
valor (Aw.=0) durante o impacto, ¢ as velocidades w, e w, eram nulas antes do
impacto, entdo depois do impacto: Aw,=w, e Aw,=w.

aycos(f3,) o,
fw, = s =| o, (3.31)
aysin(fy)+7; | | .

Substituindo estas variagdes de velocidade na Eq.(3.8), temos:

B M At A M At
Ao, =—————=q;cos(f3,) Ao, =—2——=

X = =p (3.32)
o1 o L ’
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Substituindo as velocidades iniciais da Eq.(3.25) na equagdo anterior, para
um valor de yy qualquer, relaciona-se o angulo inicial e a magnitude de impacto do
momento impulsivo:

M At

y

=sina, (3.33)

3
Este resultado mostra que um valor de impacto na diregdo positiva do eixo y
gera um angulo positivo a.
Segundo Caso. Se o impacto acontece no eixo x (4H,), os angulos que
descrevem a posi¢do inicial sdo: ay=0, By#0 e vy qualquer. As velocidades

angulares iniciais neste caso sao:

Yo 1 My py cos 5, —Cysin i, Bysinfj, || cos S,
a |= e 0 C, ~B, ||-sing, (3.34)
yix Hh Ha C05 P 0 —B,cos B, A,cosp, 0
A energia cinética inicial normalizada para este caso, na forma da Eq.(3.15):
EE, =y, cos f, =l+( % —ljsin2 5, (3.35)
Mty

Para simplificar as equagdes trabalha-se com y,=0, os parametros
adimensionais iniciais: Ap=u;, By=0 ¢ Cy=u,. Entdo, as condigdes inicias

recalculadas com ay=0, f#0 e yy=0 serao:

7(,) 1 My 1, COS IBO —H sin :Bo 0 COSﬂO
a) |=——— 0 1, 0 —sin 3, (3.36)
ﬂ(; /Lll ILIZ Cosﬂ() O 0 /,[1 COSﬂO O
A energia inicial:
EE, :1+(L—1]sin2 B, (3.37)
Hy

A energia cinética do corpo representada pela Eq.(3.23) tem a mesma forma
da Eq.(3.37) quando for simplificada depois substituir nela as condi¢des iniciais
do caso.

Com o mesmo raciocinio do processo de impacto (Aw,=wy € Aw,=w®)),
explicado no caso anterior. Substituindo estas variagdes de velocidade na Eq.(3.7),

temos:

B, M_ At
Aa)x :&M: a(’) Cos(ﬂo) Awy —_ 0 X—:ﬂ(; (338)
Myopy o,
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Substituindo as velocidades iniciais da Eq.(3.36) na equagdo anterior, para
um valor de yy qualquer, relaciona-se o angulo inicial e a magnitude de impacto do
momento impulsivo:

M, At

= —sin §, (3.39)

3
Este resultado mostra que para um valor de impacto na dire¢do positiva do

eixo x gera um angulo negativo fy.

3.2.
Sistema conservativo

Se negligenciarmos qualquer tipo de atrito no Giroscopio, porém
considerarmos a inércia dos seus quadros, teremos um sistema conservativo de
trés corpos e trés graus de liberdade. Os corpos que compdem o sistema estdo
representados na Figura 2.2. As equacdes de movimento serdo obtidas pelas
equacdes de Lagrange, mantendo as coordenadas generalizadas usadas em
rotagdes seqiienciais. A energia cinética total do sistema ¢ a soma das energias
cinéticas de cada corpo. Por ser a energia cinética um escalar seu valor ¢ calculado
em qualquer SR, mas a representagdo das equacdes pode mudar segundo o SR.
Convenientemente calcula-se a energia de cada corpo no seu proprio SR. Nao ha
variagdo de energia potencial.

O célculo da energia cinética do quadro externo se faz no SR(Q), neste SR a

matriz de inércia € constante no tempo, os produtos de inércia sdo nulos pela

simetria.
I. 0 0
QIQE” =0 Iy 0 (3.40)
o 0 [

O quadro externo apenas tem um grau de liberdade, a sua velocidade

angular ¢:

(94
@y = | 0 (3.41)
0

&1 (3.42)
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O calculo da energia cinética do quadro interno se faz no SR (R), este corpo
tem geometria muito parecida a de um anel delgado (Fig. 2.2), pela simetria os

produtos de inércia sdo nulos.

I, 0 0
My =| 0 I, 0 (3.43)
0o 0 I

O quadro interno tem dois graus de liberdade, calcula-se sua velocidade
angular mediante as duas primeiras rotagdes seqiienciais.
a cosf
oy, = B (3.44)
o sin
A energia cinética do quadro interno €:

Eeom =%a2 cos’B 1. %/‘32 I, +%0’c2 sin’B 1, (3.45)

O rotor tem trés graus de liberdade, e a energia cinética do rotor no SR (S)
estad representada por Eq.(3.18). A energia cinética total do sistema é:

1. 1. 1. 1., .
E.g, =Ea2 I, +Ea2 cos’ B 1, +Eﬂ2 Iy, +Ea2 sin’fB 1.

+%(11 (dcosﬂcosy+ﬁsin7/)2 +1, (—dcosﬂsin7+ﬁ"cosy)2 +1, (dsinﬂﬂ'/)z) (3.46)

Aplica-se a equagdo de Lagrange a energia cinética do sistema, para cada

angulo, da seguinte forma:

i aECSixz _aECSixz _O i aE‘C‘SN _aECSiw _0 d aE‘C‘SN _aECSiw
di\ oa op oy oy

As equagdes de movimento do sistema sdo normalizadas pelo mesmo

=0

B dt

oo dt

processo anterior, Eq.(3.12), para trabalhar em forma adimensional. Para
simplificar as equag¢des o quadro interno tem a distribui¢do inercial de um anel
delgado, Ip=I, € Ig,=Ir.=I;. Depois de arranjar e simplificar as equacgdes de
movimento temos:

" 1

a = . H
(A;ud+:ul ﬂz)coszﬂ+(ﬂx+ﬂd S1n2ﬂ+#p cos’ ﬂ)(c+ﬂd){( 1

+, + 24, —1)B cos’ B ;/’0{’-|—(,u1 + i+, —I)B cos’ f3sin (a’)2
+(C+,ud)(,ul+,u2 +2u, 24, —l)cosﬂ sinffa' f

+((/U1+,u2_1)c_2:u1 ,uz_(d"'l):ud)cosﬂ}/’ﬂ'} (347)
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" _ 1
(Auy+ 1) cos” B+ (g, + u, sin® B+ u, cos’ B)(C+ u, )

{(m

iy + 2, =2, 1) Bsin B cos’ Ba’' B+ ((A(p+ 1)

=241, 1, )c0s? B+ (g, + g1, sin® B+ p, cos® ﬂ)(D—l))cos,B ya

+((A (1 + 1, + 1, = 1, =1)= g1y 1, )eos® B+(A+p, — 1, =1)(4,

41, cos® B+ p, sin® ,B))cosﬂ sin B (')’ +((4+ u, —1)cos? B+2 u,
+u,sin® B+ p, cos® B)B y' /3'} (3.48)

"_ 1
Apy + y2)0082ﬂ+(/1x+,ud Sin2ﬂ+ﬂp cos’ ﬂ)(c+#d)

{((,Ud

(
+C)(~p, = pysin® B— p, c0s” B)+ (=gt 1= A p, ) cos® B) B (')’
C

+ +4y) ,u1+,u2 +2u,-2p, —l)sin2ﬂ+(A Hy+ 1y 1,)(1=D)cos® B

+(#r+ﬂd sin® B+ u, cos ,B)(l— )(C+ ,ud))cosﬂ a' B’
+( A M, + 1 ,u2 cos ,6'+(,u] o, u, - )sin2ﬁ+(,ud sinzﬂ-l—,up cos’ B
+ 41 )(C+ ) )B cos’ B (a’)2 + (4t + py + 241, —1) B sin B cos® By o'
+((,ul+luz _1)C_2:u1 Hy _(D"'l)lud)smﬂ cos f 7',8'} (349)
Onde os parametros A, B, C e D foram apresentados anteriormente,
Eq.(3.2), Eq.(3.3), Eq.(3.4) e Eq.(3.22). Os momentos de inércia u; e u, do rotor
foram apresentados na Eq.(3.5). O valor u, ¢ o momento de inércia normalizado

do quadro externo no eixo x (Eq.(3.40)), os valores u, e 1y s30 os momentos de

inércia do quadro interno, Eq.(3.43), e sdo definidos da seguinte forma:
m=1./1 =1y /1 Hy=1p, [l =1, 1 (3.50)
A equagdo adimensional da energia cinética, seguindo o mesmo raciocinio
da Eq.(3.15), é:
EE,, =a"” pu_+a"” cos’f “, + B p,+a? sin’ By, + 1 (e cos Beos y + B'sin 7)2
+1, (~a' cos Bsiny + f cosy) +(a'sin f+7')’ (3.51)
A quantidade de movimento angular também fundamental para entender o

processo de impacto, ¢ a soma das quantidades de movimentos angulares de cada

corpo do sistema. Convenientemente calculamos a quantidade de movimento
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angular no SR(R), isto diminui a complexidade do calculo numérico. A
quantidade de movimento angular do rotor se calcula com a velocidade angular da
Eq.(3.10) e a matriz de inércia da Eq.(3.1).
Adcosf+Bp
*H,,=1,|Bdcosf+Cp (3.52)
asin f+y

A quantidade de movimento angular do quadro interno se calcula com a

velocidade angular da Eq.(3.44) e a matriz inércia da Eq.(3.44).

I, acosp

"Hy,, =| I, B (3.53)

I, . asinpf
A velocidade angular da Eq.(3.41) e a matriz de inércia da Eq.(3.40) nos
fornecem a quantidade de movimento angular do quadro externo no SR(Q), o
passo seguinte ¢ leva-lo ao sistema referencial (R) mediante a matriz
transformagao de coordenadas da Eq.(1.4).
I o cosp
RHQEX, = 0 (3.54)
I asinpf
Finalmente, a quantidade de movimento angular do sistema resulta da soma

dos vetores das Eq.(3.52), Eq.(3.53) e Eq.(3.54).
13(/102 cos,B+B,B)+1RX acosf+1, acosp
RH,,, = I,(Bdcosfp+CB)+1,, p (3.55)

I(asinf+y)+1, asinf+1 asinp

A equagdo anterior ¢ normalizada pelo mesmo processo antes apresentado
na Eq.(3.12), e os valores dos momentos de inércia adimensionais das Eq.(3.5) e
Eq.(3.50). A quantidade de movimento angular do sistema na forma normalizada:
(A+,up +/¢x)a'cosﬂ+B g’
*Hyg,=| (C+pu,)B' +Ba'cosp (3.56)
(I+p,+u)a'sing +y'

Tendo a quantidade de movimento angular do sistema no SR (R) pode-se
representa-la em qualquer outro sistema referencial. A representacdo no SR(F) ¢
particularmente util para observar a variacao do vetor no espago acompanhando o

movimento.
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3.2.1.
Condicao inicial do sistema conservativo

As equagdes que descrevem o movimento sdo de segunda ordem, sendo
necessarias portanto condigdes iniciais de posicdo e velocidade mas, para elas
descreverem o resultado de um impacto deve-se ter em conta os aspectos
discutidos no item 3.1.1. Os angulos iniciais (ay, Sy € y9) aparecem da defini¢do
dos dois SR imediatamente depois do impacto, e as velocidades iniciais sdo
obtidas da mudanca do vetor quantidade de movimento angular.

No instante inicial (depois do impacto) a quantidade de movimento angular
¢ a mesma apresentada na Eq.(3.11), transformando-a ao SR (R), e depois de
passando-a pelo processo de normalizagao resulta na forma adimensional:

—sin( /3, ) cos(a,)

RHOW([:O) =*1° °T" "h, = sin(¢,) (3.57)

cos(f3,) cos(a,)

Igualando as equagdes Eq.(3.56) e Eq.(3.57) obtém-se as velocidades
angulares inicias.

,__sinf cose, p, +C,sin f cosa, + B, sine, (3.58)

T (et + a2, ) (g + Cy )+ Ay 11+ ty 15 cos B,

Bl = B, sin f3; cos +(ﬂx +yp)sin0£0 + 4, sina, (3.59)

' (141, ) (1 + Co) + Ay g1+ 1y 1

1
& (et 11, ) (4 C )+ Ay 7+ 1y )cos

{((/’lx—‘rll'lp)(/'ld +Co)+Ao My

14, 11y ) c0s” 3, cosa, +( 41, + p; +1)(( 44, + G, )sin B, cos a, + B, sinax) Sinﬂo} (3.60)

Com as velocidades inicias em fun¢do dos angulos inicias, as condig¢des
iniciais possiveis ficam completamente definidas. No caso do corpo no espago a
magnitude do impacto fica completamente definida pelo angulo inicial, e no caso
do sistema vale a mesma conclusao.

Seguindo o raciocinio das condig¢des iniciais do impacto, Eq.(3.6), e usando
a quantidade de movimento angular para o sistema conservativo da Eq.(3.56),
temos a equagao que relaciona a magnitude do impacto com o angulo inicial. Por
exemplo, no impacto em y (4H,), os angulos que descrevem a posi¢do inicial sdo:

a¢#0, By=0 (para um valor de y, qualquer), entdo:
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M A
Ao —— 5 4 tza(;cos(ﬂo)

U (e ) Q) A st )y

- (4 + 1, +1,) M, A
' ((ﬂx+ﬂp)(ﬂd+co)+Ao/1d+,ul,uz) I

By

Substituindo as velocidades iniciais da Eq.(3.58) e Eq.(3.59) chega-se a:
M, At

=sinq,
3

Para o impacto no eixo x (4H,) chega-se ao mesmo resultado da Eq.(3.39).

Portanto a magnitude do impacto fica definida pelo angulo inicial.

3.3.
Sistema com atrito

Nao considerando o atrito com o meio que envolve o aparelho, a dissipagao
se limita ao atrito que existe entre os corpos componentes do Giroscopio.
Considera-se viscoso este atrito para efeito de representacdo matematica.
Continuando a usar rotagdes seqiienciais trabalha-se com os quatro SR da
Eq.(1.3). Atente-se que o SR (Q) ¢ solidario ao quadro externo, o SR (R) ao
quadro interno e o SR (S) ao rotor. Em muitas ocasides, nas formulas, faz-se
referencia ao SR em lugar do corpo.

Para explicitar as forgas entre os corpos, as equagdes de movimento serao
obtidas pelas leis de Newton e Euler, os trés corpos do sistema serdo analisados
isoladamente (Figura 2.2). Existem momentos ou forcas internas de agdo e reacao
nas unides (mancais) dos corpos que compdem o sistema, estas forcas relacionam
as equacdes obtidas na analise de cada corpo, e finalmente, se obtém as equacdes
de movimento do Giroscopio.

Inicia-se a analise pelo quadro externo, este corpo tem apenas um grau de
liberdade ¢ a sua velocidade angular foi apresentada na Eq.(3.41). O quadro
externo interage com o sistema fixo (F) pelo mancal que ha na sua base (Fig. 2.5).
A equagdo que relaciona uma componente do momento (torque) do quadro interno

sobre o quadro externo é:

M}E/);) _M%rito — Ix a (361)
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Onde M ,E/’;) ¢ o momento do quadro interno sobre o quadro externo

(componente do eixo x comum entre o SR (F) e SR (Q)), M QA;’”" ¢ 0 momento

resistivo no mancal que fica na base do quadro externo, /., foi definida na

Eq.(3.40). O momento resistivo devido ao atrito viscoso com coeficiente Cp,
entre (F) e (Q):
M ;/Ff”'” =C,p 0 (3.62)
A equacgao Eq.(3.61) representada no SR(Q), pode ser escrita como:
M) =1, 6+Cpy i (3.63)

Continua-se a analise pelo quadro interno, a velocidade do quadro interno
foi apresentada na Eq.(3.44). O momento (torque) do quadro externo sobre o

quadro interno através dos mancais, no SR(R):

M%")
RM%= ~Cyi B (3.64)

M)

De forma equivalente o momento no quadro externo devido ao quadro
interno, no SR(Q), pode se escrever de forma geral como:

0

My

_ ()
ny = M% (3.65)

M)

(=
%
O atrito viscoso também esta presente no mancal que une o quadro interno e

o rotor. Os momentos oriundos do rotor sobre o quadro interno no SR(R):

(")
My,

g =My (3.66)

Crs 7

M

O momento no quadro interno serd calculado utilizando a lei de Euler. O
ponto de referéncia indicado por R indica o centro de massa do quadro interno,
que, ao desconsiderar imprecisdes de fabricac¢do, coincide com o centro de massa
do rotor (S).

"M, = d;ItR ~"H,+é, H, (3.67)
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A matriz de inércia do quadro interno foi apresentada na Eq.(3.43), e depois
foi simplificada assumindo uma geometria de um anel delgado. Nestas condigdes
a quantidade de movimento angular do quadro interno, Eq.(3.53), se escreve
como:

I, acosp
"H, = 1, p (3.68)
I, asinf
A matriz associada til (item 1.3 do Capitulo 1) & velocidade angular do
quadro interno, mostrada na Eq.(3.44), ¢ escrita como:
0 —drsin S Vi
O, =|asinf 0 —acosf (3.69)
.y acos f 0
E, para completar a Eq.(3.67), deriva-se o vetor quantidade de movimento
angular da Eq.(3.68), resultando:

I, (é{' cosf-a f sinﬂ)

RHR _ I, IB (3.70)
1, (0’2 sin f+a B cosﬂ)

Substituindo as trés ultimas equacdes anteriores na Eq.(3.67) temos:

1, (d cosf—a B sin,B)

M, = I, B+(Ip—ld)d2 sin B cos f (3.71)
1, (o'i sinB+a B cosﬁ)—([p —Id) a B cos

Outro caminho para chegar a0 momento no quadro interno, ¢ pela soma dos

momentos que exercem o quadro externo e o rotor.

M, = *M,, + *M

o y (3.72)

Calcula-se 0 momento do quadro externo sobre o quadro interno no SR(Q),

transformando a Eq.(3.64) do SR (R) para (Q):

Mg());) Mé/‘) cos B+ Mé/Z”) sin 8
QM% = (g):) = QTR RM% = ( ”) _CQR ﬂ( ”) (373)
M%) M% cosﬂ—M% sin f#

Os momentos de a¢do e reagdo entre o quadro interno e externo sao:

°M,, =M (3.74)

Yo
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Igualando a componente no eixo x da Eq.(3.74) com a Eq.(3.63) obtida da

analise do quadro externo:

M§) =-M{)=-1,6-Cpyd (3.75)
Na Eq.(3.72) substitui-se as equagoes Eq.(3.71) e Eq.(3.66):
1, (d cosf—a ﬂsinﬂ) MS(/;")
I, B+(1,-1,)d’ sin B cos B ="M, + My | (3.76)
1, (0'2 sin,B+02,Bcosﬂ)—(lp—ld)dﬁcosﬂ Crs 7

Entdo o momento do quadro externo sobre o quadro interno no SR(R):
(a cosf-a B smﬂ) M(”
RMQR= 1, ﬂ+( i d)a sin 8 cos,b’—MS/'R") (3.77)
1, (d sin f+a cosﬂ)—(lp —Id) a f cos f—Cps 7
Passando o momento anterior ao SR(Q):

cosff 0 sinpf
0 10 |*M (3.78)

QM o
—-sinff 0 cospf

Considerando apenas a componente em x do momento QMQ/ no SR(Q),

Eq.(3.78), obtém-se o mesmo resultado que a Eq.(3.75),

-l,.a-Ca = (Ip (dcosﬂ—dﬁsinﬁ)—Ms(/’:) )cos,H

+(1d (¢ sinp+a fteosp)—(1,-1,)c B cos f—Cpy y')sinﬂ (3.79)

Arranjando a equagdo anterior tem-se:

M cos p=d(1,+1,cos’ f+1,sin* B)+C,. d—C,.7sinp
—Z(Ip—ld)d B cos fsin B (3.80)

Considerando o momento do quadro externo sobre o quadro interno no SR

(R), Eq.(3.77), a componente no eixo y " deve ser igual & componente da Eq.(3.64),

eliminando com isso mais uma incognita.
Id,ﬁ+(lp—ld)022 sin cosﬂ—MS(/i”)z—CQR,B' (3.81)
Arranjando a equacgao anterior:

M(V)—I ﬂ+( )a smﬂcos,6’+CQR,B (3.82)
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O 1ultimo corpo analisado € o rotor, SR (S). A velocidade do rotor no SR (R)
foi apresentada na Eq.(3.10), e a matriz de inércia na Eq.(3.1). O momento do
quadro interno sobre o rotor, pelo efeito de acdo e reagdo na Eq.(3.66), pode ser

calculado também pela lei de Euler:

(")
My,
L= MY =t e, tHy, (3.83)

Crs 7

R _ _R
M%— M

A quantidade de movimento angular RH% ¢ a mesma da Eq.(3.52), e pode

ser simplificada como:
Adcosfp+Bp h,
“H, =I|Bdacosf+Cp|=|h, (3.84)
asinf+y h,

A matriz associada til da velocidade angular foi apresentada na Eq.(3.69). O
produto da matriz associada pela quantidade de movimento angular simplificada
da Eq.(3.84), da como resultado:

—h, a sinf+h, f
@, “H, =|h asinf-h, acosp (3.85)
—h, B+h, ¢ cosp

Deriva-se a forma simplificada do vetor quantidade de movimento angular,

Eq.(3.84), e junto com a Eq.(3.85), substitui-se na Eq.(3.83) para obter o momento

do quadro interno sobre o rotor.

(") : :
Mg, ho—h, asinf+h B

—1f My | = Iiy+.hx G sinf ~h. d cos f (3.86)
Crs 7 h,—h, B+h, acosp

Estas sdo as incognitas que faltavam nas equacdes: Eq.(3.80) e Eq.(3.82).
Quando se substitui as incognitas na Eq.(3.86) obtemos as equagdes que
descrevem o movimento do sistema.

Ao analisar a primeira linha da Eq.(3.86), precisa-se multiplicar pelo termo

cosp para que a incognita fique igual a da Eq.(3.80):

MS(%) cosﬂ+(ﬁx—hy a sin S+ h, B)cosﬂ =0 (3.87)

As outras linhas da Eq.(3.86) sdo:
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MYV +h,+h, dsinB—h dcosf=0 (3.88)

Cps 7 +h. —h B+h, d cosfB=0 (3.89)
Agora, faltam apenas as derivadas de A, h, e h., que sdo obtidas derivando a
Eq.(3.84) o que inclui os pardmetros apresentados nas equagdes Eq.(3.2), Eq.(3.3)
e Eq.(3.4). Considerando algumas propriedades dos parametros A, B, C ¢ D, com:

A=-2By, C=2By, B=Dy,asderivadas sio:

h,=1,(~2Bycos Ba—Asin fc f+ Acos i +Dy f+Bf) (3.90)
h, =I,(Dycos B —Bsin B f+Bcos Béi+2By f+C ) (3.91)
h. =1I,(sin Béi +a fcos B+7) (3.92)

Substituindo todas as incognitas que apresentam as equagoes: Eq.(3.80),
Eq.(3.82), Eq.(3.90), Eq.(3.91) e Eq.(3.92) nas equagdes finais: Eq.(3.87),
Eq.(3.88) e Eq.(3.89), obtém-se as equagdes de movimento:

(I, Acos® B+1,+1,cos’ B+1,sin” B)éi+1,B fcos f~21, B cos’ 3
—((A+C—1)I3 +2(1, —Id))dﬁ'cosﬁsinﬂ+(1)+1)13ﬂ'y‘cosﬂ
~1,B(a') sin fcos’ f+Cppyd—Crs 7 =0 (3.93)

(I,C+1,)B+1,Bécos f+(I,(A+1)+1,~1,)sin fcos B(c) +21,b7 B

+1,(D-1)aycos f+Cyp f=0 (3.94)

13)'/'+]3a'Zsin/i’+]3(1—D)o'c[5'cosﬁ+I3Bcoszﬂ(d)2—13B(,B)2+CRS;?=O (3.95)

Estas equagdes devem ser normalizadas, com o mesmo processo definido
anteriormente, as derivadas se alteram de acordo com a Eq.(3.12), e as inércias
adimensionais com as Eq.(3.5) e Eq.(3.50). Um novo parametro resulta do
processo de normalizacdo para o coeficiente de atrito viscoso, em sua forma
normalizada se escreve:

Cro L

5

ko =

= 3.96
0=t (3.96)

QR = =
v v I
Finalmente, as equacdes do movimento que descrevem a dindmica do

Giroscopio, na sua forma adimensional, sao:
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" 1
a =
(A,ud + 4, ,uz)coszﬂJr(,uer,ud sin2ﬁ+up cos’ ﬂ)(CJr,ud)

{(/Ul

+p,+2u, —1)B coszﬂy’a’+(yl+,uz +u, —1)B coszﬂsin,ﬁ’(oc')2
+(C+,ud)(,ul+,u2 +2,up—2,ud—1)cosﬂ sinfa' p
+((,U1+,U2 _I)C_zlul Hy _(d+1),ud)cosﬂ ' p

+(y +C)sin f ks 7'+ B cos f kyy B = (11, +C)kyp a'} (3.97)

" 1

B = : {(:“1

(Auy+ 1) cos” B+ (g, + u, sin® B+ u, cos’ B)(C+ u, )

iy +2u, =2, 1) Bsin B cos’ Ba’' B+ ((A(p+ 1, 1)

=241, 1, )c08? B+ (g, + g1, sin® B+ p, cos® ﬂ)(D—l))cos,B ya

(4 (ot a1, = g1, =1) = g1 1y )cos® B (A p, =1, =1) (1,

+41, 008> B+ p, sin’ B))cos Bsin B (a') +((p4+ 1, ~1)cos® B+2 u,

+ 41, sin” B+ p1, cos” B)B y' B+ B cos Bsin B kyg 7'

+(Acos® B+ p, + p, sin® B+ p1, cos® Bky, B~ B cos Bk, a'} (3.98)

” 1
Vo= .
(A/Jd + 4 luz)cosz ﬂ+(ﬂx+/ud Slnzﬁ"'/up cos ﬂ)(c+ﬂd)

{((/ld

+C)(~pt, — pysin® - p, c05* B)+ (~ s, 1, — A 1, ) cos® B) B (')
+(C+yd o+t + 20, =241, —1)sin® B+ (A p, + 1, p1,)(1-D)cos’ B
+(p,+ g sin® B+ p, cos” B)(1-D)(C+ ) )cos B a'

+( Aﬂd+y1y2 cos ,B+(y1+y2+y —l)sm ﬂ+(,udsm ﬂ+,upcos p
+,uX)(C+,ud))Bcoszﬁ(a')z+(,u1+,uz+2,ud—1)Bsinﬂcoszﬂ7/'0{'
+((pty+ 1, =1)C =241, 1, = (D+1) g1, )sin B cos B y' B/ +((C— u, ) (1,
+, cos2ﬂ+(1+yd)sin2ﬂ)+(A Uy + 1 ,u2)coszﬂ)kks 7'

+B cos fsin B ky, '~ (C+ p,)sin B by, o'} (3.99)
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A expressdo matematica para a energia cinética adimensional do Giroscopio
¢ a mesma escrita na Eq.(3.51). A analise da condicao inicial ¢ a mesma que no
caso do sistema conservativo, porque o sistema € 0 mesmo € porque no processo
de impacto o atrito ndo esta envolvido. Entdo as velocidades iniciais em funcao
dos angulos iniciais sdo as expressdes matematicas: Eq.(3.58), Eq.(3.59) e

Eq.(3.60).

3.4.
Trajetoria do eixo do rotor

Uma forma elegante de observar o movimento consiste em acompanhar a
trajetoria de um ponto do eixo do rotor (eixo de simetria (e;) porém nao de
axissimetria), vetor de coordenadas (x,y,z). Antes do impacto o eixo permanece
fixo no espaco e por conseqiiéncia as coordenadas (x,y,z) ficam constantes, depois
do impacto o eixo passa a apresentar movimento de nutacdo e precessdo.
Convenientemente trabalha-se com um vetor unitario, cuja trajetdria espacial ¢
sobre uma esfera de radio unitario.

x=sinf y=—cosfsina z=cos fcosa (3.100)

Estas coordenadas ajudam muito na visualizagdo do movimento, estando
escritas no SR(F). No instante inicial, antes do impacto, o valor é: r(0,0,1).
Finalmente, com isto se podem definir claramente os dois lados do hemisfério, um
quando z>0 e o outro quando z<(. Esta distin¢gdo sera muito importante quando
consideramos a estabilidade do sistema e procurarmos definir as bacias de atragao.
Um movimento instdvel sera causador de passeio deste vetor pelos dois

hemisférios.
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