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Introducgao

A Mecanica Classica tem suas raizes nos trabalhos de Newton, Euler,
Lagrange, Gauss, Jacobi, etc. O estudo da dindmica de um corpo no espago ¢ um
tema fascinante e, sendo uma temdtica antiga, existe uma imensa variedade de
textos disponiveis sobre o tema. Ainda hoje se estuda com muito interesse as
teorias desenvolvidas nos ultimos 200 anos. Um fato importante na evolucio da
Mecanica foi o aparecimento das ferramentas computacionais, linguagem de
programacdo, e pacotes de programas especializados nas diferentes areas da
engenharia que apdéiam a demanda moderna de tratamentos na Mecanica
Analitica. E importante continuar com a investigagio no contexto classico para
integra-lo de uma maneira inteligente as aplicacdes modernas na engenharia,
porém dentro do marco histérico evidente sobre o assunto da Mecénica Classica.
Muito se fez porém muito resta a fazer, vide o mundo novo da dindmica na micro

€ na nano escala.

1.1.
Histoérico

Galileu descobriu que um corpo que estd se movimentando submetido a
gravidade terrestre adquire uma aceleragcdo constante. Newton perseguiu um
objetivo maior: obter um cddigo de leis que governassem o movimento de um
corpo sob todas as combinagdes possiveis de forcas. A revolugao do pensamento
cientifico que culminou com as descobertas de Newton, levou-nos a uma visao do
universo como um gigantesco giroscopio funcionando como um mecanismo de
extraordinaria precisdo. Gerolamo Cardano (1501-1576) inventou varios
dispositivos mecanicos, incluindo aquele que chamamos suspensdo cardanica
composto de trés anéis concéntricos unidos permitindo o movimento de rotacao
livre de uma bussola, além do Eixo Cardan com junta universal que permite a
transmissdo de movimento rotativo em varios angulos. Cardano declarou que o

movimento perpétuo ¢ impossivel, exceto em corpos celestes.
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As principais conquistas cientificas do século XVIII consistiram em
equagdes para modelar diversos fendmenos fisicos, mas houve menos sorte na
tentativa de resolver estas equagdes. A palavra “andlise” adquiriu uma especial
conotacdo durante esse século, quando aspectos tedricos do calculo foram sendo
consolidados: um dos principais artifices de tal desenvolvimento foi Leonard
Euler (1707-1783), o matematico mais prolifico de todos os tempos. Os angulos
de Euler foram definidos para descrever a orientacdo de um corpo rigido no
espago euclidiano 3-dimensional. Ha varias formas de definir os trés partdmetros
necessarios para descrever a orientacdo de um corpo no espaco; na técnica
originada em Euler qualquer orientacdo pode ser obtida pela composicao de trés
rotagdes elementares sequenciais.

Em 1750, Joseph Louis Lagrange (1736-1813) partiu das idéias de Euler e
elaborou uma nova formulagdo que deu origem a Mecanica Analitica. Duas
abordagens distintas que haviam estado presentes durante décadas, foram
formuladas eficientemente por Lagrange. A primeira consistia no principio de
conservagdo da energia, € a segunda na introdugdo de coordenadas generalizadas.
Estas idéias foram retomadas por Hamilton (1805-1865), que reformulou
novamente a Dindmica, dando-lhe maior generalidade. Apesar de todos os
importantes sucessos alcangados em fisica ¢ matematica, a prdpria natureza
constitui um desafio na sua compreensao e embora os matematicos tenham podido
concretizar algo sobre a ordem do universo e as razdes dessa ordem, a vida ainda
se dava em um mundo desordenado.

William Rowan Hamilton inventou em 1843 um numero hiper-complexo de
4 componentes, a que deu o nome quatérnio. Foi uma inven¢do matematica cuja
utilidade somente comegou a se tornar evidente 150 anos depois, quando
apareceram aplicagdes na engenharia aeroepacial. Apesar do numero hiper-
complexo poder ser definido com componentes de 1 até n, poucas aplicagdes
foram encontrados para o nimero hiper-complexo de n>4.

Ao final do século XIX a ciéncia se balizava em dois paradigmas muito
diferentes para a modelagem matematica. O primeiro e mais antigo, a analise de
grande precisdo através das equacdes diferenciais, € o segundo que inclui o
conceito de grandezas estocasticas com descricao de sistemas dindmicos com um
maior grau de complexidade. Henri Poincaré (1854-1912) conhecia a importancia

das probabilidades no mundo fisico, sabia que o azar faz parte da vida didria, e
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como também acreditava no determinismo cléssico, queria encontrar onde estava
a fonte do azar. Ele observou varios mecanismos mediante os quais a descri¢ao
deterministica do mundo poderia dar lugar de forma natural a idealizagdo
probabilistica, um destes mecanismos sendo a sensibilidade as condigdes iniciais.
A famosa “memoria” de Poincaré sobre o problema dos trés corpos foi publicada
em 1890: ela se tornou famosa por reunir os fundamentos em mecanica celeste de
autores de renome, e por conter a primeira descricdo matematica do
comportamento cadtico em um sistema Dindmico. O Caos ¢ um tipo de
comportamento que pode ocorrer ocasionalmente em alguns sistemas, seu estudo
esta mais ligado a Dindmica ndo linear. Sistemas simples podem gerar
comportamentos muito complicados, € 0 mesmo sistema com pequenas variagdes
nas condicdes inicias se pode comportar de forma radicalmente diferente: este tipo
de comportamento imprevisivel ¢ chamado de cadtico. Alexander Lyapunov
(1857-1918) recebeu a influéncia das idéias de Poincaré, e utilizou uma definigdo
de estabilidade mais abrangente que a defini¢do de estabilidade de Poisson
utilizada por Poincaré. Lyapunov se empenhou em uma investigagdo qualitativa
em teoria de estabilidade, em 1892 seus resultados foram publicados como
notaveis.

O giroscopio foi inventado em 1850 por Jean Bernard Léon Foucault
(1819-1868), utilizado para mostrar que a Terra de fato gira sobre seu proprio
eixo. A experiéncia realizada por Foucault mostrou que o rotor mantém a
orientacdo original no espago, apesar do movimento de rotagdo da Terra. O
giroscopio veio a substituir a bussola na navegagdo maritima. Na aviacdo, serviu
de giro-compasso e piloto automdtico, permitindo o voo em condigdes de
visibilidade zero. Nos voOos espaciais o dispositivo ¢ fundamental para a
orientacdo das espagonaves. Os giroscopios também tém sido utilizados para
estabilizar plataformas de tiro e para estabilizar plataformas inerciais, sobre as
quais estdo fixados captadores de aceleracdo para a navegagdo inercial usados em
avides e misseis construidos antes do aparecimento do GPS. As agéncias espaciais
utilizam um aparelho baseado no giroscépio, conhecido como giroscopio humano,
para o treinamento de astronautas.

Em 1937, Kurt Magnus completou seus estudos de matematica, fisica e
quimica na Universidade de Gottingen, com sua tese Doutoral "Oscillations of

force-related gyroscopes", sob a orientacdo de Ludwing Prandtl e Max Schuler.
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Ambos professores despertaram seu interesse em Mecanica e, especialmente, em
vibragdes e giroscopios, de tal forma que ele ficou fascinado por este campo de
investigagdo. Ao final da Segunda Guerra Mundial, ele foi for¢ado a trabalhar
para um instituto de investigacdo na Unido Soviética, sendo depois de 7 anos
finalmente libertado. Embora estes tenham sido anos dificeis para Magnus, ele
conseguiu um ganho pessoal cientifico consideravel. Em 1966, aceitou o convite
para dirigir o departamento recém fundado de Mecanica na Universidade Técnica
de Munique, onde ficou até sua aposentadoria como professor emérito em 1980.
Ele fez deste lugar um sitio muito importante da investigagdo cientifica no
dominio da Mecéanica. O trabalho cientifico de Kurt Magnus ¢ caracterizado por
suas numerosas publicacdes importantes sobre teoria e tecnologia do giroscopio.

Na década de 1960, a pds-graduacdo foi sendo introduzida em algumas
universidades brasileiras, e foi nesses anos que a UFRJ concedeu o grau de M.Sc
ao Prof. Hans Ingo Weber, que logo depois recebeu uma bolsa do DAAD -
Servigco Alemao de Intercambio Académico e em 1971 terminou o seu Dr.-Ing. na
Universidade Técnica de Munique, sob a orientagdo de Kurt Magnus, com a tese
“Controle de atitude de satélites usando rodas de reagdo". Em 1974, na
UNICAMP, participou na criagdo de um dos primeiros departamentos de Projeto
Mecanico no Brasil. Naqueles primeiros tempos algumas iniciativas foram
fortemente ligadas ao Prof. Weber: uma conferéncia nacional em Engenharia
Mecanica, a fundagdo da ABCM - Associacao Brasileira de Engenharia e Ciéncias
Mecanicas. Em 1998 assumiu a posicdo de professor titular da Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro. Desde aquela época ele ¢ ativo na area
de Dinamica de Sistemas Mecanicos e uma caracteristica comum ao seu trabalho
cientifico ¢ a harmonia entre o estudo analitico/numérico e experimental ao
descrever algum fendmeno especifico. Weber recebeu muitos reconhecimentos
cientificos, entre eles: do Governo brasileiro a Medalha do Mérito Cientifico
(2002), da SBMAC o diploma de Mérito por sua expressiva contribui¢do para o
desenvolvimento cientifico (2003), o prémio ABCM de Engenharia Mecanica
Brasileira (2007) e foi convidado para ser membro permanente da Academia
Nacional de Engenharia (2008).

O autor desta tese iniciou sua atividade cientifica na area de motores de
combustdo interna, depois de graduar-se como engenheiro mecanico pela

Univerdidad Nacional de Ingenieria (Lima-Pertl) em 2001, trabalhou alguns anos
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na industria “Metal Mecanica” até viajar ao Brasil, terminou o curso de mestrado
no ano 2006 na PUC-Rio na area de dindmica veicular. Durante o mestrado
aumentou seu interesse pela dindmica de corpos no espaco (satélites), conheceu o
Professor Weber na matéria de Dindmica, identificou-se com a metodologia e o
conteudo da matéria procurando assim aprofundar mais nesta linha de pesquisa.
Nos ultimos anos o autor publicou alguns artigos cientificos com orientacao do
Professor Weber; entre estes artigos encontra-se: “Simulation and graphical
motion visualization of the Magnus gyroscope” (30° CILAMCE) que envolve

grande parte do desenvolvimento cientifico que deu lugar ao tema da atual tese.

1.2.
Revisao Bibliografica

Os movimentos de corpos no espaco e do giroscopio foram amplamente
estudados desde antes das obras de Magnus, mas a primeira referéncia direta que
chegou as maos do autor foi um artigo feito por Weber [1], onde se estuda o
movimento de um corpo no espago com grandes oscilagdes. Um fato inovador é o
processo de normalizacdo de parametros e assim conseguir trabalhar de forma
adimensional; neste trabalho analisou-se o movimento utilizando duas ferramentas
diferentes, os angulos cardanicos e quatérnios. Estas ferramentas foram estudadas
e relacionadas em muitos trabalhos de investigagdo, por exemplo: Schutte [10],
Gavilan [13], Trindade [14], Biasi [15], Gurfil [18], nestes trabalhos estuda-se o
movimento dos corpos que reportaram diferentes formulagdes matematicas.

Também se podem mencionar textos classicos que ajudam na introdugdo a
dinamica rotacional, como Whittaker [2], Rimrott [4], Goldstein [19]. Para
alguém mais familiarizado com o tema, AIAA [3] ¢ um texto que apresenta a
Mecanica a partir de uma Optica cronologica, aborda a dindmica analitica com
uma sistematica simples, embora sofisticada. Um texto que apresenta a dinamica
analitica desde uma abordagem particularmente atual ¢ Udwadia [11], onde ¢
muito usada a algebra matricial. Na tematica dos quatérnios, um livro muito
importante para o desenvolvimento deste trabalho ¢ Kuipers [20], onde se estuda
os movimentos de rotacdo desde a teoria de rotacdes seqlienciais e quatérnios.

Apresenta-se também uma teoria completa da algebra de quatérnios sendo um
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livro especializado na area aeroespacial estudado desde um enfoque analitico
moderno.

Weber [9] resume as ferramentas necessarias para o estudo do movimento
rotacional, trabalhando com uma nomenclatura muito adequada para esta
aplicacdo e coincide neste aspecto com AIAA [3]. A importancia da nomenclatura
nao deve ser subestimada pois ajuda na manipulacdo das equagdes e facilita o
raciocinio do problema. H4 uma divergéncia grande nas nomenclaturas existentes,
pela variedade de literatura e isto € um assunto atual, por exemplo, Pece [8]
propde uma nomenclatura nova que pode ser utilizada em problemas desta area.

Além dos conhecimentos necessarios em dinamica rotacional, também ¢
importante para o presente trabalho a teoria da dindmica nao-linear, entre livros e
teses de doutorado foram de valia Strogatz [21], Savi [22] e Belato [23],
publicagdes que apresentam a teoria cldssica com enfoque atual da dinamica nao
linear. Estes textos fornecem as ferramentas necessarias para a analise nao linear
do problema, encontrando-se defini¢des como diagramas Plano-fase, mapas de
Poincaré e expoente de Lyapunov.

Outras fontes de consulta que ajudam no estudo da estabilidade do
movimento foram Rimrott [4], que aborda explicitamente a dinamica de
giroscopios tocando topicos como o triangulo de Magnus e forgas giroscopicas, o
proprio Magnus [24], livro especializado em giroscopios e Leipholz [5] que
apresenta amplamente uma teoria de estabilidade aplicada a sistemas dinamicos.
Textos como Arnold [7] e Crabtree [6] podem nos introduzir no mundo do
giroscopio a partir de um contexto historico, neste material explicam-se algumas
caracteristicas dinamicas deste instrumento tdo particular, ajudando na
compreensdo do seu comportamento. Embora exista extensa literatura orientada a
analise do movimento do corpo no espago, a implementagdo de ferramentas como
quatérnios sao de utilizacao recente na sua formulagdo [10]. Ela ¢ particularmente
conveniente na rotacdo de corpos ndo axissimétricos, onde existe singularidade
quando utilizadas outras ferramentas. O estudo da estabilidade nos movimentos de
grande amplitude [25], por exemplo, aplicados a recuperacdo de satélites que se
tornaram instaveis, ou a estabilidade de um sistema de corpos e a influéncia das
componentes que contribuem na estabilidade do sistema, a representacdo da
dindmica de um corpo celeste aqui na terra, e as formas de estabilizar satélites no

espago exterior sdo assuntos de interesse atual.
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1.3.
Terminologia

Os problemas em Dindmica com muitos sistemas referenciais precisam de
uma nomenclatura especifica, devido a grande divergéncia na nomenclatura
encontrada na literatura cientifica. Definimos entdo:

SR: sistema referencial

Coordenada de um ponto 4 em um SR(R): “A =("a,,"a,."a,)

Vetor posicao de B referido a 4 escrito no SR (R):

iy = |:Rbl ~"a, b, ~"a, "b~"a, T

O expoente esquerdo que informa o SR s6 ¢ indicado caso exista mais de
um SR na analise. O sub-indice esquerdo serd omitido se for a origem do SR. A

posicao do ponto C do corpo, cujo movimento de translagao é seguido através de

outro ponto B do corpo, sera escrito no SR (R) com origem A usando a matriz

~ R R RS S
transformacgdo de coordenadas T entre ambos os SR: "r. = "r, + " T yr..

1.3.1.
Velocidade Angular

O produto vetorial ¢ obtido usando a matriz anti-simétrica associada para o

primeiro vetor no produto. Esta matriz sera representada pelo vetor til:

4 0 -n n

— R& _ _
r=|\r r=|r, 0 n
7 -5 h 0

Isto nos permite definir a velocidade angular do corpo (S) a partir da
derivada de um vetor que conecta os pontos B e C, dois pontos fixos em (S).

d yre _ S~ S

a9 s¥c

Eclipsa-se a informacdo do expoente esquerdo, visto que a equagao pode ser
escrita em qualquer SR. A defini¢do da velocidade angular do corpo (S) no SR
fixo (F) também pode ser obtida a partir da matriz de orientacdo do corpo e de
sua derivada no tempo:

o, ="T °T" (1.1)

Onde o ponto representa a derivada temporal das componentes da matriz.
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A matriz T é fundamental no estudo da rotagdo, e segundo a forma como
seus termos serdo obtidos recebera diferentes nomes: matriz de cossenos diretores,
matriz de transformac¢ao de coordenadas e matriz rotacao ou matriz orientacdo do
corpo (S). A matriz ¢ ortogonal e desse modo ela gira o vetor sem mudar o seu

modulo, e sua transposta representara a transformacao inversa entre SR.

1.3.2.
Matriz de Transformacgao de coordenadas

Uma rotacao entre dois SR mantendo um dos seus eixos invariante resulta
em uma primeira rotagdo seqiiencial. Por exemplo, os SR: F(x,y,z) e Q(x,y"z")
com o eixo (X) invariante sobre o qual o SR (Q) ¢ deslocado de um angulo a,

define-se: “r ="T? 9r.

1 0 0
FT2 =10 cosa —-sina (1.2)

0 sina cosa

Neste caso a velocidade angular sera:

I 0 0 1 0 0
05 0

2@, =T "T°=|0 cosa -sina|0 -dsina -dcosa|= fo,=

0 sinag cosa |0 c¢cosa —asina

Observe-se que a componente ¢ da velocidade angular ocorre no eixo que
fica invariante nesta rotacdo. Para introduzir uma segunda rotacdo seqiiencial,

define-se outro SR (R) e, desloca-se em torno do eixo y " do novo SR (Q),

resultando a seguinte relagdo: “r="T° °r, ="T° °T* *r, = "T" *r. As rotagdes

.. . ~ - , , . 4. . F F : A
adicionais sdo incluidas pos multiplicando as matrizes” T'="T° °T*. Existem trés

rotagdes seqlienciais independentes até se chegar ao SR (S) solidério ao corpo.
Para obter a velocidade angular total, associa-se uma velocidade angular

para cada rotacao seqiiencial. Na técnica de rotagdes seqlienciais podem-se

distinguir duas seqiiéncias mais utilizadas: angulos de Cardan (ou Tait-Bryan) e

angulos de Euler. Nesta tese trabalha-se apenas com os angulos de Cardan.

F Ay 0 By s R ) ,,,S 13)

(X,y,Z) (x,y',z') (xﬂ,yf’z//) (.X ’ym’zn)

Imediatamente se identificam as outras matrizes da rotagdo seqiiencial:
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cosff 0 singf cosy —siny 0
°T*=] 0 1 0 |, *T°=|siny cosy O (1.4)
—sinf 0 cosf 0 0 1

Matriz de transformagdo de coordenadas, obtida por rotacdes elementares

seqiienciais, resulta da multiplica¢do das matrizes de rotagdes:
PP P2 O R (1.5)

A velocidade angular em cada rotacao seqiiencial é:

o 0 0
imQ =10|= ng g(’)R = ﬂ = ng 1Se(”s =10|= ﬁws (1.6)
0 0 y

Agora se calcula a velocidade angular total:
‘o, ="T" "T° %@,+°T" jo, + 0 (1.7)
¢rcos Bcos y+ Bsiny
‘o, = —¢rcos Ssiny+ 3 cosy
asin f+y
Os trés angulos cardanicos recebem os nomes de “roll, pitch, yaw” (balango,

arfagem, guinada).

1.3.3.
Matriz de Rotagao

A matriz rotacdo ¢ definida a partir da visualizacdo geométrica relacionando
a projecao de um mesmo vetor em um ou outro SR. A ac¢do da multiplicacdo de
uma matriz por um vetor sempre pode ser considerada como uma reorientagao
deste vetor no espago. Como a matriz ¢ ortogonal, o modulo do vetor ndo vai
variar nesta operagdo. Considera-se que o SR(S) que caracteriza o corpo parta de
uma posi¢ao onde ele ¢ coincidente com (F) para outra posi¢cdo qualquer (S) no
espago. Sendo a posic¢ao inicial do vetor posi¢do de um ponto B do corpo dada por
r e ao se deslocar para a posi¢do alterada ela sera escrita r', a matriz T que opera
a rotacdo é: r' = T r. Usando a notacdo dada anteriormente se relacionam assim:
r'="r e r="r. Logo, a matriz de rotagdo ¢ a nossa conhecida matriz "T® antes
descrita por outro nome. Altera-se ndo s6 o nome, mas também a forma de obté-

la, embora seja ao final uma matriz idéntica a matriz de transformacgdo de

coordenadas.
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Imagina-se um SR(F) e um eixo passando por uma origem em torno do qual
os trés eixos coordenados de (F) sdo girados solidariamente até uma posicao (S).
Diz o teorema de Euler que dados dois SR sempre se pode encontrar um eixo e
um angulo para realizar esta operacdo. Imaginando agora este eixo e um vetor
qualquer partindo da origem, o ato de girar em torno do eixo faz o vetor percorrer
a superficie de um cone. E pelo estudo da geometria sobre este cone que vai ser

determinada uma expressao para calcular a matriz de rotagdo.

Figura 1.1 Rotagdo em torno de um eixo.

Sendo p o vetor unitario (vetor de rotagdo) que da a dire¢do do eixo em
torno do qual se esta girando de um angulo 6, pode-se mostrar que:

+

r'="r,="r,+R(1-cosf)e +Rsinbe,

e, =p°r,/R

e, =p° °r,/R

Observa-se que “p = *p=p ja que a rotagdo acontece ao seu redor.
Juntando as ultimas equagdes e lembrando que r'= T r, concluimos que:
"T® = E+sin@ p+(1-cosd) p’ (1.8)
onde E ¢ a matriz identidade 3x3.

A matriz de rotagdo possui uma parte simétrica e outra parte anti-simétrica:

F TS
simetrica

= E + (1 —COS 9) sz © g szti—simetrica = Sin 9 13

A velocidade angular sera obtida de L@, = “T° *T”. Resulta, apés um

exaustivo trabalho, na seguinte expressao:
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rog=0p+sing “p+(1-cosd)p “p (1.9)
Esta velocidade angular ¢ escrita em termos dos parametros de Euler: p ¢ 6.
Sao quatro parametros, porém ha uma restricao pelo fato de p ter modulo unitario.

Algumas observacdes devem ser feitas: P ndo ¢ indiferente ao SR como ocorre
com p; como p tem modulo unitario, portanto constante, p e P sdo ortogonais € o

conjunto p, p/p , PP/p forma uma base ortogonal.

1.3.4.
Quatérnios

O quatérnio retine um vetor v=psing e um numero escalar / =cos¢@. A
T
~ r . r ~ T
representacdo do quatérnio € como um vetor 4x1 entdo: q =[V lJ , € seu
. * T T L, .
conjugado q = [—v [ ] A soma e o produto escalar dos quatérnios seguem o
mesmo procedimento que na algebra vetorial. No caso do produto entre dois

quatérnios, representa-se o primeiro quatérnio deste produto na forma de uma

matriz 4x4 associada (, que ¢ uma matriz ortogonal:

g, = LE+vV, v, |V, _ Lv,+Lv,+Vv, 110y

e -vi L —viv,+11, '
E ¢ a matriz identidade 3 x 3. No caso de um produto de trés Quatérnios o
resultado ¢ independe da ordem em que o produto ¢ feito, isto ¢, (; q» q3 pode-se

multiplicar primeiro ; q, € o resultado por qs;, como também na seqiiéncia
——

inversa, assim:q,q, q; = 4,4,

~ « 2 4 L _ T
A representacdo de um vetor “puro” r como Quatérnio: q, = [r O]T.

Algumas propriedades dos Quatérnios:

L [ . [0 .. [o 0]
q_qsqr_ rTs qq - 12+V2 qrqr_ 1 ql _q

q,9; =49, q =4q,q;,

Utilizando estas propriedades se chegar até aplicacdes mais interessantes,
como o operador de rotagdo, que ¢ muito utilizado na computacdo grafica. Uma
forma simples de mostrar esta aplicagao parte de trés vetores unitarios coplanares:

r, s ¢ t, tal que tanto entre r € s como entre s e t forme-se o angulo ¢. Assim
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Fs=35r e r's=s"r. Prova-se a existéncia do seguinte operador de rotacdo:
qq,9" =q, (Lembre que o primeiro termo de um produto de dois Quatérnios
sempre ¢ representado por uma matriz 4x4, enquanto o segundo termo tem a
dimensdo 4x1). Esta expressdo pode ser interpretada como a transformacgdo do
vetor puro r no vetor puro t, em outras palavras como a rotagao de r de um angulo

2¢ . O Quatérnio que permite esta operagao é:

U I £ O L T
q_qsqr_ rTS - STt _qth'

Lembrando que o conjugado vale q° =q; q, reescreve-se a transformagéo
qq,9°  =q, como um produto dos Quatérnios resultantes de vetores puros:
99,9 =9,9.9,9.9, =9, Visto que o produto do Quatérnio de um vetor

unitario puro pelo seu conjugado deve ser unitério, a propriedade esta confirmada.

1.3.5.
Solugao do Problema Inverso

A posi¢do de um corpo no espaco pode ser obtida através de um
equipamento embarcado que mega as velocidades angulares. O problema inverso
¢ a determinacdo da posi¢do do corpo a partir das velocidades angulares [27]. No
caso de rotagdes seqiienciais: angulos cardanicos. Para isso se utiliza velocidade

angular embarcada no sistema modvel (velocidade angular no SR(S)).

cosffcosy siny 0 «a
N

o, =|—cos fsiny cosy 0 Yii (1.11)
sin § 0 1(y

Invertendo a equacdo anterior temos a expressao do problema inverso:

a cosy —siny 0 ||o

X

pl= ! cosfsiny cosfcosy 0 | o, (1.12)
cosf| . ) .
—sinfcosy sinfsiny cospf || o

g

Note-se aqui a ameaca de uma singularidade no processo de solugcdo em
fun¢cdo do denominador na forma de um cosseno. A integragao pode ser feita,
conhecido o vetor de condigdes iniciais deste movimento [y By Ao]"

Em caso de trabalhar com os parametros de Euler, a partir da equagdo que

estabelece a velocidade angular @5, Eq.(1.9), deve-se obter equagdes para as
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componentes de p e 0, sujeitas a condigdes iniciais P)€ G- A posicdo inicial

do vetor que da a direcdo do eixo em torno qual se deve girar implica no
conhecimento de uma posi¢do seguinte, o que torna este método um tanto
complicado. A saida consiste em usar uma variante da defini¢do, os pardmetros

Euler-Rodrigues se escrevem como: v =psin(6/2) e [ = cos(6/2). Neste caso as

condig¢des iniciais estao definidas, visto que em t=0 se tera v=0, /=1. A matriz de

rotagdo e velocidade angular definidas em pardmetros de Euler-Rodrigues resulta:
TS =E+2IV+2V° (1.13)
rog==2(lv=1"v=3"¥) ou Jo;==2(lv-1"T""¥-v°T""Y) (1.14)
Acrescenta-se a equagdo da velocidade angular anterior outra equagdo

obtida ao se derivar a expressdo que informa o modulo unitario do quatérnio:
q=" 1f qq=vv+li=1 = vv+li=0 (1.15)
Utilizando a aplicacdo do operador de rotagdao explicada no final do item

1.3.4 (com ¢ =0/2) e transformando o vetor puro velocidade angular ;@ (q;)

ou f®,(q, ) para a sua forma em Quatérnios, no SR(F) tem-se:

0 =-24"q (1.16)

Onde cada termo ¢é:

F ~ F - F .
| rOg v L |IE+V Y d 1"V p. g |7V
Ar {0 }’q M’q {—vf l}’dt it

A equagdo para a solugdo inversa é obtida lembrando que ¢ ¢ uma matriz

ortogonal, portanto basta tomar a transposta:

Fes  Lap v 1/ IE-V —v| fo,
_ I A I | 1.17
a 2q ar { / 20 v [ 0 (1.17)

Esta expressdo ¢ usada desde que se tenham as componentes da velocidade

angular no SR fixo. Para a representacdo no SR (S) do corpo, utiliza-se a derivada

F

de um vetor no SR moével: dd vV_
t

{_S.V}_l{wjv ‘V}F“’S} (1.18)
/ 2| v [ 0

Esta expressdo relaciona a derivada relativa do quatérnio no SR(S), a partir

v="a,"v+"T* v , entdo:

de condigdes iniciais e medigdes da velocidade angular feitas a bordo do corpo.
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1.3.6.
Estabilidade

A estabilidade de um movimento ¢ dada pela convergéncia da trajetéria no
tempo, para pequenas variacdes em torno da condi¢do inicial, conforme a
definicao de Lyapunov. Quando esta convergéncia tem um valor limite, fronteira
definida de alguma forma pela condig¢@o inicial, o interior desta fronteira recebe o
nome de bacia de atragdo [21]. Existem muitos métodos numéricos para predizer a
estabilidade ou instabilidade do comportamento:

O tridngulo de Magnus, ¢ um método muito conveniente para a visualizagao
de estabilidade de corpos rigidos utilizando pardmetros inerciais, aqui ¢ possivel
representar os trés momentos de inércia em um plano dentro de um tridngulo de
lados especialmente definidos. No triangulo se descreve toda configuracao
inercial existente, como de corpo: achatado, alongado e de eixo intermediario.

O expoente de Lyapunov, adequado para a andlise da dindmica ndo linear ¢
muito utilizado para detectar caos no sistema dinamico, e a sensibilidade em

relacdo a condi¢do inicial.

1.4.
Objetivo

Este trabalho apresenta uma abordagem analitica e numérica com
complexidade crescente. O objetivo geral deste trabalho ¢ estudar a dindmica
rotacional de corpos, utilizando ferramentas de andlise convenientes, abrindo a
analise para o comportamento em grandes amplitudes, visando passar seus limites
de estabilidade, aplicando as teorias de dinamica, implementadas em algoritmos
através do Simulink/MatLab, Dynamics Solver ¢ Maple. Um objetivo especifico é
estudar a Dinamica de um corpo livre no espago para diferentes configuragdes
inerciais, estudar a influéncia da configuragao inercial na sua dinamica e os efeitos
na sua estabilidade. A energia minima requerida para mudar de bacia de atragdo
sera calculada, em fung¢do das caracteristicas inerciais do corpo.

Se o corpo estd em suspensdo cardanica, a inércia desta, bem como os
momentos de atrito devem ser despreziveis ao se pretender concluir do
movimento deste sistema sobre o comportamento do corpo livre. Assim outro

objetivo ¢ estudar as influéncias das inércias da suspensdo cardanica na dinamica
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de um giroscopio, ¢ a influéncia do atrito no sistema. Estudar a diferenca entre os
movimentos de um corpo no espago e de rotor dentro da suspensdo cardanica,
principalmente no tocante a estabilidade dos movimentos. Avaliar em forma
qualitativa alguns resultados numéricos, e entender a complexa dindmica do

Giroscopio.

1.5.
Descrigcao da tese

Este trabalho se divide em sete capitulos. O Capitulo atual apresentou as
ferramentas necessarias para o desenvolvimento da tese.

No Capitulo 2 se descreve o sistema a ser estudado, partindo desde o
giroscopio como um sistema de trés corpos, e seguido pelo corpo livre no espago.
Mostra as dimensdes e¢ o funcionamento do sistema, indicando as variaveis
importantes que ajudam na visualizagdo do movimento.

No Capitulo 3 sdo desenvolvidas as equacdes de movimento do corpo livre
e do sistema com suspensdo cardanica. Usando apenas o raciocinio de rotagdes
seqlienciais através da ferramenta dos angulos cardanicos. Trabalha-se com
equacdes adimensionais e se mostram as condig¢des iniciais do problema.

No Capitulo 4 ¢ apresentado outro tipo de abordagem para a analise do
corpo livre, desenvolvendo-se as equagdes de movimento usando apenas a teoria
de quatérnios. Trabalha-se com equacdes adimensionais € se mostram as
condi¢des iniciais do problema.

No Capitulo 5 sdo mostrados resultados das simulagdes feitas nos
programas como Simulink/MatLab, Dynamics Solver e Maple, e faz-se uma
analise dos resultados, interpretando o movimento e comparando os
comportamentos descritos em cada caso.

No Capitulo 6 sdo discutidos alguns exemplos com a tentativa de avaliar
qualitativamente os resultados numéricos em um ambiente virtual, trabalhando no
modelo dimensional e comprando estes resultados com os obtidos na filmagem do
giroscopio no laboratorio.

Finalmente, no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes geais do trabalho.
Também, discorre-se sobre os trabalhos futuros, com énfase na aplicagdo do

movimento de satélites.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621135/CA



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice




