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3. Modelagem Teérica

3.1. Conceitos Basicos de Cinematica

z

Para se estudar o comportamento de manipuladores, é necessario que se
tenha um conhecimento de técnicas de obtencdo de posicao e de orientagdo de
corpos rigidos. Para realizar este estudo, faz-se necessario o conhecimento sobre
transformagdes de coordenadas.

Um manipulador genérico qualquer pode ser representado como um sistema
de corpos rigidos. Sendo Oyy, um sistema de coordenadas fixo no espago e O, um
ponto arbitrdrio no manipulador, a posi¢cdo de O, € representada pelo vetor Xo,
conforme Figura 28. A orientacdo do corpo rigido € dada pela dire¢do dos eixos

X1, Y1 € Z4.

Figura 28 — Posicao e Orientacao do Corpo Rigido

Xo=|Yo (3.1
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Assumindo 1ij, j; € k; como vetores unitarios em relagdo aos eixos xj, y; € zj,
as componentes de cada vetor unitidrio podem ser consideradas como sendo o
cosseno diretor de cada eixo projetado no sistema fixo.

A matriz de rotac@o do corpo rigido € a representacdo de uma transformacao
de coordenadas que relaciona as coordenadas de um ponto P qualquer em dois
sistemas com mesma origem. Ela também apresenta a orientacdo do corpo rigido
em relacdo a origem. A Figura 29 apresenta dois sistemas com orientagdes

distintas, mas com origens idénticas.

Figura 29 — Transformacao Rotacional

As coordenadas de um ponto no sistema Oy, podem ser representadas pela

Eq. (3), enquanto que as coordenadas no sistema Oj_x1y1,1 s30 descritas pela Eq.

4.

Py

pP=|p, (3.2)
P
pxl

P =| Py (3.3)

pzl
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O ponto P pode ser descrito em formato vetorial em relagdo ao sistema O;.

xlylzl POl‘i

P=DP i+ D, i+ .k (3.4)

Assumindo que o ponto P estd localizado em um ponto fixo, porém com

posicionamento distinto entre os dois sistemas, podem-se escrever as relagdes:

p.=pi=pa=p ddi+p jitp, ki
Py=PJ=pJ=p bt Py it D, ke (3.5)
p.=pk=p.k= P 1.k + Py, Jy -k + P, ki, k

Dy Li o i k|| py
Py |=\0d Jd ked || Py (3.6)
D. ik jik k.ki|p,

b

Ou ainda, pode-se escrever de forma compacta como:

p = Rot,.p, (3.7)
onde Rot, é a matriz de rotagio.
i i ki
Roty =|i.j ji.j k.j (3.8)
ik jk kk

Analogamente, pode-se achar a matriz que realiza a transformacdo de O;.

xlylzl para Oxyz:

Py=Dd =pi=p.ii+ py.j.i1 + p, ki
Py =Dy =Py =Dy g+ ok (3.9)
D.=p .k =pk =p.ik+ py.j.k1 + p,.kk
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P, i, ji ki |[ p,
Py | =g Jd kg || py | = Rot.p (3.10)
p.| ik jk kk || p.

Vale notar que, ao se comparar as matrizes de rotacdo, € percebido que
T
Rot, = Rot]" .
As rotacdes em torno dos eixos X, y e z estdo apresentadas nas Egs. (3.11-

3.13). Utilizando a Figura 29 como base, as rotagdes sdo calculadas em fungdo de

angulos 6y, 0 e 0, resultando no sistema de coordenadas Oj_xiyiz1.

idi i kil [1 0 0 |
Rot,, =|i.j j.j k.j|=|0 cos(6,) —sin(6,) (3.11)

X X

ik jik kk]| |0 sin(6) cos(6,) |

X

i i ki _cos(Hy) 0 sin(é’y)_
Rot,, =|inj j.j kj|l=| 0 1 0 (3.12)
ik jk kk| |-sin(6,) 0 cos(g,)

y

i ji kd cos(ﬁz) —sin(ﬁz) 0
Rot_, =\i.j j.j k.j|=|sin(6.) cos(6.) 0O (3.13)
ik jk o k.k 0 0 1

3.1.1. Transformacao Homogénea

Uma transformag¢do homogénea pode ser definida pela jun¢cdo da matriz de

translacdo e da matriz de rotacdo em uma Unica matriz A:

P,
p= 1;}, :{ﬂ (3.14)
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P,

P= Py, {pl} (3.15)
p., 1
1

ido i kioox,
AR X _|id 0 ke,
0 1| |ik jk kk z

0 0 0 1

(3.16)

A matriz A é composta por uma sub-matriz de rotagdo combinada ao vetor
Xp e de uma quarta linha preenchida com zeros e um. A transformacdo de
coordenadas para este sistema pode ser compactada através da Eq. (3.17), também

conhecida como transformagdao homogénea:

P:A.R:P{p}:v XO}P} (3.17)
170 1|1

Uma das vantagens na utilizacao da técnica de transformacdo homogénea é
a compactagdo das formulagdes em transformagdes consecutivas. Em um caso

geral, consideram-se n transformagdes consecutivas de um sistema n para um

sistema 0, e assumindo A, como a matriz relacionada com a transformagdo

homogénea do sistema i-1 para o sistema i. A Eq. (3.17) que relaciona o sistema n

com o sistema 0 € a Eq. (3.18).
p n— n—
PO{ lo}zAfA;Af...An_fA” 'P=AP, (3.18)

Note que na auséncia de rotacdes, a matriz A é simplificada e resulta na

matriz de translacdo sobre os €ixos X, y e z por distancias X, Yo € Zo:
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100 x
010
Transl,, =| o Yo (3.19)
2y
000 1

3.2. Notacao de Denavit-Hartenberg

Em termos gerais, a notacio de Denavit-Hartenberg (D-H) facilita a
obtencdo do conjunto de equagdes da cinemdtica de um elo em relacdo ao elo
anterior de um manipulador.

A Figura 30 apresenta um par de elos adjacentes, Eloi; e Eloj, e suas
respectivas articulagdes, junta;.j, junta; e juntaj,;. Na notacdo de D-H, o sistema de
coordenadas do i-ésimo elo estd localizado na interse¢cdo da normal comum entre
os eixos das juntas i e i+1, cujas direcdes sdao definidas pelos eixos zi; € z;. A
normal comum € representada pela distincia minima entre 0s €iXos zi.; € Zj,
segundo o desenho a reta H;O;. O eixo x; deve seguir a dire¢do relativa a extensao
da normal comum, no sentido de z;.; para z;. Ja o eixo z; mantém a direc@o do eixo
da junta i+1, enquanto que o eixo y; € definido de forma que o sistema resultante

Oi.xiyizi S€Ja um sistema de coordenadas que siga a regra da mao direita.
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Junta i-1 Junta i

Junta, i+1

0i2 Zi1

Figura 30 — Notacao de Denavit-Hartenberg

A posicdo relativa entre os dois sistemas de coordenadas apresentados, na
Figura 30, Oiixi-tyi-izic1 € Oixiyizim € completamente definida pelas posi¢oes
relativas aos €ixos Xj.j € Xj, Yi-1 € Vi € zi.1 € z;. Os parametros que definem tais
posi¢cdes sdo: o comprimento da normal comum (a), o angulo de tor¢cdo da junta

(o), o deslocamento da junta (d) e o angulo da rotag¢do da junta (0), onde:

a — é o afastamento linear entre eixos. E a distincia medida ao longo da
normal comum entre os eixos analisados. Isto €, é a distancia entre z;.; € z; ao
longo do eixo x; ou, ainda, a distancia H;Oj;

o — € o angulo de torcdo que o elo sofre a partir da junta anterior, ou seja, é
o angulo de rotagdo que ocorre na direcdo X; entre o €iXo Zi_j € 0 €iX0 Z;;

d — ¢ a distancia entre os elos, medido ao longo da junta anterior, isto é, € a
distancia entre os eixos Xj; € X;j medida ao longo do eixo z;.;, partindo de O;.; em
direcdo a H;. De fato, ela € a normal comum entre X;i; e x;. Este parametro
apresenta sinal positivo caso siga na direcao de O;.; para H; e negativo na direcao
oposta;

0 — é o angulo formado entre a normal comum de elos sucessivos, ou seja, é

o angulo de rotagdo na direcao z;_; entre o €iX0 Xj.| € O eiXO0 X;j.
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A Tabela 3 apresenta outras informagdes referentes aos parametros e aos

tipos de juntas, rotativa ou prismatica.

Tabela 3-1 — Parametros x Tipo de Juntas

Comprimento do Elo

Deslocamento da Junta

Através dos 4 parametros, a posicdo e a orientacdo relativa aos dois elos
podem ser descritas pelas transformagdes de translacdo e de rotacdo entre os dois
sistemas de coordenadas fixos. Estas transformagdes apresentam 4 etapas:

1 — Rotagdo no eixo z;.; de um angulo 0 e alinhado com x;.;, segundo a regra
da mio direita;

2 — Translag@o no eixo z;.; de uma distancia d;, partindo do ponto O;; até o
ponto Hj;

3 — Translag@o ao longo do eixo x; de uma distancia a;, partindo do ponto H;
até o ponto O;;

4 — Rotag¢do em torno do eixo X; de um angulo o e alinhado com z;,

segundo a regra da mao direita.
Assim,

A" =Rot_ g Iransl_, Transl , .Rot, , (3.20)

Substituindo pelas matrizes de rotacao e translagdo em z e x, conforme Eqs.

(3.11), (3.13) e (3.19), tem-se que:
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cos(@) —sin(@) 0 O)1 0 0 O
A sin(6,) cos(@) 0 0[O0 1 0 0
0 0 1 0/l0 0 1 4|
0 0 0 1[0 0 0 1
1 00 a4l 0 0 0
0 1 0 0[|0 cos() —sin(er,) 0
g =
0 0 1 0|0 sin(a) cos(e) 0
000 1||]O 0 0 1
cos(6) ~—sin(g)cos(e) sin(6)sin(e;)  a,cos(6)
A= sin(ei) cos(?i)cos(og) —cos(@)sin(a'i) aisin(@i) (3.21)
0 s1n(0{i) cos(a'i) d,
0 0 0 1

O estabelecimento do sistema de coordenadas da extremidade pode ser
definido de forma mais conveniente, se a orientacdo de z, for escolhida paralela a
orientacdo de z,;. J4 o sistema de coordenadas da base, em manipuladores
comerciais, costuma ser definido pelo préprio fabricante, porém, em casos que ele
ndo esteja definido, a escolha do sistema de coordenadas deve ser feita em
qualquer ponto do eixo zg. Os eixos Xg € yo podem ser escolhidos de forma geral,

contudo devem seguir a regra da mao direita.

3.3. Modelagem do Sistema

A metodologia utilizada para a modelagem cinemaética deste trabalho foi
baseada na notacdo de D-H. A formulagdo do manipulador € obtida por uma série
de substituicdes aplicadas nas matrizes de transformacdo homogénea, usando D-
H. Outro ponto importante é que foi assumido que cada elo adquire uma forma
circular com curvatura constante, similar as hipoteses em trabalhos anteriores
sobre manipuladores simulando trombas de elefantes (Hannan, et al., 2003). Esta
hipdtese € satisfatéria quando as forgas gravitacionais sdo pequenas em relagdo as

forcas nos tenddes.
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Em manipuladores tradicionais, a cinemética direta utiliza um padrao para a
transformagdo homogénea, através da matriz A, proveniente da notagdo de D-H.
A notacdo de D-H, conforme explicado no sub-tépico 3.2, cria uma relagdo entre
as coordenadas locais das juntas 6; ou d; e a posicdo e orientacdo da extremidade
do manipulador. Essa relacdo é baseada em rotagcdes e translagdes independentes
segundo a Eq. (21), realizadas para cada junta i. No entanto, os manipuladores
continuos nao possuem juntas explicitas com equivaléncias em rotagdes em 0; e
translacdoes em d;. Um manipulador continuo utiliza outras varidveis s;, K; € 0,
onde s; indica o comprimento do elo i medido ao longo de seu eixo, k; € a
curvatura do elo i (inverso do raio de curvatura) e ¢; € o angulo da curvatura,

conforme ilustra a Figura 31.

Figura 31 — Definicao de s;, ; e ¢;.

Dessa maneira, faz-se uma equivaléncia entre 6; e d; e s;, X; € ¢;. Usando
algumas técnicas geométricas simples pode-se chegar em [0 d]t = ﬁ(si,lq,(/ﬁi)
relativas aos parametros do D-H (Hannan, et al., 2003). Outra confirmacdo

retirada de (Hannan et al., 2003) é que A(f; (si, i, ¢;)) = A (si, i, 0i), 0 que torna
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possivel relacionar os procedimentos de D-H para se chegar as coordenadas da
extremidade do manipulador.

O modelo deste manipulador é baseado em vértebras, onde serd realizada a
modelagem para cada secdo de vértebra. Para se obter o modelo completo, basta
multiplicar as matrizes de cada nimero de vértebras do manipulador por elo.
Assim, a modelagem serve para um manipulador com ntimeros de elos arbitrérios.

Basicamente, a modelagem do manipulador serd baseada em uma conversao
de um sistema invertebrado (continuo) para um vertebrado (com parametros
concentrados). A Figura 32 apresenta um desenho esquemadtico de cada vértebra
(da Fig. 11), para a utilizagdo da notacdo de D-H, onde ©; e 0, sdo juntas
rotativas, relacionadas com as deformacgdes rotacionais da membrana inferior da
vértebra, enquanto que d; é uma junta prismdtica que estd associada aos
deslocamentos na coluna da vértebra, devido principalmente as membranas, e 04 €
05 sdo juntas rotativas associadas a segunda membrana da vértebra, entre a coluna
e o anel. Os eixos z, sdo referentes aos eixos z supracitados no item 3.2. Também

€ representada na figura a curvatura do manipulador em uma vértebra.

Par de Indicagdes de
Juntas Rotativas

Indicagao da
Curvatura Flexivel
do Elo

Indicagao de
Junta Prismatica

Par de Indicagbes de
Juntas Rotativas

Figura 32 — Adaptacio da Vértebra para D-H
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Foi assumido que cada membrana possui dois graus de liberdade e que a
coluna passaria a ter um grau de liberdade. Logo, 6; e 6, sdo juntas rotativas,
relacionadas com as deformacdes rotacionais da membrana inferior da vértebra,
enquanto que d; € uma junta prismatica que estd associada aos deslocamentos na
coluna da vértebra, devido principalmente as membranas, e 04 € 05 sdo juntas
rotativas associadas a segunda membrana da vértebra, entre a coluna e o anel.

Outro ponto que € assumido € a relac@o entre as juntas rotativas da primeira
e da segunda membrana. 6; estd acoplado a 05 enquanto que o 0, esta acoplado ao
0,. Este acoplamento no modelo é necessario para que exista a curvatura constante
assumida no manipulador real. Assumindo-se que nao hé forgas externas atuando
na vértebra, e desprezando o efeito da gravidade, pelo equilibrio estitico tem-se
que 0 = 65 + T e 6, = 0;. O deslocamento d; se deve ao deslocamento das
membranas no eixo z, onde ndo ocorre rotagdo e, sim, somente a translacdo. A
membrana da base, com os dois primeiros DoF (6; e 0,), tem como finalidade
gerar a direcdo e o sentido do conjunto coluna, vértebra e anel, enquanto que o d3
¢ o atuador referente a compressdao ou alongamento da vértebra. Ja para 04 e 05,
que sdo acoplados a 0; e 0,, representando a dire¢do e o sentido do anel, que € a
base de fixacdo da préxima vértebra, ou seja, o par final dos DoF sdo os
responsaveis por direcionar as vértebras futuras do manipulador. Como o 0; = 05
+ 1 e 0, = 64, 0 modelo pode assumir apenas 3 varidveis: 01, 6, e ds.

A Tabela 4 apresenta o resultado da notacdo de D-H aplicado em uma

vértebra unitaria.

Tabela 3-2 — Parametros de Denavit-Hartenberg

1 |- % 0 6, 0 Rotativa
3 |- % 0 0 d, + Altura da Coluna | Prismatica

5 0 | Alturado Anel | 65+7 0 Rotativa
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Com os parametros da notagdo de D-H definidos, pode-se utilizar a Eq. 3.21
para se determinarem os valores da transforma¢do homogénea, isto €, da matriz A

da base para a extremidade.

[ cos (91) 0 —sin (91) 0]
sin (6’1) 0 cos (91) 0

Al =
1 0 1 0 0 (3.22)
0 0 0 1]
— (:05(01 ). sin(é’2 ) - sin(é’1 ) (:05(01 ).cos(é’2 ) - h,. sin(01 )
a0l sin(é’1 ).sin(ﬁz) cos(Hl) sin(é’1 ). cos(@z) hm.cos(é?l) (3.23)
2 — (:05(02 ) 0 - sin(é’2 ) 0 .
0 0 0 1
- cos(6’1 ).sin (02) cos(6’1 ). cos(&z) - sin(@l)
Al sin(0l ). sin(@z) sin(0l ). cos(@z) - cos(ﬁl) e (3.24)
S —cos(@z) —sin(@z) 0 .
0 0 0
cos(6))sin(6, + 7 N, +h)—h .sin(8)]
h.cos(8)+sin(8,).sin(6, + %)(d3 +h,)
—sin(@,)(d, +h.)
1 -
—cos(8,).cos(,—6,) —sin(6) cos(8,).sin(8,-6,)
A0~ sin(tﬁ?1 ). cos(é’2 - 494) cos(@l) sin(é’l ). sin(tﬁ?2 - 6’4) (3.25)
T —sin(6,-6,) 0 cos(6, - 6,) '
0 0 0

cos(¢91 ) sin(¢92 + %)(d3 +h, ) —h,. sin(t91 )_
h, .cos(@)+sin(8 .sine, + %)(d3 +h)
—sin(6,)(d, +h.)
1
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8185 = €[.C5.C.C5 — C1.55.8,.C5  8.C5+C.C.Cp.85 +C.8,.8,.85 €854
A0 = —C.85 = §1.C,.C4.C5 — §,.5,.5,.C5  §.Cy.C4.S5 = C|.C5+ 8.5,.8,.855 5.5, 4
$2-4-Cs T 52-4-55 Cr-4:C4
0 0 0
dyc.cy—h 85 +h.c.cpCocs+h (8,5, —C.CpCCs—C .5,.5,.C5)
dy.5,.C, =N ., +h.5,.c, — (¢85 + 5,.C,.C,.C5 + 5,.5,.5,.C5)

(d,+h )'C2+% +h,.s, ,.Cs
1

onde:

— hy, € a altura da membrana;
— h, € a altura da coluna;

— h, é a altura do anel;

60

(3.26)

— Sy, S2, S4, S5 830 sin(0), sin(H,), sin(B4) e sin(Os), respectivamente;

— ¢y, C2, C4, C5 580 c0s(01), cos (0,), cos (04) e cos (05), respectivamente;

— dj € o deslocamento da junta 3;
— 5.4 €5sin(0; - 64);

— €24 €c0s(0; - 04);

= €y €058+ T) = sin(B) = - .

As direc¢des de cada junta da vértebra sdo dadas pelo vetor unitério b;, obtido

da terceira coluna das matrizes A, ou seja, para as juntas:

A = ot b X,
=
0 0 0 1
5 €6y =5 Ci52-4 Ci524
b=|c¢ |=b=|sc, | =>b,=|-c |=b,=|55,, |=>bs=|55,,

0 =5 0 Coy Cr4Cy

(3.27)
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Substituindo os valores do protétipo desenvolvido, chega-se a coordenada
da extremidade de uma vértebra, Eq. 3.28, sendo hy, = 0,254mm, h, = 25,40mm e,

h, = 12,67mm, conforme definido anteriormente na se¢do 2.1.

X
X =|y|=> (3.28)

e

<

dyc,.Ccy—h,.5, + hc.cyCpCs+ R (5.5, = €.CyClCs = €1.55.5,.C5)
dy.5,.cy—h,.c,+h.s.c, —h (.55 + 5,.6,.0,.05+ 5,.8,.5,¢5) | =

(d3 +h ).c2+% +h,.s,_,Cs

c

d,.c,.c,—2,54.10"%s, +2,54.10 ".c,.c,.c,.c; +1,267. 10_2.(s1.s5 —C.Cy.C4.C5 — 01.52.54.05)
d,.s;.c,—2,54.10"" ¢, +2,54.10 *5,.c, —1,267. 10_2.(c1.s5 +8,.0,.C4.C5 + sl.sz.s4.c5)
(@, +2,54.107)¢ o, T1.267.107s, 0

2+

Assumindo as dimensdes citadas, encontra-se a matriz Jacobiana J para

uma vértebra:

o
J= (3.29)

onde as sub - matrizes de translacdo J, e de rotacdo J, sdo:

JA:[bl b, b, b, bs]

~
Il

R

el

&> &le &
EE

RIS
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s1 §y.8,.C5 — €185 — 8,.C5.C,.C5 ) — dy.5,C, — b 5., — b, .c,
(€10 CyCs — 8,85 — €1.85.8,.C5 )+ dy.c,cy + hcic, — s,
0
Acjcy8,.05+¢5,00)—dyc s, —hocls,  c.c,
- ha .(s1 Cy.8,.C5F 8,.5,.,.5)—dy.5,.5, —h 5.5, 5.C, ax (3.30)
-h \c,,,.c (d +h c
a ( 2+4 5) ) 2 ﬂ/ 2+%
—h,(c,.Cyo8,.05+ C.8y.0,.05)  hC).8,.5,.5, — €.y CyCs — 5,.C5)
— B (5,.C,.8,.C5 + 8,.8,.0,.05)  h(C).C = 8,.0,.0,.55 — 5,.5,.5,.55)
~ I, {Cr14.5) ~ I, {(85,4:55)

onde h, é 1,267.10%m, h,, é 2,54.10* m e o valor de h. é de 2,54.107 m.

=8, C.Cy =S .S,y €Sy
Jy=| ¢ 8., —C 8.8, 8.5, (3.31)
0 -s, O Crg CryCy
Os pontos de singularidade da vértebra sao calculados quando o

determinante de Ji, € igual a zero, assim:

Det(J,)= —(cl2 + sl2 )(cz2 + s22 )(d3 +h+h,.c,.c5). (3.32)
(dy.c, +h,.c, +h, (c,c,cs—5,.5,¢5)=0 '

Para satisfazer a igualdade acima, lembrando que 8, =6, ¢ 6, =6,+7,

tem-se que:

@z%if[ e 95:%175

- _ - T
d=-h e 6,=7)+x 433)

dy=-h, e O=T)+zx
dy,+h =h, .c,.cs
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Para calcular o deslocamento do tenddo, ao serem inseridos valores na
entrada dos servomotores, foi realizada uma andlise geométrica para que em
seguida fosse implementado em um cédigo através da ferramenta LabView. A Fig.
33 ilustra a origem dos vetores e os vetores utilizados para o célculo. Com base na
Fig. 33, € assumida uma base ortonomal, com os vetores (ny, to € by), relacionada a
uma base X, y e z. Pode-se fazer a analise do comprimento do tenddo através de
calculos vetoriais, onde o deslocamento resultante do tendao é o resultado da
subtragdo vetorial entre o vetor r.np € a soma vetorial entre os vetores bcoy + . 1j.
Analogamente a este cdlculo, os cdlculos de todos os outros tenddes podem ser

realizados.

r.n,

r.n,

Figura 33 — Vetores

Através do célculo vetorial, consegue-se chegar ao comprimento total dos
tendoes na extremidade do manipulador (para cada tenddo), somando os
deslocamentos calculados para cada vértebra.

O comprimento do tenddo para um elo € a soma do comprimento dos
tenddes de cada vértebra do elo em questdo. Como foi assumido que todas as

vértebras de um elo possuem os mesmos valores para os DoFs (para que todas as

r.n, - (b, * rn,)
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vértebras de um elo possuam a mesma curvatura), o comprimento total dos
tenddes de um elo serd, o comprimento calculado para uma vértebra, com suas
respectivas alteracdes devido aos valores dos DoFs desejados, multiplicado pelo
nimero de vértebras. Com isso, se a posicdo final desejada do elo for a posi¢ao

[a,B,h]T, o comprimento dos tenddes de uma vértebra pode ser calculado:

LN (3.34)
n

vert

onde a € o angulo final do elo na dire¢do do eixo x (0;), B € o dngulo final do elo
na direcdo do eixo y (0,), h € o deslocamento do manipulador na direcao do eixo z
(d3), € nye € 0 nimero de vértebras do elo em questao.

Portanto, o comprimento total individual de cada tendao é dado por:
h, =n,.c (3.35)

onde o sub-indice n € o elo analisado, o sub-indice s € o numero indicativo do
tendao (variando de 1 até 4) atuado, h,s ¢ o comprimento do tend@o s do elo n e ¢
€ o comprimento do tendao s de uma vértebra.

Logo, pode-se calcular o vetor H, que é composto pelas equacgdes

encontradas para h,, contendo os comprimentos de cada tenddo por elo:

H=[n n hl (3.36)
onde,

h, =[h

=l g s byl (3.37)
com n variando entre 1 e 3, representando o elo analisado.

Também, foi calculado um vetor Q, composto por 0, e dns, que indica os
DoFs de cada elo, modelado segundo D-H. Para o manipulador em estudo, que

possui 3 elos, t€ém-se que:

Q:[HII 012 d13 021 022 d23 931 932 d33]T (3.38)
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Para calcular o Jacobiano de uma unica vértebra foi utilizada a igualdade:

h ]
_1 Jn Ju Iy q,
H:JQ: h, _ jlz jzz j32 6]'2 —
}'% 13 23 33 .
. Ju T Ty dy
_h4_ T
o o o] (.39
a% an a%
J= dg, 9dq, 9q;
Ohy ks dhy
a% an a%
a% an a%
Onde hn = [hnl hnZ hn3 hn4 ]T c Qn = [enl 9712 dn3 ]T

Dessa forma, foi calculado o Jacobiano, relacionando os deslocamentos dos

tenddes e os DoFs para uma tnica vértebra, onde:

J, =0 (3.40)

Joo=2/(4h, (h, +h,+h +d,)+d(d, +2.(h, +h,))+ b (B +2.1,)+h> ...

e 4.r2.c22.(1 —c’ )— 4rsc, (b, +h +d,+2.h, ))%(— 4)r.c.cy(h, +h +d,+...
2h, =280, ), (3.41)

Jo,=0; (3.42)

Joo=2/(n, (b, +h, +h +d,)+d(d, +2.(h + 1)+ b (h +2.1,)+h7 +...

e = )+ drs ey, + b dy+ 20 )2 e, + b+ dy + ..
20, +20.s.0,)); (3.43)
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T, =2/(@&h, (h, +h, +h +d,)+d(dy+ 2.k + 1))+ h. (B +2.h,)+h +...

b (l=c )= drs, (b +dy+ 20 ) odre (b +h +d+ ...
20, +2rs,); (3.44)

J,,=2/(4h (h +h +h +d.)+d.(d.+2(h +h ))+h (h +2.h )+h " +...
2,2 m m a c 3 3 3 c a c c a a

.. .4.r2.c22.(1 - )— drs.c,(h,+h +d,+2.h, ))yz.(&rz.cz.sz.(cl2 - 1)+ e
Ars.s,(h +h +d,+2h)) (3.45)

J,.=2/(4h (h +h +h +d.)+d. (d.+2.(h +h ))+h (h +2.h )+h > +...
2,3 m m a c 3 3 3 c a c c a a

bt (l=c) )= drs, 4 h +dy+ 20 )2 A= dre, (b, + b +d, + 20 ...
L20s)); (3.46)

Jyo=2/(@h, h, +h, +h +d)+d.(d,+2.(h +h,))+h(h +2h)+h +...
bt = ) drs oo+ h v dy+ 20 )= durs s, (4 b+ dy
ot 2k, =25, )+ 8.0 s,0,0e” 1)} (3.47)

T =2/(4h, (h, +h, +h +d)+d(d, + 2.k + 1))+ bk +2.h,)+ R +...

(1= )= drs,n, + b+ dy+ 20 )220, + b+ dy + 2k, + 1.5,))
(3.48)

I, =2/(4h, (h, +h, +h +d,)+d,(d, + 2.k + 1))+ h(h, +2.h,)+h +...

e =)= ars ey, +h v dy+ 20 )220, + b+ dy+ 2.0, —..
L TSC)) (3.49)

Jos=2/(dn, (h, +h, +h +d,)+d,(d, +2h. +h,)+ (B +2.h,)+ 1> +...

(L= )= drs,(n, + b+ dy+ 20 )220, + b+ dy + 2.(h, — r.5,))
(3.50)
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T =2/(n, (h, +h, +h +d,)+d(d,+2.(h +h,))+h (b +2.h)+h +...

e =) drs ey +h v dy+ 20 )220 b+ dy+ 200+
L TS5C)). (3.51)

Com J :%, onde i varia de 1 até 4 (indicando o tenddo) e j, de 1 até 3
4,

(indicando o DoF), sabe-se que para valores onde j > i, as derivadas dh; e dq;,,

sao nulas, pois o modelo adotado leva em consideracdo apenas a geometria do
problema. Assim, tem-se que, o comprimento dos tenddes depende dos valores
desejados para cada um dos DoFs dos elos.

Os tenddes que acionam os elos estdo fixados em motores na base, portanto,
o comprimento de um tenddo com terminacdo no segundo elo, serd o
comprimento necessdrio para atud-lo da maneira desejada somado ao
comprimento do tenddo, correspondente, no primeiro elo. Ou seja, para se atuar o
elo intermediario, os tenddes do elo base também devem ser atuados, e
consequentemente, 0 mesmo ocorre para o terceiro elo. Para se chegar ao
comprimento total final dos tenddes somam-se os comprimentos dos tenddes
correspondentes aos elos atuados.

Portanto, o Jacobiano para o manipulador completo pode ser encontrado:

ohy
Moo o
a‘h
_dH _|\oh, oh, . |_
" do |9q g,
Ohy Ok dhy (3.52)
_a‘h aqz ad3
f(ell’glz’dw) 0 0
f(ell’glz’dw) f(621’022’d23) 0
f(ell’glz’dw) f(621’022’d23) f(03l’032’d33)

onde, assumindo [/ = [l1 L 1 l4]T (com |; sendo o comprimento do tenddo i),

tem-se que:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721409/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0721409/CA

68

]/ A A
aqm aqnz aqn3
a A, ol
f(el’ 02’ d3 ) — i — aqnl aan aqn3 (3.53)

o | oL oL al

aqm aqnz aqn3
a, o,

_ain aqnz aqn3 |

Resumidamente, o que as Eqgs. 35-41 demonstram € que, como foi realizada
uma andlise estitica do manipulador, os elos sdo assumidos como independentes.
Ou seja, ao atuar o ultimo elo, somente este elo receberd os valores dos DoFs
desejados. Entretanto, ao atuar o elo intermedidrio, tanto o elo intermediario
quanto o ultimo elo receberdo os valores desejados e, analogamente, para o elo
base, onde ao atuar o elo base, todos os elos seguintes receberdo os valores
entrados para o elo desejado. Isto ocorre pois ao se atuar os tenddes de um elo, os
tenddes dos elos seguintes também devem ser atuados, para que se evitem folgas
ou tensionamentos indesejados. Por este motivo, a matriz Jt possui termos nulos.
Pode-se perceber que as colunas se referem as atuagdes dos elos onde, o primeiro
elo influencia em todos os elos seguintes, assim como, o segundo elo (que
influencia no elo 3), enquanto que o terceiro elo s6 atua nele mesmo.

Ap06s os cdlculos cinemdticos terem sidos realizados, foi iniciada a fase de
constru¢do e montagem do manipulador. O Capitulo 4 explica os detalhes desta

etapa.
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