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Coordenadas Baricéntricas e Extensdes

Dado um ponto vy no interior de uma regiao, vamos expressa-lo como
combinagao linear de um conjunto de pontos wvy,vs,...,v,, pertencentes a
fronteira dessa regiao,

n

vy = Zn:)\ivi, onde Z/\i =1. (2-1)
i=1

i=1
Os ntimeros \;, i — 1,...,n sdo as coordenadas do ponto vy em relagao aos pontos

vy, U, ..., Up. Quando essas coordenadas sao todas nao negativas, denominamos

os \; de Coordenadas Baricéntricas.

2.1
Coordenadas Baricéntricas em Simplexos

No triangulo podemos definir as Coordenadas Baricéntricas de um ponto
como a unica soluc¢ao do sistema de equagoes (2-1). As coordenadas baricén-
tricas em relacao aos vértices desse triangulo representam a influéncia de cada

vértice sobre o ponto dado e podem ser obtidas através de razoes entre areas.

Vs

4,

V3 Vv,

Figura 2.1: Representacao das areas A;, A; e As utilizadas, para a obtencao
das coordenadas dos vértices v, vy € v3 em relagdo ao ponto vy.

Dado um ponto vy no interior de um triangulo ¢ = [vq, v, v3] (ver figura

2.1), as coordenadas baricéntricas de vy em relagao aos vértices desse triangulo
t sao

A Ay A

PV Ve T V. |
1 At7 2 At7 3 At’

(2-2)
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sendo A; a area do triangulo formado pelo ponto vy e os vértices pertencentes

a aresta de t oposta a v;. E A, = A1 + Ay + Az a érea total do triangulo ¢.
Em trés dimensdes podemos definir Coordenadas Baricéntricas com

respeito a um tetraedro 7' = [vq, v, v3,v4] como a tnica solugao do sistema

de equagoes (2-1) (ver figura 2.2).

Vy

Figura 2.2: Um ponto vy no interior da regiao limitada pelo tetraedro 7' de
vértices vy, Vg, V3 € Vy.

Similarmente ao caso de duas dimensoes, podemos obter as Coordenadas
Baricéntricas do ponto vy em relacao aos vértices do tetraedro T, através de

razoes entre volumes:

)\1:&’ )\2227 ASZEp )\4:‘/4

A 2.3
Vi Vi Vi V' (2-3)

sendo V; o volume do tetraedro formado pelo ponto vg e os vértices pertencentes
a face de T oposta a v;. E Vi = Vi + Vo + V3 + V4 0 volume total do tetraedro
T.

Para triangulos em R? e tetraedros em R?, o sistema de equagoes (2-1)
tem solucao tinica, pois o ntmero de incognitas é igual ao niimero de equacoes.
Quando temos, por exemplo, em R? um poligono com mais de trés vértices o
sistema de equacgoes (2-1) se torna possivel e indeterminado, pois seu nimero

de incognitas é maior do que o nimero de equacgoes, podendo existir infinitos
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conjuntos de coordenadas para o ponto vg. Observe que o mesmo acontece em
R? para poliedros com mais de quatro vértices.

Um problema que vem recebendo consideravel atencao nos tltimos anos é,
como generalizar Coordenadas Baricéntricas para esses casos. Nesse capitulo
abordaremos alguns métodos de extensao de coordenadas baricéntricas, que
buscam estender de forma suave a influéncia de um vértice para o interior de

uma regiao.

2.2
Suavidade Harménica

Seja P uma regiao fechada em d dimensoes com uma fronteira linear por
partes, denotemos essa fronteira por 0P. Temos uma fun¢ao continua f definida
na fronteira 0P, a funcao identidade, e procuramos uma extensao suave u de
f no interior de P. Essa suavidade é geralmente interpretada impondo que u
seja harmonica, ou seja, ao impormos que u seja uma solucao da equacao de

Laplace no interior de P:

V2 u(v) = 0. (2-4)

Entao, procuramos uma funcao u definida em P, tal que

Vu() =0, veint(P) e ulv)=f(v), veoP. (2-5)

Achar uma fungdo u com as condigoes como as dadas acima é chamado
de Problema de Dirichlet, neste capitulo abordaremos métodos que buscam
estender a influéncia de um vértice da fronteira da regido P para o seu interior

satisfazendo as tais condicoes.

23
Algumas Construcdes de Coordenadas Baricéntricas

2.3.1
Coordenadas do Valor Médio

Dado um ponto vy no interior de P, uma das formas de determinar u(v),
proposta por Floater (3), é usar o fato de fun¢oes harménicas obedecerem o

Teorema do Valor Médio no interior de P.

Coordenadas do Valor Médio em Duas Dimensdes

Considere P uma regiao do plano limitada por um poligono fechado que

chamaremos de poligono de controle. Denotemos por B(vg,7) a bola centrada
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no ponto vy e raio r.

Teorema 2.3.1 (Teorema do Valor Médio Circunferencial) Seja P C
R? wma regidgo coneza, u uma fungdo harmoénica em P e B = B(vy,7) C P

com fronteira I', entdo 1
/ (v)ds
r

u(vy) = — (2-6)

- 2rr

Dem: ver o livro de Sheldon (2).
Considere o triangulo T; = [vg, v;, v;11] (ver figura 2.3) e seja ['; o arco

de T" contido em Tj, assim a equagao (2-6) pode ser escrita da forma

(1) = %r ; /F () ds (2-7)

Gl SO

(a) (b)

Figura 2.3: (a) Circunferéncia I' centrada em vy, no interior de regiao P. (b)
Triangularizacao de regiao P.

Lema 2.3.2 Se f:1; = R é uma funcao linear e o; o dngulo entre os vértice

V; € Viy1, entao

/Fi f(v)ds = ra; f(vo) + r* tan (%) <f<|2|};)l : 1{0(|T0) + f(ﬁ);iz : Q{O(G)O)>

(2:8)

Dem: ver o artigo de Floater (3).
Com o lema 2.3.2 podemos reescrever a equagio (2-7), com a notagao

Up+1 = V1

u) = 2 (roz,-u(vo) & (u(w) ~u(w)  wlvis) - u(m)))

2 [l v — vo| |[vit1 — vol|
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Ly, Ly %(u(w)—u(w)+u<vi+1>—u<vo>>

[|[vi — vo| [[vig1 — vol|

Como Y7 oy =2m, o= >0 azu(vg) = u(vp),

||Uz‘ —UOH ||Uz'+1 —UO||

0= % Zzi; tan% (U(Ui) — u(vo) n u(Vig1) — U(”O))

HUz‘—UOH ||Uz'+1 —UOH

0 — Zz:: tan % (U(Uz‘) — u(vo) 4 u(Vig1) — U(”O))

05 (M) 5 s (00—l

-3 w () 3w ()

i=1

onde ag = a,.

"\ /tan & + tan *5 "L /tan % + tan <5t
2 2 2 2
- ). (29
e 3 () = (R e w) - @9

i=1 i=1

E assim temos,

tan ¢ + tan 0”2’1 n n
w; = , u(vg) Zwi = szu(vl) (2-10)
i=1 i=1

Hvi —U0||

Escrevendo \; = En“’—w, temos
i=1 "1

u(vg) = Z)\lu(vl) (2-11)

Observe que, tomando a fungdao w como a identidade, A; serao as
coordenadas baricéntricas do ponto vg em relagao aos vértices v; pertencentes

a fronteira da regiao P.
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Interpretacdo Geométrica

A chave para a derivagao das coordenadas de valor médio esta no fato que
a integral das normais unitarias sobre uma bola é igual a zero. Comprovamos
isso reescrevendo o Teorema do Valor Médio. Partindo desse ponto, podemos

dar uma interpretacao geométrica para as coordenadas de valor médio.

Vil

Figura 2.4: Projecao da aresta a; sobre a circunferéncia C'

Defina os vetores unitéarios e; = (v; — vg)/r;, onde r; = |lv; — vgl|. Os
novos pontos ¥; = vy + €; estao sobre uma circunferéncia unitaria C' centrada
em vy, € a projecao em relacao a vy de uma aresta a; sobre C' é um arco a; com
extremidades 0; e 0;11 (ver figura 2.4).

Visto que a normal n(v) apontando para fora sobre a circunferéncia C

em qualquer ponto v € C' é dada por v — vy, temos
Oz/n(v)ds:/v—vods:Z/v—vods (2-12)
c c

a;EA @

onde A é o conjunto de todas as arestas do poligono.
A integral sobre cada aresta projetada define um vetor m; = f&_ v—1gds
(ver figura 2.5), que chamaremos de Vetor Médio, e podemos escrevé-lo em

funcao dos vetores unitérios e;

m; = [4;i€; + i+1,i€i+1, (2-13)

onde p; ; representa a contribui¢ao do vetor unitério e; para o Vetor Médio m;.

Da mesma forma temos,

Mi—1 = [i—1;-1€i-1 + [ii-1€; (2-14)
E o peso de um vértice v; serd a soma das suas contribuicoes para a

representacao dos vetores m;_i e m;, assim temos:
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1
1
1
)
)
1

Figura 2.5: Vetor m;, resultante da integral das normais unitarias sobre o arco
de circunferéncia a;.

n n
Vi+1 — Vo
0= E m; = E Mii€; T fhig1,i€it1 = E M” + i
- ‘Uz - voH

i=1 [|[vig1 — voll
(2-15)
- 1
= 0= Zwi(vi — ), w;= r—i(ui,i + fit1,i) (2-16)
onde ' |
Hii—1 = tan (041_1) e p;; = tan (%) (2-17)
: 5 , 5
E segue que
=D v, A== (2-18)
i:zl D i Wi

Coordenadas do Valor Médio em Trés Dimensoes

Consideremos uma regiao do espaco cuja fronteira JP, um poliedro, é

uma malha triangular fechada (ver figura 2.6).

Teorema 2.3.3 (Teorema do Valor Médio So6lido) Suponha P C R3, u

uma fungao harmonica em P e B = B(vg,r) C P com fronteira S

u(vg) = 47T1T2/Su(v)ds (2-19)

Dem: ver o livro de Sheldon (2).

Para a contrucao das coordenadas de valor médio em trés dimensoes

vamos, como na secao anterior, observar que reescrevendo o teorema acima
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caimos no fato de a integral de todas as normais unitarias, dessa vez sobre a
esfera, ser igual a zero.

Defina os vetores unitarios e; e os pontos ?; como na secao anterior, onde
0s pontos 7; estdo sobre uma esfera unitaria E centrada em vy, e ¢ = [0, D5, Vg
a projecao em relacao a vy de cada face ¢ = [v;, v, vx] do poliedro de controle

(ver figura 2.7).

V3

v, Vi

Vs

Figura 2.6: Um ponto vy no interior da regiao limitada pelo poliedro de vértices
U1, U2, U3, V4 € Us.

Visto que a normal unitéria n(v) sobre E para qualquer ponto v € F é

simplesmente v — vy, temos

0= /En(v) ds = /E(v —wo)ds = [(v—wp)ds, (2-20)

teT V'
onde T' é o conjunto de todas as faces do poliedro de controle.
Anélogo ao caso em duas dimensoes, a integral sobre cada face projetada
define um vetor m; = [;(v — vo) ds.
Assim como em duas dimensoes, podemos escrever o vetor m; como

combinagao linear dos vetores unitarios

mgy = [(U — ) ds = Wi 1€ + i €5 + [ 1€k (2-21)
£

Como alternativa ao calculo da integral na equagao (2-20), considere a
superficie S formada pela interse¢ao do tetraedro de vértices vy, v;, v; e vy com
a esfera F. A superficie S é formada por quatro faces, o triangulo esférico

~

t = [0;,0;,04] e trés faces planas fi;, fjx e fii, setores circulares (veja figura
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Vs

@) ® ©

Figura 2.7: (a) Esfera centrada no ponto vy, no interior de regiao P. (b) Em
destaque, o ponto vy e uma face t = [v;, v;, v do poliedro OP. (c) Em destaque,
o ponto vy, a projecao t = [0;,0;,0] da face t sobre a esfera e o vetor my,
resultante da integral das normais unitarias sobre £.

2.7(c)).

Como S é uma superficie fechada, entao:

/in(v)+/fij n(v)+/f_ n(v)—i—/fm n(v) =0, veES. (2-22)

J

/in(v) = —/f n(v) — /f n(v) — /fk n(v). (2-23)

J

E segue que

Dessa forma podemos obter o valor da integral [;n(v) ja que a normal n(v) &
constante sobre cada face plana da superficie S. E, como os vetores e;, e; e ey,
sao unitérios, a area do setor circular é dada pela metade do angulo entre suas

arestas, assim:
1
my = [ n(v) = 5(9ijnij + Oknje + Oeins), (2-24)
i

onde n;; ¢ a normal unitaria da face f;; apontando para dentro.
As equagoes (2-21) e (2-24) fornecem duas formas de expressar o vetor

my, igualando essas duas equagoes e observando que nj;.e; = nji.e;, = 0, temos
O + Oijnijnge + Opingin i
2einjk ’

it (2-25)

)
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Uma vez calculados os coeficientes pi; 4, j15¢ € pupe, voltemos a equacao
(2-20),

0= Z /t(v —w) = th = Z Hit€it Hj€5 + f i€k = Z vatei (2-26)

teT teT teT i=1 t3v;
n 1 n

= - > piger = > wilv — ), (2-27)
i=1 "t i=1

onde

1
wi = > e (2-28)

t3v;

E segue que

n w;
Vo = Z )\ﬂli, /\Z - = (2—29)
i=1 2 i Wi

Nao Negatividade das Coordenadas

@ (®

Figura 2.8: (a) Em azul o niicleo K da regiao P, regiao onde os segmentos
de reta pv;, p um ponto pertencente ao niicleo e v; vértices do poligono, nao
interceptam as arestas do poligono. (b) Um ponto vy ndo pertencente a K,
tendo como conseqiiéncia a projecao contraria da aresta em vermelho.

A nao negatividade das coordenadas do valor médio é comprometida
quando P é uma regiao nao convexa. Essa limitacao em regides nao convexas,
para um ponto fora do nicleo é devido ao fato de projetarmos as faces da
fronteira sobre uma bola centrada nesse ponto,e como podemos observar na
figura 2.8(b), algumas faces sdo projetadas com orientacdo contréaria. Dessa
forma a normal & essas faces sao projetadas apontando para o interior da esfera,

gerando assim contribuicao negativa para as coordenadas de seus vértices.
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23.2
Coordenadas Harmonicas
As coordenadas harmonicas sado definidas por Joshi et al. (5) diretamente

como solucao de equacao de Laplace no interior da regiao P
V2 u(v) =0 v € int(P), (2-30)

sujeita a uma determinada condigao de fronteira.

Vamos considerar primeiramente a construcao das coordenadas harmo-
nicas em duas dimensoes. Seja P uma regido limitada em R? cuja fronteira
OP é formada por um poligono. Procura-se uma solu¢ao direta ao problema
de Dirichlet. Parra isso, é preciso definir a condicao de fronteira. A proposta
de Joshi et al. é definir essa condicao pelo mesmo problema de Dirichlet de
dimensao um. Para cada vértice v; € 0P procuramos uma funcao h; definida

em P tal que

V2 hi(v) =0, ve Int(P) e hi(v) = ¢i(v), veOIP, (2-31)
onde ¢;(v) é a funcao linear por partes definida em OP tal que ¢;(v;) = d;;,
ou seja ¢;(v;) ¢ igual a 1 se t = j e 0 se i # j. No poligono da figura (2.9(a)),

por exemplo, a fun¢ao ¢;(0OP) esta definida sobre as arestas ay, ..., ag de forma

que ¢;(vj) = 0;; parai=1,..,6.

V3 V3
V) V)
Vg v
a;
ds
Vs Vs
@) (b) ©

Figura 2.9: Comportamento da funcao h{, que representa a influéncia do vértice
vy, sobre (a) os vértices, (b) as arestas e (c) no interior do poliedro OP.

Observe que a fungao ¢;(v), definida sobre as arestas do poligono, é dada
por uma solucao da equacao de Laplace em uma dimensao

5?¢;(v)
ov?

=0, vedP. (2-32)
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Procuramos a solucao da equagao de Laplace em 0P cuja condicao de fronteira

imposta sobre os vértices v;,7 = 1,...,6 é dada por:

_J lsei=y
¢(vj)_{056i7éj

Ou seja, ¢; é a fungdo que interpola linearmente os valores 1 no vértice v; e
0 nos vértices v;_1 e v;41 (ver figura 2.9(b)). Voltando para duas dimensoes,
uma vez definida a condicao de fronteira ¢;(v), obtemos a solu¢ao da equacao

de Laplace no interior de P

{ 2hi(v) =0, v e Int(P)
hi(v) = ¢;(v) v € IP

através de diferencas finitas em um gride regular. Dado um ponto vy € int(P),
hi(vg) representa o peso do vértice v; em relacdo ao ponto vy. A fungao
hi(v), v € int(P) representa a propagacao da influéncia do vértice v; no interior
do poligono (ver figura 2.9(c)).

Passemos entao para a construcao das coordenadas em trés dimensoes.
Considere P uma regiao limitada em R? cuja fronteira ¢ um poliedro de faces
nao necessariamente triangulares. Procuramos uma solucao da equagao de
Laplace no interior desse poliedro cuja a condicao de fronteira é obtida de
forma anéloga a duas dimensoes. Comegamos obtendo a solucao da equagao
de Laplace sobre as arestas desse poliedro, ou seja, uma funcdo que interpola
linearmente os valores 1 no vértice v; e 0 nos vértices pertencentes a sua estrela,
obtendo assim a condicao de contorno para a solucao da equacao de Laplace
definida no interior das faces desse poliedro.

A solucdo de equagdo de Laplace sobre as faces desse poliedro sera a
condicao de fronteira para uma func¢ao harmonica definida no interior da regiao
P, essa fungao representa a propagagao da influencia do vértice v; no interior
do poliedro (ver figura 2.10). Como em duas dimensoes, essa solu¢ao ¢ obtida
através de diferencas finitas em um gride regular.

E assim, dado um ponto vy no interior de P, podemos escrevé-lo da

seguinte forma.

Vo = Z hi(vo)vi (2‘33)
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Vs

Figura 2.10: Influéncia do vértice v3 na regido limitada pelo poliedro.

2.33
Coordenadas de Green

As coordenadas de Green sdo motivadas por Lipman et al. (10) pela
terceira identidade de Green, sendo solucao fundamental da equacao de La-
place. Diferente das coordenadas obtidas nas sessoes anteriores, onde apenas os
vértices da fronteira eram usados para expressar um ponto no interior, as coor-
denadas de Green levam em consideragao a orientacao das faces pertencentes
a fronteira OP.

Seja F' = {f1, ..., fx}, onde k é o nimero de faces de P, o conjunto das
faces de OP: arestas em 2D e tridngulos em 3D. Denote por n(f;) a normal
unitaria da face f; orientada para fora.

Assim cada ponto interior vy € int(P) é representado como combinagao

linear

n k
Vo = Z Aiv; + Z Yin(f;), (2-34)
i=1 j=1

Seja G a fungao de Green, solu¢ao fundamental da equagao de Laplace

1 2—d
G(v,v) = Tanllv— vl d=3
3z log[lv —voll, d =2

onde Ay é a area de um esfera unitdria em R% e vy € int(P). Pela terceira
identidade de Green, podemos expressar u(vg) em fungao dos valores da funcao

u e das normais na fronteira da regiao P.
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Y B S GO BT O P _
o = [, (G5 - ooz ar e

onde n é a normal orientada para fora sobre 0P e dv é o elemento de area em
oP.

Tomando a funcao v como a funcao identidade, obtemos

vy = /aP (v% — G(v, v@%) dv (2-36)

Reescrevermos entao, a equacao acima fazendo a integral sobre a fronteira 0P
como a soma das integrais sobre as faces f;. Sendo a fronteira 0P formada em
duas dimensoes, por arestas e em trés dimensoes por tridngulos, temos n(v)
constante sobre cada face f;, logo temos dv/0n(v) = dv/on(f;) = n(f;).

o= X ([ G

fiE€F J

G(v,vo)n(f;)d ), vo € int(P)  (2-37)

Dado um ponto v sobre uma face f;, podemos escrevé-lo em fungao dos

o d o
vértices dessa face, v = ) ,_ | wyv;, sendo wy, ..., wy as coordenadas baricéntricas
de v em relacao aos vértices de uma face f;. Lembrando que essas coordenadas

sao Unicas pois temos como faces arestas ou triangulos. Assim,
OG (v,
vo—z Z vl/wl 0) n(f;) (/vao v> (2-38)
fi€F v eV (f;) f eF

onde V'(f;) é o conjunto dos vértices da face f;.

E reorganizando a tdltima equacao, temos

n k
= Z Aiv; + Z%’”(fj)a vg € int(P), (2-39)

i=1 j=1

onde \; e ; sao:
/\i = / wi(vo)Mdv, 7 = 1, ., noy (2—40)
vEN (v;) 871(1])
v = —/ G(v,v)dv, j=1,...k , (2-41)
Ve f;

sendo N(v;) a unido de todas as faces no primeiro anel de vértices de v;.
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Adaptacdes praticas

Fatores escalares {s;},j = 1,...,k sdo acrescentados, por Lipman at al.
(10), a equagao (2-39) com o objetivo de garantir algumas propriedades impor-
tantes, tal como invariancia de escala. Dessa forma, através das coordenadas
de Green, um ponto vy no interior de uma regiao P é escrito em funcao dos

elementos de fronteira P de seguinte forma
n k
Vg = Z )\iUz‘ + Z ’)/ij?’L(fj). (2—42)
i=1 j=1

Considere S; e S formados pela face f; com o ponto v; +n(f;) e a face

f} com o ponto v} + s;n(f;

fi e fj & a face correspondente apos a deformagao do poliedro. O escalar s; é

), respectivamente, onde v; é um vértice da face

definido de forma a minimizar a distor¢ao de S; a S;.

Ou seja, s; representa o “alongamento” da face f; a medida que o poliedro
OP é deformado.

Em duas dimensoes s; fica bem definido pela razao entre o tamanho da

aresta depois e antes da deformacao no poligono.

A
AR TATR

(2-43)

Em trés dimensoes a distor¢ao, em geral, nao fica bem descrita por um
2 2
.- -, . + -
tnico escalar. Uma sugestao ¢ considerar s; = 01202, onde o; e 09 Sa0 0S

valores singulares do mapeamento linear que leva f; em f]’- . Outra alternativa

proposta em Computing discrete minimal surfaces and their conjugates (11) é

considerar

2 2 2 2
VI ol = 2 (o) (o) + 1o/ [l
Sj:

VBarea (fy)

Onde u e v sao vetores definidos pelas arestas de f; e u' e v’ os vetores definidos

(2-44)

pelas arestas de f.
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