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Conceitos Fundamentais sobre Prova de Teoremas

Este capitulo apresenta uma revisao dos conceitos fundamentais sobre
prova de teoremas. Na primeira parte deste capitulo, definimos os conceitos
de logica, tratamos da distincao entre semantica e sintaxe, apresentamos a
teoria sobre sistemas dedutivos e introduzimos alguns aspectos fundamentais
sobre teoria da prova. A parte final do capitulo explora o conceito de prova
automatica e prova interativa, introduzindo os provadores de teoremas au-
tomatizados. As referéncias bdsicas para os conceitos aqui apresentados sao
(End72), (MHO06) e (SFMO06). Referéncias especificas sao indicadas ao longo

do texto.

2.1
Linguagens Légicas

Légica pode ser vista como o estudo da argumentacao. Mais especifica-
mente, ¢ o estudo de como avaliar os argumentos, distinguindo entre aqueles
que sao validos e os que nao sao. Uma argumentacao é uma sequéncia de sen-
tencas onde cada sentenca é obtida a partir das anteriores através de uma
inferéncia até a obtencao de uma conclusao final. Na Légica Matematica, uma
argumentagao também é conhecida como prova ou demonstra¢ao. Cada passo
onde uma nova sentenga (conclusao) é derivada de um conjunto de sentengas
anteriores (premissas), corresponde a aplicacdo de uma regra de inferéncia ou
argumento bdsico. Dessa forma, uma prova corresponde a uma sequéncia de
aplicacoes de regras de inferéncia. Considerando que regras de inferéncia po-
dem ter mais de uma premissa e apenas uma conclusao, uma prova pode ser
adequadamente representada como uma drvore. Todas estas definicoes sao es-
tritamente sintaticas, isto é, estamos falando basicamente da manipulacao de
simbolos sem considerar seus correspondentes significados.

Uma ldgica, mais especificamente, uma linguagem ldgica é uma linguagem
usada para escrever sentencas. A semantica de uma légica é dada pelos
possiveis valores que expressoes escritas nesta logica podem assumir. Para
linguagens baseadas na Logica Classica, como a légica proposicional e a

logica de primeira ordem, os valores permitidos para as sentencas podem ser
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“verdadeiro” ou “falso”. Logicas enfocando outros tipos de juizos existem.
Por exemplo, na Légica Temporal, o juizo atribuido a uma sentenca leva em
consideracao a nocao de tempo. Além disso, em algumas légicas nao classicas,
denominadas Logicas Multivaloradas, sentencas podem assumir mais do que
apenas estes dois valores. Um caso particular é o da Logica Ternaria, ou Logica
de Trés Valores, onde sentencas podem ser consideradas “verdadeiras”, “falsas”
ou “indefinidas”.

As sentencas que podem ser representadas por uma linguagem sao
expressas por meio de formulas bem formadas, ou simplesmente, férmulas,
isto é, cadeias de caracteres que obedecem as regras sintdticas (gramatica)
da linguagem. Férmulas sao escritas usando simbolos légicos (conectivos,
quantificadores, parénteses, varidveis e o simbolo 1) e nao légicos (letras
proposicionais, simbolos predicativos, funcionais e constantes). Uma linguagem
logica estabelece quais simbolos l6gicos e nao légicos podem ser usados para
escrever formulas nesta linguagem.

O que pode ser expresso varia de linguagem para linguagem. Chamamos
a capacidade de uma linguagem légica de representar sentencas de expressi-
widade. Uma légica pode ser capaz de representar um determinado problema
enquanto outra nao. Quanto maior a expressividade, maior também a comple-
xidade de se manipular uma linguagem. Abaixo apresentamos duas linguagens
fundamentais da Loégica Cléssica, em ordem crescente de acordo com sua ex-
pressividade.

A légica proposicional é uma linguagem bastante utilizada na Logica
Classica que permite estabelecer relacoes logicas sobre proposi¢oes. Uma
proposicao equivale a uma sentenca em linguagem natural a qual podemos

atribuir os valores verdadeiro ou falso, como por exemplo:

Esta chovendo.

Todo homem ¢é mortal.

Na logica proposicional, sentencas como as acima sao codificadas usando
letras proposicionais que podem assumir valores booleanos. A linguagem da
légica proposicional inclui as letras proposicionais, os conectivos booleanos
tradicionais e os parénteses. Podemos especificar formalmente a linguagem
através de uma gramética livre de contexto em Forma de Backus-Naur (notagao

BNF), como mostrado abaixo:

¢=pl(=9) [ (@NQ) [ (6V )] (d— )

onde p é usado genericamente, podendo ser qualquer letra, representando uma

proposicao
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A linguagem proposicional tem uma expressividade bastante limitada.
Ela nao nos permite expressar, por exemplo, relacoes sobre elementos de um
conjunto, como as nogoes de “todos”, “algum” ou “nenhum”. Como exemplo,

a sentenca abaixo nao pode ser expressada usando a légica proposicional:
Para todos os nimeros naturais z,y: x +y =y +x (2-1)

Para resolver o problema de expressividade da légica proposicional foi
criada a légica de predicados, ou ldgica de primeira ordem. Adicionalmente
aos simbolos da légica proposicional, a logica de primeira ordem inclui os
quantificadores “para todo” e “existe”, os simbolos predicativos ou funcio-
nais, variaveis e constantes. Simbolos predicativos ou funcionais sao, respecti-
vamente, relagbes ou fungoes sobre um dominio arbitrario. A gramaética livre

de contexto em BNF para a légica de primeira ordem é como segue:

¢ == Pty by, tn) | (50) [ (9N Q) | (9V @) | (9 — @) | Vzo | Tz

onde x é usado genericamente, podendo ser qualquer letra, representando uma
variavel

P é um predicado ou funcao com n argumentos, n € N. O ntimero total de
argumentos de um predicado ou funcao recebe o nome de aridade. Na légica
de primeira ordem, os componentes de uma féormula que nomeiam objetos,
sao chamados termos. Portanto, cada t; é um termo. x é uma variavel. Assim,
considerando o conjunto dos niimeros naturais N como o dominio para variaveis
e definindo a funcao “4” e o predicado “=", ambos binarios, isto é, ambos de

aridade 2, podemos representar a sentenga da equagao (2-1), como:

Yo,y (= (+(2,9), +(y, 7))

onde Vz,y é uma abreviacao para VaVy.

Ou ainda, usando notagao infixa:
Ve,y (x+y=y+2x)

Termos sao construidos a partir das constantes, variaveis e funcoes da
linguagem. Formulas atomicas sao formulas que nao podem ser decompostas
em outras formulas. Férmulas atomicas sao férmulas bem formadas que nao
contém nenhum conectivo ou quantificador e sao construidas a partir dos
predicados da linguagem. Por exemplo, a formula < (0, +(1,2)) é uma férmula
atomica, onde 0, +(1,2), 1 e 2 sdo termos. Ja a férmula da equagao (2.1) nao

é atomica.
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Como os exemplos acima, podemos ver claramente como a légica de
primeira ordem é mais poderosa que a proposicional. Na verdade, a logica
de primeira ordem ¢ a linguagem fundamental da matematica e com ela foram
formuladas, por exemplo, a teoria dos numeros e a geometria. Mas apesar
disso tudo, ela também tem suas limitacoes quanto a capacidade de expressar
sentencas. Isto ocorre pelo fato de que, em primeira ordem, os quantificadores e
predicados variam apenas sobre variaveis, o que impede produzir sentencas que,
por exemplo, falem sobre predicados. O conceito matematico de indugao é um
exemplo de sentenca em que precisamos de um pouco mais de expressividade

do que a oferecida pela légica de primeira ordem.
VP ((P(0O) AN Vn (P(n) — P(n+1))) — Vn P(n))

A sentenga acima afirma que para cada predicado P, se P(0) vale e
se, para todo n € N, P(n) também vale e podemos concluir, a partir dessa
afirmagao, que vale também P(n+1), conclui-se que, P(n) vale para todo n. Tal
afirmacao corresponde ao que determina a inducao matematica. Claramente,
nao podemos escrever tal sentenca com a logica de primeira ordem, porque
ela nao quantifica sobre predicados. Para este tipo de afirmacao usamos outra
linguagem, a logica de segunda ordem. Esta ultima, por sua vez, pertence
a classe das [dgicas de mais alta ordem (em inglés, higher order logics).

Provadores de teoremas como HOL (Hol) sdo baseados nesse tipo de linguagem.

2.2
Semantica

Para sermos capazes de raciocinar sobre a verdade de um sentenca escrita
em uma linguagem légica, precisamos de algum mecanismo para atribuir
significado a essas sentencas. Quando escrevemos formulas numa linguagem
l6gica, os simbolos 16gicos permitidos seguem seu significado intrinseco, mas é
preciso definir uma forma para interpretar os simbolos nao logicos. Chamamos
de interpretacao a atribuicao de significado aos simbolos nao légicos de
uma linguagem légica. Na logica proposicional isto é feito atribuindo os

¢

valores “verdadeiro” ou “falso”as letras proposicionais em uma férmula, o que
corresponde a uma linha da tabela verdade da sentenca. Para a logica de
primeira ordem, o significado de uma férmula depende do estabelecimento de

uma estrutura. Uma estrutura determina:

1. Um conjunto ® de individuos sobre o qual variaveis e constantes assu-

mem valores, chamado de universo de discurso.
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2. Para cada simbolo predicativo, uma relagao & C D", ou seja, R é um

conjunto de n-tuplas de membros de ©.
3. Para cada simbolo constante, um elemento de ®.

4. Para cada simbolo funcional, uma fungao f : ®" — 2

Por exemplo, a estrutura (Z, -+, ) representa a interpretagao usada para
expressar a Teoria dos Numeros.

Dizemos que uma férmula é vdlida quando a mesma é verdadeira em
todas as interpretacoes. Para a logica proposicional uma férmula valida é
chamada de tautologia e, neste caso, corresponde as formulas cuja tabela
verdade tem a ultima coluna sempre verdadeira. Na logica de primeira ordem,
férmulas validas sao aquelas verdadeiras em todas as estruturas possiveis.

Uma férmula é wvalida em uma interpretagao se é sempre verdadeira
naquela interpretagao. Na logica proposicional isto equivale a uma linha de uma
tabela verdade que termina em verdadeiro. Em primeira ordem isto equivale a
uma férmula que é verdade na estrutura em questao.

Uma férmula ¢ é dita ser satisfativel se existe alguma interpretacao onde
¢ ¢é verdade.

Uma férmula ¢ é dita ser falsificavel se existe alguma interpretagao onde
¢ é falsa.

Por fim, uma férmula ¢ é dita ser insatisfativel se ¢ é sempre falsa para
qualquer interpretagao dada. Se ¢ é instatisfativel, —¢ é valida e vice-versa.

O conceito de consequéncia logica estabelece uma relacao de decorréncia
entre um conjunto de férmulas e uma formula. Isto é, a consequéncia logica de-
termina quando uma férmula decorre logicamente de um conjunto de féormulas.

Formalmente, sendo A um conjuto de férmulas e @ uma férmula, temos:
AEa

se e somente se toda interpretacao que satisfaz todas as férmulas de A também
satisfaz . Dessa forma, uma férmula vélida « é representada como = «.

O conceito de consequéncia é central em Légica. Dissemos no inicio deste
capitulo que cada passo do processo de prova corresponde a aplicacao de uma
regra de inferéncia. Pela consequéncia légica, temos que uma regra de inferéncia
é correta quando, sob qualquer possivel atribuicao de valores verdade, se as

premissas sao verdadeiras, entao a conclusao também é verdadeira.
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2.3
Sistemas Dedutivos

A consequeéncia légica é um conceito semantico, isto é, depende do signifi-
cado das férmulas em questao. Um sistema dedutivo é um mecanismo sintatico
correspondente a consequéncia logica, ou seja, sistemas dedutivos também ser-
vem para analisar a validade de férmulas, mas focando exclusivamente na
representacao simbolica das mesmas.

Um sistema ou calculo dedutivo corresponde a um conjunto de azxiomas
(possivelmente vazio) e um conjunto de regras de inferéncias usadas para
raciocinar sobre féormulas. Regras de inferéncia ja foram discutidas nas secoes
anteriores. Axiomas correspondem a féormulas que nao necessitam de prova, isto
é, um axioma € uma sentenca considerada ébvia ou aceita como um consenso
inicial necessario para outras deducgoes no sistema dedutivo.

Para dizer que uma féormula decorre logicamente de um conjunto de

formulas no nivel sintdtico usamos:
AFa

O conjunto de féormulas A é também chamado de conjunto de hipdteses.
Quando conseguimos concluir que uma determinada férmula decorre de um de-
terminado conjunto de hipoteses, temos um teorema. Podemos ver um sistema
dedutivo como um mecanismo para provar teoremas. Neste caso, uma prova
é uma sequéncia finita de passos de inferéncia onde uma conclusao é obtida
usando somente regras de inferéncia e axiomas. Uma prova, portanto, pode
ser vista como um artefato sintatico, que envolve simplesmente manipulacao
simbdlica. Em outras palavras, uma férmula é um teorema se pode ser provada
usando algum sistema dedutivo. Axiomas sao considerados teoremas, ja que
sao aceitos como verdadeiros no sistema dedutivo em questao.

Existe uma forte relagao entre a no¢ao semantica (verdade de férmulas) e
a nocao sintdtica (provar férmulas) quando analisamos o fato de uma férmula
decorrer logicamente de um conjunto de férmulas. As definicbes de completude
e correcao esclarecem esta relacao, estabelecendo a equivaléncia entre as duas
visoes:

— Corregao: expressa que se AFa = A a.
— Completude: expressa que se A =a = AF a.

Se uma prova conclui o sem utilizar hipoteses, temos o equivalente
sintatico ao conceito de formula valida. Representamos este caso por F «. Neste

tipo de prova, se considerarmos que o sistema dedutivo usado para realizar a

prova é correto e completo temos:
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— pela correcao do sistema dedutivo, um teorema é uma férmula valida.

— pela completude, toda formula vélida é um teorema que possui uma prova

sem hipoteses.

A formalizacao de sistemas dedutivos como conhecemos hoje, tem sua
origem no final do século XIX, com o famoso trabalho de Frege conhecido como
Begriffsschrift, o primeiro esforco abrangente de desenvolver uma linguagem
formal capaz de servir como fundamento para a matemaética. Pouco tempo
depois, Russel descobriu um paradoxo que mostrava que o sistema de Frege era
inconsistente, isto é, a verdade de qualquer proposicao podia ser provada nele.
Russel, entao, criou um sistema préprio, usando a teoria dos tipos como solucao
para seu paradoxo e, ele e Whitehead, demonstraram como este sistema poderia
servir como base para a matemaética, no célebre trabalho denominado Principia
Mathematica. Em 1900, Hilbert enunciou uma lista com 23 problemas em
aberto da matematica no inicio daquele século. Provar a consisténcia da
aritmética, isto é, a impossibilidade de se provar o absurdo nela, era um desses
problemas. Tentando resolvé-lo, Hilbert aperfeicoou o sistema de Frege, criando
um sistema dedutivo com axiomas e regras de inferéncia. Esse sistema serviu
de modelo para muitos outros, que passaram a ser conhecidos como sistemas
dedutivos a la Hilbert.

Em 1935, Godel provou a nao provabilidade da consisténcia da aritmética,
isto é, ele mostrou que nao é possivel provar a consisténcia da aritmética usando
apenas elementos da propria arimética, no que ficou conhecido como Teorema
da Incompletude. Em 1936, Gentzen, trabalhando na prova da consisténcia,
estendeu o trabalho de Hilbert, criando o sistema dedutivo que ficou conhecido
como dedug¢ao natural, no qual o significado de cada conectivo logico é explicado
através de um conjunto de regras de inferéncia. O teorema conhecido como
Hauptsatz foi a base de sua prova da consisténcia. Como um dispositivo técnico
para auxiliar nessa prova, ele extraiu de seu sistema de deducao natural o
calculo de sequentes e mostrou que este deriva os mesmos teoremas que o
primeiro. O sistema de deducao natural foi aperfeicoado, décadas mais tarde,
em 1965, por Prawitz. Pelletier apresenta as bases histéricas do sistema de
deducao natural em (Pel00) , enquanto Mackenzie narra, em detalhes, a histéria
da légica moderna em (Mac95).

Os resultados alcancados a partir do trabalho destes pioneiros consiste
no objeto de estudo da area da Légica denominada Teoria da Prova. Troelstra
e Schwichtenberg apresentam em detalhes estes resultados em (TS00). Nas
subsecoes a seguir apresentamos um pequeno resumo do sistema dedutivo de

deducao natural e do célculo de sequentes de Gentzen.
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2.4
Deducao Natural

Como dito acima, o sistema de deducao natural possui um conjunto de
regras para cada conectivo logico e, considerando a logica de primeira ordem,
para cada quantificador. O sistema nao possui axiomas, apenas regras de in-
feréncia. As regras sao divididas em regras de introdugao e regras de eliminagao,
para cada conectivo e quantificador. Regras de introdugao tem por conclusao
uma férmula com o conectivo ou quantificador como simbolo principal. Regras
de eliminacao tem uma férmula com o conectivo ou quantificador na premissa
maior da mesma. A premissa maior de uma regra funciona como sendo a que
determina a regra. Considerando a regra de eliminacao do conectivo —, como

exemplo, temos:

W (— —E)
onde a premissa maior é ¢ — 1, a conclusao ¥ e a outra premissa ¢ ¢ dita ser
premissa menor da regra.

Um conceito central do sistema de deducao natural é o mecanismo de
descarte de hipoteses, que é o processo pelo qual podemos desconsiderar, a
partir de um ponto em uma demonstracao, em funcao da conclusao obtida, a
dependéncia de uma hipdtese. O descarte de uma férmula em uma dedugao é
denotada envolvendo essa formula com colchetes, como pode ser visto na regra

de introducao do conectivo —, abaixo.
(]

L (= -1
o=
significando que supomos ¢ e, em algum ponto depois, deduzimos ¢/, a partir da
suposicao que fizemos de . Neste momento ocorre o descarte da hipétese, que
nao precisa desconsiderar todas as ocorréncias de uma hipdtese. Entretanto,
para ser uma prova, uma deducao nao pode possuir hipdteses, ou seja, todas
as hipoteses, se existiam, foram descartadas.

Na tabela 2.1 apresentamos a lista completa das regras de introducao e

eliminacao dos conectivos e quantificadores da dedugao natural, considerando:

— na regra V-Introdugao, o parametro a nao pode ocorrer em nenhuma

hipétese da qual a prova de A(a) dependa;

— na regra 3-Eliminagao, o parametro a nao pode ocorrer em 3rA(x), em

C ou em qualquer hipétese da qual a prova da ocorréncia superior de C'
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dependa que nao as descartadas pela regra.

A D AND AAB
ANB (A=1) 1/4\1 (A = Eesq) g (A = Egir)
AT
AéB (\/_Idir) A€B (\/_Iesq) A\/BCC C(\/_E)
[fl]
é A A— B
A—B (==1) B (— —E)
[{1]
L A A
[A(:a)]
A(t) drA(z) C
ToAm) o) & (3-8
Aa) VrA(x)
Vo A(z) (v—1) A() (V= E)
=4
1 o i .
1 (L — Intuicionista) 1 (L — Classico)

Tabela 2.1: Dedugao Natural para Primeira Ordem Classica

O simbolo L representa o sempre falso ou absurdo. Vale notar que as
regras de introducao e eliminagao do — sao casos particulares das respectivas
regras do conectivo —, considerando que —A equivale a A — L. As duas
ultimas regras, referentes ao absurdo, complementam as regras dos conectivos
e quantificadores, fazendo da deducao natural um sistema completo para a
Légica Cléssica. A regra do absurdo intuicionista reflete a nogao que temos
a partir do conceito de consequéncia légica de que do sempre falso pode-
se concluir qualquer proposicao. A regra do absurdo classico, por sua vez,
representa o conceito conhecido como reduc¢ao ao absurdo onde, para provar
uma asser¢ao A, supomos —A e tentamos provar o absurdo. Um artificio
bem comum em provas matematicas. Esta regra é fundamental para a Logica
Classica, pois € ela que nos permite provar que AV —A, o principio do terceiro
excluido, que garante que sentencas sé podem assumir dois valores possiveis,
verdadeiro ou falso. A dedugao natural tem esse nome por buscar funcionar de
forma semelhante a maneira como os matematicos costumam desenvolver suas

provas.
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Quando todas as regras da tabela 2.1 podem ser usadas, exceto a regra
do L — Classico, temos a definicao de uma outra légica, denominada Ldgica
Intuicionista. Na Légica Cléssica, a semantica dos conectivos logicos é dada por
funcaoes booleanas, isto é, fungoes com dominios e contradominios baseados no
conjunto {V, F'}. Por este motivo, todos os conectivos e quantificadores podem
ser obtidos a partir de um sé conectivo e um dos quantificadores, por meio
de composicao de fungoes. Na Légica Intuicionista, por outro lado, todos sao
necessarios, nao sendo possivel interdefini-los dessa maneira.

Como exemplo de uma prova em deducao natural, temos a prova de

~AVBFA—B (2-2)

COImo segue:

L — (2
B [B]

-AV B A— B A— B
A— B

(1)
2)

para facilitar a leitura, usamos indices ao lado da linha equivalente a aplicacao
de uma regra que passou a desconsiderar determinada hipotese. Este me-
canismo permite identificarmos que regra descarta qual ocorréncia de qual

hipdtese da deducao.

2.5
Calculo de Sequentes

O calculo de sequentes é um sistema dedutivo formado por um tnico
axioma, A;A = I, A, onde A e I' sao sequéncias de formulas e A é uma
formula. Além disso possui dois conjuntos de regras, as regras logicas, que
correspondem aos conectivos 16gicos usuais e as regras estruturais. Sao 3 regras
estruturais que determinam certas propriedades caracteristicas desse sistema

dedutivo, como segue:

— Atenuacgao: hipdteses podem nao ser usadas;
— Permutacao: a ordem das hipdteses é irrelevante;

— Contracgao: hipoteses podem ser usadas mais de uma vez.

O calculo de sequentes é um sistema bastante mecanizavel, o que con-
tribui para o seu uso como base para muitos processos automatizados, atual-
mente.

Um sequente é uma foérmula do tipo By, ..B, F A, ..A,. O lado

esquerdo do simbolo - é chamado de antecedente (correspondente a sequéncia
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de hipédteses) e o lado direito é o consequente (ou conclusao). No antecedente,
a virgula é lida como conjuncao, enquanto no consequente ela é lida como
disjuncgao.

O método de prova usando o calculo de sequentes consiste em, primei-
ramente, aplicar uma regra apropriada do sistema ao objetivo inicial, isto é, a
formula que representa o teorema que se deseja provar e, portanto a conclusao
final da possivel prova. Isto produz novas férmulas como premissas da férmula
anterior. O processo é repetido, aplicando regras apropriadas a cada uma des-
tas novas férmulas obtidas, que se tornam, entao, conclusoes de novas férmulas
(suas premissas) geradas. Esta sequéncia de aplicagao de regras se repete até
que as formulas produzidas sejam todas axiomas do sistema, confirmando a
prova da féormula inicial, ou nao seja mais possivel aplicar alguma regra. Neste
caso, as ultimas premissas produzidas representam contra-exemplos que mos-
tram que a férmula que esta tentando ser provada nao é verdadeira. Este pro-
cedimento sempre termina quando consideramos linguagens légicas decidiveis.
Veremos no préximo capitulo que nem toda linguagem logica é decidivel e,
mesmo naquelas que sao, mas sem a regra de eliminacao do corte, nao pode-
mos garantir que o procedimento descrito acima alcance um dos seus estados
finais.

Abaixo apresentamos as regras logicas e estruturais do calculo de se-

quentes para a logica de primeira ordem cléssica.

Conjuncao
I'=AF T'=AG A di
T=AFAGg  Mdr)
FT=A G, L= A
FAGT=A Nt FagToa hese)
Disjuncao
'=AF , = AG ,
r=arvg Vi) FoApve (Vi)
FT=A G,F:>A(v )
FVGT=A €54
Implicagao
FT=A,G y Ir=AF GI'=AN (o esq)
Toaf-G W) FoaTrsA N (e
Negacao
FT'=A . '=AF
r=aF ) Tproa e
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Quantificador Universal

FF:?A%\;S;C&) (v, dir) vf;’il)ri :>AA (v, esq)
Quantificador Existencial

%ﬁjg 3, dir) 35 éa(zc’)fr;;i 3. es4)
Atenuagao

F{?TAA (W, esq) % (W, dir)
Contracao
5?%%5;%55(0¢%Q) Ef%;%&?%5(04ﬁﬂ

Permutacao

TreTos Pen) oA (P
Corte

I'=AF Fll=X%X
Tos Ay cul)

A prova da férmula (2-2) usando célculo de sequentes é como segue:

A= B, A
-AJA=B B,A= 1B
A-AVB=1B

-AVB=A—DB

Gentzen mostrou que para provas com um certo “padrao” especifico, nao
é possivel concluir o absurdo, pois, neste padrao, toda féormula que ocorra
na deducao ou é subférmula da conclusao, ou de alguma das hipdéteses. O
Teorema da Eliminacao do Corte ou Hauptsatz, no calculo de sequentes, e o
da Normalizacao, na deducao natural, garantem que qualquer prova pode ser
transformada para uma prova equivalente que segue este padrao, chamadas de
provas normais, garantindo assim, a consisténcia do sistema.

Como dissemos na segao anterior, Gentzen criou o calculo de sequentes
como um mecanismo auxiliar para analisar provas em deducao natural, mos-
trando que este sistema prova os mesmos teoremas que a deducao natural.

Abaixo, mostramos a relacao para as regras dos conectivos A e — entre os
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dois sistemas, considerando a Logica Intuicionista.

Correspondéncia entre as Regras do A

1
7112/\% (A = Intro) F?iAI/‘\:gB(/\—dir)
ANB

AT

| A=~

¢ (A—FElim) T.A-B=c N0

Correspondéncia entre as Regras do —

I, [A]
1 é B (— —Intro) 1"1—‘:’>AA—:>—>BB (— —dir)
r
1|4 A— B
i | =4 B,F:>C<_>_€Sq>
(— —FElim) NA—-B=C

Este raciocinio pode ser levado para cada um dos demais conectivos
logicos, demonstrando a equivaléncia entre os dois sistemas. Com algumas
variagoes é possivel adapta-los para a Légica Classica também. As regras
estruturais evidenciam propriedades intrinsecas do sistema de deducao natural

e sao necessarias para garantir a equivaléncia entre os dois sistemas.

2.6
Tableaux

O método dos tableauxr analiticos é um sistema dedutivo baseado em um
procedimento de decisao para a logica proposicional e de semi-decisao para a
logica de primeira ordem. Tal procedimento nos permite definir se uma férmula
é consequencia logica de um conjunto de férmulas ou nao. Ou seja, podemos
determinar se By, ..., - Ay, ... A, ouse By,..B, ¥ A1, .. A,.

O método é baseado em refutacao, isto é, para provarmos que By, ...3, -
Ai, ... A,,, supomos a falsidade do sequente como um todo, considerando a
veracidade de B, ...3, e a falsidade de A;,...A,,, esperando derivarmos uma
contradi¢ao. Se a contradicao for obtida, teremos demonstrado o sequente, caso
contrario, o método produz uma valoragao que satisfaz todas as férmulas B;

do antecedente e falsifica todas as féormulas A; do consequente, estabelecendo
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um contra-exemplo para o sequente.

Para indicar se uma formula esta sendo considerada verdadeira ou falsa,
o método dos tableaux lida com férmulas rotuladas pelos simbolos T (true) e F
(false). O primeiro passo na aplicacao do método é falsificar o objetivo inicial
e para isto, marcamos as formulas do antecedente como T e as do consequente
como F. As férmulas sdo encadeadas, formando o tableaux inicial, conforme

representado abaixo:
TB;

TB,

|
FA,

FA,
O tableaux é uma &arvore, que inicialmente possui apenas um ramo. A
partir deste ponto, o mesmo é expandido é por regras que podem simples-
mente adicionar novas férmulas ao final de um ramo ou bifurcar um ramo
em dois. Escolhemos uma das férmulas ainda nao expandidas do tableaux e
escolhemos uma regra apropriada para expandi-la. Marcamos a férmula que
originou a aplicagao da regra para indicar que a mesma ja foi expandida.
A regra aplicada gera novas férmulas que também podem ser expandidas
até que nao tenhamos mais féormulas para expandir no ramo, quando este é
considerado um ramo saturado. Férmulas que nao podem mais ser expandidas
sao formulas do tipo Tp ou Fp, onde p é um dos simbolos proposicionais usado

e sao consideradas férmulas atomicas. As regras do método de tableaux para

a logica proposicional classica sao as apresentadas na tabela 2.2:

TA — B TAV B FAANB
N N N
FA TB TA TB FA FB
FA— B FAvV B TAANB
| | |
TA FA TA
| | |
FB FB TB

T-A F-A
| |
FA TA

Tabela 2.2: Regras do Tableaux para Logica Proposicional Classica

Como as regras de expansao sempre geram férmulas de tamanho menor,

todas as formulas serao expandidas até chegarmos a féormulas atomicas, quando
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todos os ramos estarao saturados. Portanto, o processo de expansao sempre
termina. Um ramo ¢ considereado fechado se possui um par de férmulas do tipo
TA e FA e, assim, nao precisa mais ser expandido, mesmo que ainda nao esteja
saturado, isto é, mesmo que ainda tenha férmulas em aberto. Consideramos o
tableaux como um todo fechado, se todos os seus ramos estao fechados. Neste
caso o objetivo inicial é um teorema.

A prova do nosso exemplo anterior, a formula (2-2), usando tableaux,
segue abaixo, onde o simbolo de sequente foi interpretado como o conectivo

l6gico — e o simbolo ® representa os ramos fechados.
F-AvB—A—B

|
T-AV B

|
FA— B

|
TA

O método de tableaux analiticos, de forma semelhante ao calculo de
sequentes, também é bastante mecanizavel e por isto, serve de base para muitos
provadores automatizados de teoremas. Na verdade, da mesma forma que
relacionamos célculo de sequentes com deducao natural, podemos facilmente
relacionar as regras de tableaux com calculo de sequentes e mostrar que os
dois sistemas também provam os mesmos teoremas. Para isto, consideramos o
método de tableaux como um célculo de sequentes de um lado apenas, isto é,
podemos escrever as regras de tableaux em calculo de sequentes, com formulas
em que o antecedente é vazio. Abaixo mostramos este mapeamento para a

l6gica proposicional classica.

= A, TATB = AFA = AFB
= A, T(ANAB) = A,F(AAB)

= A, FA FB = ATA = ATB
= A, F(AV B) = A, T(AV B)
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= A, TAFB = AFA = ATB
= A, F(A— B) = A, T(A— B)

= A, TA = A,FA
= A, F(=A) = A, T(A-B)

— A TA, TB
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