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Controle Estatistico da Dispersao

Os trabalhos existentes na area de Controle Estatistico de Processos
multicanal voltados para a deteccdo das causas especiais que afetam
individualmente os canais do processo sdo dedicados exclusivamente a sinalizacao
de descontrole na média dessas componentes individuais. Ainda ndo ha trabalhos
que proponham novos esquemas ou estudem a sensibilidade dos esquemas ja
existentes contra alteragbes na dispersdo das componentes individuais de um
processo multicanal.

Uma das contribuigdes desta tese € o estudo da sensibilidade dos esquemas
de controle ja existentes (voltados para o monitoramento das médias das
componentes individuais) a aumentos na dispersdo do processo (especificamente,
sdo considerados os esquemas de controle da média de Mortell e Runger, 1995,
Runger et al., 1996 e Barbosa, 2008). Tal proposta tem o intuito de verificar se 0s
esquemas de controle existentes possuem desempenho bom o suficiente para
considerar apenas um gréfico de controle para 0 monitoramento da média e da
dispersdo das componentes individuais, sem a necessidade de utilizar um
esquema de controle dedicado exclusivamente ao controle da dispersao.

Cabe ressaltar que a analise que sera realizada possui carater inédito, pois
ndo ha nenhum outro trabalho na literatura que mostra tais resultados para o
controle estatistico da dispersdo em processos multicanal.

Para tal estudo, considera-se nesta tese que as alteracbes na dispersédo
ocorrem somente em um canal do processo. Em relacdo ao GCG de diferencas em
relagdo ao nivel-base, neste capitulo sdo desenvolvidas analiticamente as
probabilidades, no caso de alteracdo na dispersdo, dos seguintes eventos:
sinalizacdo associada ao canal afetado pela causa especial e sinalizagcdo por um
canal diferente do afetado pela causa especial. Tais eventos sdo considerados para
dar maior entendimento sobre os tipos de sinais que podem ocorrer no
monitoramento da dispersdo, dada a suposi¢do de ocorréncia de descontrole em

apenas um dos ¢ canais do processo.
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A distribuicéo dos valores de RL (Run Lengths — comprimento de corrida)
dos gréficos de controle de Shewhart é geométrica, entdo, como a média da
distribuicdo geomeétrica é o inverso da probabilidade do evento ocorrer, 0 NMA
(nimero médio de amostras até um sinal; valor médio de RL) pode ser obtido
facilmente pela inversa da probabilidade de sinal em uma amostra qualquer.

Para alguns dos eventos que serdo considerados na analise, duas medidas
de desempenho serdo utilizadas: a probabilidade de sinalizacdo pelo grafico de
controle e 0 nimero médio de amostras até um sinal, considerando a ocorréncia de
alguma causa especial de variacdo que tenha afetado a dispersdo do processo.

As probabilidades acima descritas serdo obtidas somente para os esquemas
de controle do tipo de Shewhart, pois sdo os graficos de controle cuja
probabilidade de sinalizacdo (supondo os parametros do processo estaticos, seja
em controle e fora de controle) é constante nas diversas amostras. Nos esquemas
EWMA, as probabilidades de sinalizacdo de descontrole ndo sdo constantes
porque as observacfes ndo sdo independentes. Entdo, ndo se pode obter o NMA
pela inversa da probabilidade de sinal em uma amostra qualquer. No entanto,
pode-se obter uma freqiiéncia de sinalizacdo em uma amostra, calculando a
inversa do NMA; que deve ser obtido por outro método (como por exemplo, por
um modelo de Cadeias de Markov).

Outra contribuicdo desta tese é o detalhamento do projeto estatistico de
dois gréaficos de controle de grupos (GCG) do tipo de Shewhart dedicados ao
monitoramento da dispersdo de um canal em particular do processo. Foram
desenvolvidos dois desses graficos: um, para dados subgrupados (amostras maior
que uma unidade em cada canal) e outro, para observacgdes individuais. Além dos
gréficos de controle de Shewhart citados, foram também desenvolvidas versbes
EWMA correspondentes, para garantir deteccdes mais rapidas de aumentos de
magnitude pequena a moderada na dispersdo do canal afetado. Tais esquemas de
controle serdo detalhados neste capitulo. Os projetos 6timos dos graficos de

controle de EWMA aqui desenvolvidos serdo mostrados nos proximos capitulos.
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3.1
Estudo analitico das medidas de desempenho do GCG das

diferengas no caso de aumentos da disperséao de um canal

Na ocorréncia de algum aumento por um fator y na disperséo da parcela
individual ¢; de um canal qualquer (mas de apenas um dos canais), passando este

canal afetado a ter disperséo »? = o, a diferenca media e tera a sua variancia

afetada. Tais alteracdes sofridas afetardo as probabilidades de sinalizacdo do GCG
das diferencas de Barbosa (2008). Especificamente sera afetada tanto a
probabilidade de sinalizacdo associada ao canal afetado, quanto a probabilidade de
sinalizacdo associada aos demais canais do processo.

Nesta secdo sdo formuladas analiticamente as equagdes que fornecem as
probabilidades acima mencionadas, permitindo assim o calculo das medidas de
desempenho do GCG de Barbosa (2008) para diversos tipos de sinais na presenga
de causas especiais de variacdo que afetam a dispersdo da parcela individual de
algum canal em particular do processo. Vale salientar que Barbosa (2008) néo
avaliou 0 GCG de diferengas para tais casos, somente analisou 0s casos de
alteracGes na média.

E conveniente lembrar o modelo Mortell e Runger (1995) reescrito por

Barbosa (2008) para processos multicanal é o seguinte:

X = b, + € (2.26)

a) Probabilidade de Sinalizacao associada ao Canal Afetado pela Causa

Especial:

Relembrando, a diferen¢a média de um canal i qualquer obtida em (2.40) é

escrita como:

i . (2.40)
onde:
e -~ N(O,O'Z/nc) considerada a independéncia dos e,; para diversos valores de

t,iej.
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A equacdo (2.40) pode ser reescrita sob a seguinte forma analitica:
- 1$
€ =€; —— z €. (3'1)
C k=1

ou, de forma mais simplificada:

~ c-1
eti. -
C

1 C
Jeti. - Z €. (32)
C k=1

k#i

Partindo de (3.1), o valor esperado € obtido por:

" 1$
E(eti.) = E(en‘.)_ _ZE(ezk.)
C =1
=0 (3.3)
A ocorréncia de uma causa especial de variacdo que altera a disperséo de

um canal i qualquer de o¢ para y 252 néo afeta o valor esperado do ruido e, . Ja
a variancia do ruido e, se altera para y?c?/n e a variancia dos ruidos dos

demais canais permanece a mesma, i.e, o?/n. A variancia de &, pode ser

determinada facilmente por:

Var(éu‘. ) =Var (c _1jen‘. - E €. (34)
C

Por hipotese, as diferencas médias tedricas sdo independentes uma das

outras (e, independente de e, para i#k). Entdo a equacdo (3.4) se reduz
simplesmente a:

Var(e, ) = ("T‘ljz Var(e, )+ sz ; Var(e, )

k#i

c-1

- (_jz Var(e, )+ G)Z (c-1) Var(e,.) (3.5)

C
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Ou seja, a equacéo (3.5) tem o seu valor expresso por:

vare) << T (Y e T

C n

_<>'_2{72(c—1)2 +(c—1)}

n 02

(3.6)

Sintetizando, a distribui¢do amostral da diferenca média do canal i (&,) na

presenca de alguma causa especial de variacdo que afete a dispersdo do canal i é

determinada por:

i -afa [t

n 02
Ao considerar ¥ =1, a variancia obtida em (3.6) sera exatamente igual &
variancia da diferenca media do canal i (g,) quando o processo encontra-se em

estado de controle.

Var(e, ) - "ﬂ(" e _1)}

-2 (<) @)

Apos ter obtido a distribuicdo amostral da diferenca média do canal i (8,)

fora de controle, torna-se facil o cdlculo da probabilidade de sinalizagdo associada
ao canal afetado pela causa especial. Tal probabilidade é determinada

analiticamente por:
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Pl(é, >LSC)u (8, < LIC)|=1-[P(é, < LSC)- P(¢, < LIC)]

-1 -1
Ko = -K,,0 =

I nc —® nc

Jﬁﬂc—n%(c—n} Jﬁﬂc—n%(c—n}

i ]
7 (c-1)+1 73 (c-1)+1 (3.8)

b) Probabilidade de Sinalizacdo por um Canal Diferente do Afetado pela

Causa Especial:

A diferenca média de qualquer outro canal k que ndo foi afetado pela

causa especial é diretamente obtida por:
€. = Xk, — bt (3.9)
Para a obtencdo da distribuicdo amostral da diferenca média de qualquer
outro canal k ndo afetado é necessario um célculo prévio do valor esperado do
nivel-base estimado em funcdo desses outros canais ndo afetados pela causa

especial. Relembrando o resultado obtido em (2.38), o nivel-base estimado pode

ser obtido sob a forma de:
Xik. (3.10)
onde:

Xy =b, +ey, (3.11)

ou, de forma mais direta, (3.10) pode ser ainda reescrita em fungéo das diferencas

médias de outros canais k.
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C
b, +e,
=1

>
o |-~

1 C
:bt +_Zezk.
C k=1

=b, +e, (3.12)

A equacdo (3.12) pode ser ainda reescrita mais uma vez, decompondo o

somatorio Ze,k_ em duas parcelas, tal como segue:
k=1

. 1 c
bt _bt +; €. +kZ=;,etk. (313)
k#i

Entédo, o valor esperado do nivel-base estimado é determinado por:

E( ): E(b,)+1E e, + ie,k_

c k=1
k#i

(3.14)

Obtido o valor esperado do nivel-base estimado torna-se facil o célculo
analitico do valor esperado das diferencas médias de qualquer outro canal k ndo
afetado. Logo, partindo de (3.9), tem-se que:

E(e, )= E('xtk. ~b )

t

= E(xzk.)_E(l;z)
= bt +E(etk.)_bt
=0 (3.15)

Tal como o resultado obtido em (3.3), pode-se comprovar que a ocorréncia

de causas especiais que afetam a dispersdo de um canal i qualquer n&o interfere no
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valor esperado das diferengas médias dos outros k canais ndo afetados. Contudo, a
variancia de tais diferencas ndo tem o mesmo comportamento, pois € afetada pela
alteracdo ocorrida na dispersdo das diferencas médias do canal que sofreu
alteragdo no processo.

Entdo, partindo da equacdo (3.9) e utilizando os resultados de (3.11) e
(3.12), a variancia das diferencas médias dos outros k canais ndo afetados é obtida

analiticamente na forma de:

Var(e, )=Var (xtk. — bA, )
= Var(bz te, — bt - ez..)

=Var (ezk. - et..)

= Var[etk' — EZC: eti.j

C iz

(3.16)

Decompondo o somatérioZe”._, (3.16) pode ser reescrita na seguinte
i=1

forma:

- 1 1
Var(etk.) =Var €r. — —Cu. __Zeti.

c Cia

ik

=Var [c__ljetk. _lzeti.
c Cia (3.17)

izk

Analisando o somatério chen, é observado que, dentre 0s (c-1) termos

o
gerados por ele, apenas um deles tem variancia alterada para y ?s2, pertinente ao
unico canal que sofreu alteracdo, enquanto 0s outros (c-2) termos tém variancia

inalterada igual a 2.
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Logo, considerando a hipo6tese de que as diferencas médias teoricas sdo

independentes uma das outras (e, independente de e, para i #k), (3.17) pode
ser reescrita sob a seguinte forma analitica:

vare) =[] Z (M| e-2Z 1]

n n

=%[(c—l)2 +(c—2+}/2)]

2
=O-—2[c2 —c—1+7/2]

nc (3.18)
Sintetizando, a distribuicdo amostral da diferenca média dos outros k

canais ndo afetados (étk_) na presenca de alguma causa especial de variacdo que
afete a dispersdo do canal i é determinada por:

2
e, ~ N(O,O-—2 c’—c—1+ 72]j

nc

Ao considerar > =1, a variancia obtida em (3.18) sera exatamente igual a
variancia da diferenca média dos outros k canais (&, ) quando o processo

encontra-se em estado de controle.

2
Var(étk.):o-—z[c2 —c—1+ ;/2]
nc

2072(0;1) (3.19)

A probabilidade do GCG de diferencas, sob a presenca da causa especial

considerada, sinalizar em qualquer outro canal k que ndo tenha sido afetado pela

causa especial é calculada pela seguinte forma:

A ~

Plé, >LSC)u(e, <LIC)|=1-[P(e, <LSC)-P(é, <LIC)] (3.20)
ApOs ter obtido a distribuicdo amostral da diferenca média dos outros k

canais ndo afetados (étk. ) quando o processo esta fora de controle, torna-se facil
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calcular analiticamente a probabilidade dada pela equagéo (3.20). Desenvolvendo,

tem-se que:

Ple, >LsC)u(e, <LIC)|=

c-1 c-1
Kdnb o ne - Kdnb o ne
-d
2

\/O-Zz[cz—c—l+7/2] \/0'2 cz—c—l+7/2]
ne

nc

~1-|®

1| K,,Jlc=1)c o -K,,lc=1)c
1/ic2—c—1+]/2i 1/icz—c—l+y2i (3.21)

Esta é a probabilidade de sinalizacdo de um canal k ndo afetado pela causa
especial de variacdo, individualmente. Caso haja independéncia entre os valores

e, para os diversos canais do processo (onde k =12,---,c;k #i), 0 nimero de

sinais simultaneos por canais nao afetados seria uma variavel aleatdria binomial, e
o0 calculo da probabilidade de sinal por algum (pelo menos um) canal k nao

afetado seria dado por:
1-(L-p, ) (3.22)
onde P, é definido pela equagao (3.21).
Entretanto, como os valores de e, sdo correlacionados, ao utilizar a

equacdo (3.22), a probabilidade de sinal por um ou mais canais ndo afetados seria
superestimada.

Dependendo da conduta do pessoal responsavel pelo monitoramento do
processo e do tipo de teste utilizado para o diagnostico do estado do processo na
presenca de algum sinal, o sinal em um canal ndo afetado pode ser considerado
alarme falso ou alarme verdadeiro. O alarme pode ser considerado verdadeiro nos
casos em que a causa especial é descoberta no canal afetado, mesmo que nao seja
diagnosticada nos canais ndo afetados, devido & maior investigacdo realizada por
causa do sinal de descontrole.
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Na andlise dos eventos deve-se ter certa cautela ao definir o que é um sinal
de descontrole, pois ha diversos tipos de sinais que podem ocorrer ao controlar
estatisticamente 0 processo.

A seguir sdo desenvolvidos novos graficos de controle de grupos para o

controle da dispersdo de um canal especifico no processo.

3.2
Graficos especificos para o controle da disperséao

Nesta secdo sdo detalhadas propostas de graficos de controle de grupos
voltados especificamente para 0 monitoramento da dispersdo em um determinado
canal do processo. As propostas diferem conforme a quantidade de amostras
extraidas de cada canal. Além disso, para cada caso, ha versdes Shewhart e
EWMA dos gréficos de controle.

Considere inicialmente os casos onde é possivel a retirada de mais de uma
amostra de cada canal do processo. Embora seja uma situacdo pouco fregiiente na
pratica, devido a certas restricdes operacionais e financeiras dos processos
produtivos, sdo casos que devem ser analisados, pois permitem uma melhora de
desempenho substancial.

Contudo, existem casos mais especificos e mais freqlientes na prética,
onde existem fortes restricdes operacionais e financeiras a extracdo de amostras
dos canais do processo. Em algumas situacdes especificas, quando a inspe¢do do
sistema produtivo é automatizada, ou quando a taxa de produgdo é muito lenta,
deve ser extraida apenas uma observacdo de cada canal (observagdes individuais)
para ndo interromper 0 processo, ou gerar custos maiores de produgdo. Nesses
casos mais especificos, para os graficos de controle de Shewhart, usualmente a

estatistica de controle considerada é o préprio valor amostrado do processo.

3.21
GCG versao Shewhart

Quando é possivel a extracdo de mais de uma amostra (n>1) de cada um
dos canais do processo, as duas estatisticas de controle mais utilizadas para o

monitoramento da dispersdo sdo a amplitude amostral (R) e o desvio-padrao (S).
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A estatistica da variancia amostral (S?) é a menos utilizada, devido & dificuldade
de interpretacdo pelo pessoal responsavel pelo controle do processo. Na prética, o
gréfico de controle da amplitude amostral € mais utilizado que o grafico de
controle do desvio-padrdo e da variancia amostral, devido a facilidade de
implementacdo e interpretacdo no ambiente produtivo.

Embora o uso da estatistica de amplitude amostral seja mais difundido que
0 uso da estatistica de desvio-padrdo e da estatistica de variancia amostral para o
controle estatistico de processos, esse comportamento nao se justifica mais, dada a
maior eficiéncia do grafico de controle de S (e de S%) contra alteracdes na
dispersdo do processo e o fato de que ndo hd mais dificuldade operacional
(esforco computacional empregado) em se calcular S ou S2.

Nesta tese é proposta a adocdo da estatistica S* em um GCG para o
controle de processos, onde é possivel a retirada de mais de uma amostra por
canal. Embora esta estatistica ndo seja a mais difundida (a usualmente adotada no
controle de processos), 0 GCG de S? é analogo ao GCG de S, ao trabalhar com
limites de probabilidade em ambos os graficos. A estatistica de S ndo € aqui
utilizada porque, embora com limites de controle de 3c os gréaficos de S e de S?
tenham desempenho diferente (até pelo fato de apresentarem diferentes curtoses),
no caso de graficos de controle de grupos € preciso trabalhar com limites de

probabilidade para controlar o valor de « e, neste caso, os graficos de S?e S

global
possuem igual desempenho, sendo o LSC de um igual ao quadrado do LSC do
outro.

Quando ndo € possivel a retirada de mais de uma amostra por canal, outra
estatistica de controle deve ser utilizada para o controle da dispersdo das
componentes individuais de variacdo, pois ndo ha como obter a estatistica S°.
Woodall (2000, pag. 347) afirma que a estatistica de amplitude moével (MR) é
usualmente adotada na literatura para o controle da dispersdo de processos
univariados.

Sullivan e Woodall (1996) e Rigdon et al. (2004), entre outros autores,
mostram que a amplitude movel € pouco efetiva para o controle da dispersdo em
processos univariados. Contudo, Roes et al. (1993), Adke and Hong (1997)
chegam a conclusdo oposta, afirmando que o grafico de controle baseado na

amplitude mdével contém informacdo Util sobre os aumentos na dispersdo do
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processo. Amin e Ethridge (1998) mostram que, quando associado a um grafico
de controle de observacdes individuais, o gréfico de controle de MR pode ajudar
na deteccao de aumentos na disperséo.

Esta tese prop6e um GCG da amplitude mével das diferencas em relacéo
ao nivel-base (MR DNB) na versdao Shewhart para o controle da dispersdo da
componente individual dos canais de um PMC (no caso de monitoramento do
processo por observacdes individuais).

A seguir o GCG de S? e 0 GCG de MR DNB sdo detalhados.

3.21.1
Dados subgrupados: GCG de S?

Esta subsecdo descreve o grafico de controle de grupos de S* na versdo
Shewhart, que sera aplicado diretamente as observacdes de cada canal do
processo, uma vez que a variancia amostral das observacdes de um canal é igual a
variancia das diferencas destas observacdes em relacdo ao nivel-base do processo.

Considere a extracdo de mais de uma medida (i.e., subgrupo de tamanho
n>1) por canal em cada instante de amostragem ¢. A varidncia amostral no i-

ésimo canal no instante t € dada por:

2

1 &
2 e — j—
Sti - n—1 = (xtij xti.) (323)

onde

xn_/é a j-ésima medida obtida no canal i no instante t ;

x, € o valor médio das medidas obtidas no canal i no instante t.

Como o interesse € detectar aumentos na dispersdo de e¢,, 0 esquema

proposto s6 possui um limite (superior) de controle. Este é dado por:

2
o 2
LSCGCGS2 = n e

_ 1 ~individual n=1

(3.24)
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onde «.

individual

é determinado através da correcdo de Dunn-Sidak (Dunn, 1958;

Sidak, 1967) de maneira que a probabilidade de alarme falso global do GCG seja

igual a um valor de «,,, especificado. Relembrando, o calculo do «

individual

obtido na equagéo (2.37) mostra que

aindividual = 1 - m (237)

A corregdo de Dunn-Sidak garante a probabilidade de alarme falso «,,,,

especificado, pois as variancias amostrais dos diversos canais sdo independentes
umas das outras.

Se a variancia amostral maxima obtida dentre todos os canais for maior
que o limite superior de controle definido em (3.24), ha forte evidéncia de
descontrole na dispersdo de alguma das componentes individuais dos canais do
processo. Ou seja, 0 processo € considerado fora de controle se

max($2)> LSC

i=2,3,-,c

GCGS?

Tal como foi mencionado anteriormente, é indiferente, para o desempenho
do GCG, usar como estatistica de controle S?> ou S (os valores de NMA; sdo
idénticos). A Unica transformacdo necesséria para utilizar o GCG de S (que pode
ser mais aceito no meio industrial) esta nas equacdes (3.23) e (3.24), onde devera
ser calculada a raiz quadrada da estatistica e do limite superior de controle de S°.

E, de forma analoga, o maximo dos desvios-padréo (max(s,), para i =2,3,---,c)

¢ comparado ao limite superior de controle, para verificacdo do estado do
processo (se estd em controle ou fora de controle).

3.2.1.2
Observacoes individuais: GCG de MR

Uma componente de variacdo do processo é a variacdo do nivel-base.
Trabalhar diretamente com um GCG da amplitude movel das observacbes

individuais de cada canal teria 0 inconveniente de que essa amplitude incorporaria
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também a variagdo do nivel-base, reduzindo a sensibilidade do gréfico de controle
a aumentos na variagao das componentes individuais.

Para eliminar tal componente de variacdo e assim isolar as componentes
individuais, a proposta desta tese, para o caso de observacdes individuais (n=1), é
a utilizacdo de um GCG da amplitude movel das diferencas em rela¢do ao nivel-

base. A amplitude mével das diferencas é estimada por:

MR, =

ti

~ ~ ‘

€i. €. (3.25)

As diferencas em relacdo ao nivel-base sdo distribuidas normalmente com
média igual a zero e variancia igual a (c-1/c)o?/n. E bem conhecido na literatura

que, de modo geral, E(MR,)=d,o e o(MR,)=d,o , onde o é o desvio-padrio do

processo em controle. Entdo, como Var(é, )= (c —1/c)a?/n, tem-se que:

E(MRz) = dZG(éti.)
-1
=d,,| c—ja (3.26)
C
DP(MR,)=dyo (e, )

QU

0
-1 3.27
3 /(C—jao (3.27)
C

onde as constantes d; e ds; sdo definidas para n=2.

A distdncia do limite (superior) de controle a linha média (dada por

d,o(e, )) pode ser expressa como um multiplo de X, do desvio-padréo de MR,
onde K, ¢é o fator de abertura do limite superior de controle, obtido por

simulacdo para fornecer o NMA, especificado.

Portanto, o limite de controle do GCG de MR das diferencas é:

LSCqeur = d,0 (éti. ) + K0 (éfi-)

(3.28)
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E importante lembrar que, os eg;'s ndo sdo diretamente observaveis, entdo,
para estimativa de o, ao se calcular o desvio-padrdo dos residuos

(diferencas em relacdo ao nivel-base estimado) de dados histéricos através de

qualquer estimador que seja, estar-se-a estimando diretamente o+/(c —1)/c , e ndo

o. Portanto, o uso do fator /(c—1)/c multiplicando o para o calculo dos limites

de controle de qualquer grafico que utilize as diferencas em relacdo ao nivel-base
se aplica ao caso aqui presente em que se geram valores simulados de e com um

desvio-padréo .

Considera-se que algum canal do processo esta fora de controle se

max(MR,, ) > LSC ;G um

i=2,3,c

3.2.2
GCG versao EWMA

Os gréficos de controle na versdo Shewhart sdo lentos para sinalizar
alteragdes de magnitude pequena a moderada nos parametros do processo.
Esquemas EWMA sao usualmente utilizados na literatura para o controle de
processos, quando o objetivo é adquirir maior sensibilidade a tais alteraces.

Como serda visto, no caso de extracdo de mais de uma amostra de cada
canal do processo, 0 GCG de S? é mais eficiente para detectar sinais de
descontrole na dispersdo das componentes individuais do que o GCG de
diferencas em relacdo ao nivel-base, e do que os esquemas de controle de R; de
Mortell e Runger (1995) e de MEWMA de S? de Runger et al. (1996). Contudo,
ainda se pode esperar que, para 0 caso de alteragdes de pequena magnitude na
dispersdo de um canal em particular do processo, esse desempenho possa ser
melhorado, em termos de reducdes nos valores de NMA;, pela incorporacdo de
um procedimento EWMA.

Devido a certas peculiaridades dos esquemas de EWMA para o controle da
dispersdo, em vez de se aplicar o amortecimento diretamente & estatistica S°, é
mais conveniente (mais eficiente aplicd-lo) a estatistica In(S?). Portanto é

desenvolvido 0 GCG de EWMA de In(S?%), como sera visto na subseco 3.2.2.1.
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Para os casos de extracGes de observagdes individuais (n=1) de cada fluxo
do processo, também é proposto e analisado nesta tese um GCG de EWMA de
MR das diferencas em relacdo ao nivel-base, visando obter melhor desempenho
para 0s casos de alteracBes de pequena magnitude na dispersdo de um canal em

particular do processo. Tal grafico de controle é desenvolvido na subsecdo 3.2.2.2.

3.2.2.1
Dados subgrupados: GCG de EWMA de In(S?)

Na teoria classica de graficos de controle, alguns trabalhos propuseram
utilizar esquemas de controle de EWMA para 0 monitoramento univariado da
dispersdo. Entre os esquemas univariados desenvolvidos poderiam ser destacados
0s seguintes: MacGregor e Harris (1993) propbem os esquemas EWMV
(Exponentially Weighted Moving Variance) € EWMS (Exponentially Weighted
Mean Square Deviation), Amin e Li (2000) propdem o esquema MaxMin
EWMA, Castagliola (2000, 2005a e 2005b) prop6e um esquema S-EWMA (para
o controle do desvio-padrdo), um esquema S*-EWMA (para o controle da
variancia) e um esquema R-EWMA (para o controle da amplitude amostral).
Além disso, encontram-se na literatura algumas formas adaptativas® para os
esquemas de R-EWMA (Castagliola et al., 2006) e de S>EWMA (Castagliola et
al., 2007 e 2008).

No entanto, ainda ndo ha trabalhos na literatura que proponham tais
esquemas estatisticos para o controle da dispersdo em processos multicanal.

Como visto na subsecdo 3.2.1.1, um dos esquemas de controle propostos
(e analisados) nesta tese é um GCG de S?, na versdo Shewhart, para o controle da
dispersdo de um canal em particular do processo. Contudo, com a corre¢do de
Dunn-Sidak aplicada & probabilidade de alarmes falsos, o limite superior de
controle calculado de S* torna-se maior que o usualmente adotado num grafico de
controle de Shewhart classico, 0 que, por conseqiiéncia, reduz a sensibilidade do
esquema a alteracbes de pequena magnitude na dispersdo das componentes
individuais do processo.

® Que se permite variar os parametros de projeto do gréfico, tal como o tamanho da amostra ou o
intervalo de amostragem, entre dois ou mais valores, em funcdo da informacdo amostral mais
recente.
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Para garantir uma maior eficiéncia (valores menores de NMA;) contra
pequenos aumentos na dispersdo de um canal, um GCG de EWMA de In(S?) é
proposto e analisado.

O trabalho de Crowder e Hamilton (1992) fornece um esquema estatistico
promissor para o controle da dispersdo em processos univariados, ao utilizar um
esquema EWMA unilateral superior (somente considera o limite superior de
controle para sinalizacdo de possiveis deterioracdes na qualidade do processo) da

variancia amostral linearizada, In(SZ). O esquema EWMA unilateral € um caso

especial do grafico de controle generalizado proposto por Champ et al. (1991).
Box et al. (1978) e outros autores recomendam fortemente o uso da
variancia amostral linearizada quando séo realizadas inferéncias sobre variancias

de dados normalmente distribuidos. As razGes para tal recomendacdo estdo no fato
de que tal transformacdo logaritmica na variancia amostral, In(SZ), obter
estatisticas mais normalmente distribuidas do que as prdprias variancias amostrais
(S?. Crowder e Hamilton (1992) mostram que a variancia de In(SZ) é
independente de o® e depende somente do tamanho da amostra n. Mostram
também que um aumento no pardmetro de escala da distribuicdo gamma (um
aumento em &) corresponde a um aumento no pardmetro de locagdo da
distribuicdo log-gamma correspondente (a distribui¢do de In(SZ)).

Outras transformac6es poderiam ser aplicadas a variancia amostral, tal
como as transformacdes Box-Cox, para o controle da dispersdo. Contudo, a
transformacdo logaritmica é adotada por causa da simplicidade e das
caracteristicas acima listadas. A transformacdo logaritmica também foi utilizada
na elaboracdo de esquemas para o controle de processos univariados por outros
autores tais como Castagliola (2005a e 2005b) e Castagliola et al. (2008).

A estatistica de controle EWMA da varidancia linearizada em cada canal €

expressa pelo seguinte modelo:

Zln[(z) = max[(ﬂ“ In(Sti2 )+ (l_ ﬂ)zln‘.(t—l) )’ In(o-g )] (329)

onde:
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Sn.2 é a variancia amostral do canal, dada pela equagéo (3.23);

A mesma constante de amortecimento (A) é usada para todos os canais do
processo.

Como o esquema de controle de EWMA de In(Sj) é projetado

especialmente para deteccdo de aumentos na dispersdo (ndo pretendendo ser um
instrumento para a deteccdo de reducdes da mesma), os autores propdem, para

aumento da sensibilidade do gréfico, reinicializar o valor da estatistica sempre que

EWMA de In(Sj) for menor que In(aoz). Esta metodologia também € adotada no

grafico de controle de grupos de EWMA de In(S 2) desenvolvido nesta tese.
A “barreira refletora” em In(aoz), como definida em (3.29) é utilizada para

evitar o problema de inércia do grafico de controle. Esta “barreira” serve apenas
para os esquemas de controle de EWMA, pois com os graficos de controle na
versdo de Shewhart ela ndo alteraria em nada o desempenho do grafico, i.e., ndo
reduzia os valores de NMA, ja que a estatistica amostral ndo possui dependéncia
serial e, portanto, ndo possui inércia.

Crowder e Hamilton (1992) demonstram, utilizando expansdes de séries

infinitas (veja Abramowitz e Stegun, 1965), que a variancia de In(S?) é dada por:

2\ | 2 2 4 16
Var[ln(Sn. )]_|:n—l+ (n—1)2 + 3(n—1)3 15(n—1)5} (3.30)

Segundo Crowder e Hamilton (1992), a variancia amostral da estatistica
EWMA de In(S? ndo limitada pela “barreira refletora” pode ser utilizada para
obter o limite superior de controle do grafico. Sob a hip6tese de independéncia de

In(S?), a variancia amostral de Z,, ) Pode ser expressa como uma soma dos

termos de uma progressao geométrica, utilizando a variancia amostral definida em

(3.30). Logo, esta variancia é dada por:

Var|Z, )= (ﬁj - -2 ]varin(s?)]

A 2 2 2 4 16
:(ﬁ)[l_(l_l) ]{n—l_'-(n—l)z T3y _15(11—1)5}

(3.31)
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Portanto, de forma analoga ao realizado em (2.6), o limite superior de
controle do GCG de EWMA In(S?) representado em funcdo da linha média
(expressa por In(aj)) e da forma assintética da variancia obtida em (3.31) é o

seguinte:

LSCyeq,, =In(0F)+K U(Zlnm)

Ins

:In(o-oz)+K|nS ( 4 j[ 2 + 2 ~+ 4 - 16 -
2-2)|n=1 (n-1) 3(n-1)" 15(n-1)
(3.32)

onde:
K,,, é o fator de abertura do limite superior de controle, obtido por simulagao,

que fornece 0 NMA, especificado.

A rigor, a barreira refletora altera a distribuicdo da estatistica Z,, ),

fazendo com que a sua variancia difira da variancia que ela teria sem a barreira,

dada por (3.30). Isso, porém, ndo invalida o uso de (3.32) para o LSC, dado que o
fator K, ¢ obtido por simulagdo para fornecer o NMA, desejado.

Se o0 valor maximo da estatistica EWMA dada por (3.29), dentre todos os
canais, for maior que o limite superior de controle dado por (3.32), ha forte
evidéncia de descontrole na dispersdo de alguma das componentes individuais dos
canais do processo. Ou seja, algum canal do processo é considerado fora de

controle se:

maX(Zln,(t) ) > LSCGCGZln

i=2,3,---,c

Os graficos de controle de grupos de S? e de EWMA de In(S%) requerem a
extracdo de amostras de tamanho maior que um (r»>1) por canal, para que se
possa calcular S% Contudo, existem casos especificos, e bem freqiientes em
situacOes praticas, em que fortes restricbes operacionais e econémicas permitem
somente a obtencdo de observacges individuais em cada canal. Para tais situacdes,
nesta tese € proposto um GCG de EWMA da amplitude movel das diferencas em
relacdo ao nivel-base, que é tratado na proxima subsecéo.
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3.2.2.2
Observacodes individuais: GCG de EWMA de MR

Esta subsecdo descreve 0 GCG de EWMA da amplitude mével (MR) das
diferencas em relacdo ao nivel-base, visando garantir detecgBes mais répidas
contra alteragcbes menores na dispersédo (y < 2) das componentes individuais (ey)
dos canais do processo.

Como o objetivo aqui continua sendo a deteccdo de aumentos na
dispersdo, no esquema de controle proposto, tal como no caso do GCG de EWMA
de In(S?, ndo ha um limite inferior de controle e, além disso, uma barreira
refletora é utilizada para reinicializar o valor de EWMA de MR sempre que 0

mesmo for menor que a linha média do grafico, dada por d,c(¢, ), onde o(¢, ) €

o0 desvio-padrao das diferencas em relacao ao nivel-base.
A estatistica de controle EWMA da amplitude mével das diferencas € dada

por:

ZMRn' = max[(ﬂMRﬁ + (1 - j’)ZMRi(t—l) )’ dzo_(én'. )]

c-1
= MmaxX (/IMR” + (l — /I)ZMR[(tfl) )! dZ (Tjo-oj| (3.33)

onde

MR, é adada por (3.25);

d, € uma constante definida para n=2.

A funcéo da “barreira refletora” em d,s (e, ), definida em (3.33) € evitar o

problema de inércia do grafico de controle. Se esta “barreira” fosse utilizada no
GCG de MR na versdao Shewhart, ndo alteraria os valores de NMA;, apenas
poderia esconder a informacdo do verdadeiro valor de MR, quando este estivesse
abaixo do limite superior de controle. O uso de tal “barreira” na versdo Shewhart
poderia truncar ou censurar os dados do processo, sem nenhum beneficio

adicional.
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Portanto, de forma similar ao que foi feito em (2.6), o limite superior de
controle do GCG de EWMA MR é dado por:

A
LSCeo m = 4203 + K 5pds (2—)0_&1'.

1

= (d, + K yd; )0, \/ (ﬁ)(%) (3.34)

onde:

o, € 0 desvio-padréo do processo em controle;

ds € uma constante definida para n=2.
Kzmr € 0 fator de abertura do limite superior de controle, obtido por simulagéo,

que fornece o NMA, especificado.

E verdade que o limite superior de controle para um valor de A especifico
poderia ser obtido diretamente por uma busca por simulacdo, para fornecer o
NMA, especifico. Contudo, a constante 4/(2— 1) é utilizada para a representacéo

dos limites de controle por ja ser utilizada na literatura por varios autores
consagrados.

Na verdade, nem no caso de controle por varidveis independentes e
normalmente distribuidas, o parametro K poderia ser determinado pelo quantil da
distribuicdo normal, cuja probabilidade de a estatistica ultrapassar o limite de
controle corresponda ao inverso do NMA, desejado, devido a autocorrelacdo da
série das estatisticas EWMA.

Se o valor maximo da estatistica Zygr: obtido em (3.33), dentre todos 0s
canais, for maior que o limite superior de controle definido em (3.34), ha forte
evidéncia de descontrole na dispersdo de alguma das componentes individuais dos
canais do processo. Ou seja, algum canal do processo é considerado fora de

controle se:

ma)é(gzMRt ) > LSCGCG ZMR
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Os resultados de desempenho para os GCG na versdo Shewhart sdo
mostrados no préximo capitulo e para os GCG na versédo EWMA estdo no

Capiulo 7.
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