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Resumo 
 
Simões, Bruno Francisco Teixeira; Epprecht, Eugenio Kahn (Orientador). 
Controle Estatístico de Processos Multicanal. Rio de Janeiro, 2010. 259p. Tese 
de Doutorado – Departamento de Engenharia Industrial, Pontifícia Universidade 
Católica do Rio de Janeiro. 
 
 
Processos Multicanal (PMC) estão presentes nas linhas de produção de muitos 

segmentos industriais, tais como na indústria alimentícia, farmacêutica, de fabricação de 
aço e de papel. No entanto, há poucos trabalhos na literatura dedicados ao controle 
estatístico de processos dessa natureza. O trabalho de Boyd (1950) é o primeiro deles. 
Neste trabalho são descritos os gráficos de controle de grupos (GCG). Este é o 
procedimento tradicional, recomendado em textos didáticos de CEP como Pyzdek (1992) 
e Montgomery (até a 3a edição, de 1997). Posteriormente, Mortell e Runger (1995) 
elaboram um modelo matemático mais realista para PMC, decompondo a fonte de 
variação do processo em duas componentes distintas: uma, comum a todos os canais e 
outra, correspondendo à variação individual de cada canal do processo.  Tal modelo foi 
tão bem aceito na literatura que, desde a sua publicação, tem sido utilizado para o 
desenvolvimento de esquemas de controle mais eficientes para PMC. Dos esquemas 
desenvolvidos na versão Shewhart, para o controle estatístico das médias das 
componentes individuais de variação, devem ser destacados os gráficos de controle de 
Mortell e Runger (1995), de Runger, Alt e Montgomery (1996) e o GCG de Barbosa 
(2008).  Dentre os esquemas mencionados, somente os dois primeiros foram 
desenvolvidos tanto em uma versão “de Shewhart” como em uma versão EWMA 
(Exponentially Weighted Moving Average), visando obter maior sensibilidade a pequenas 
alterações na média. Esta tese traz novas propostas para PMC bem representados pelo 
modelo de Mortell e Runger (1995). Propõe-se a análise da eficiência dos gráficos de 
controle existentes na detecção de aumentos na dispersão de um canal, bem como o 
desenvolvimento, na versão Shewhart e EWMA, de novos GCG especificamente 
destinados à sinalização de tais aumentos. Quando não é viável obter mais de uma 
observação por canal do processo, propõem-se os gráficos: GCG de MR das diferenças 
em relação ao nível-base (DNB) e GCG EWMA MR DNB. Já para as situações em que é 
possível obter mais de uma observação por canal, propõem-se: GCG de S2 e GCG 
EWMA de ln(S2). É importante ressaltar que todos os trabalhos desenvolvidos na 
literatura (seguindo o modelo de Mortell e Runger, 1995) foram dedicados 
exclusivamente ao controle estatístico da média das componentes individuais de variação, 
portanto, esta tese tem caráter inédito. Além das contribuições mencionadas, visando 
obter maior sensibilidade a alterações de pequena magnitude na média das componentes 
individuais, propõe-se e analisa-se uma versão EWMA do GCG de Barbosa (2008), o 
mais eficiente na versão Shewhart. Adicionalmente, para obter esquemas EWMA mais 
eficientes, são obtidos os projetos ótimos de todos os esquemas EWMA apresentados 
nesta tese, incluindo os gráficos de controle de EWMA de Rt de Mortell e Runger (1995) 
e de MEWMA de S2 de Runger, Alt e Montgomery (1996).  São analisadas as curvas de 
desempenho de todos os esquemas de controle para uma variedade de situações. Nas 
análises de desempenho, pode-se observar que os esquemas propostos nesta tese são os 
mais eficientes. 
 
 
Palavras-chave 

Gráficos de controle de Grupos; Processos Multicanal; Média Móvel 
Exponencialmente Ponderada; Média; Variância. 
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Abstract 
 

Simões, Bruno Francisco Teixeira; Epprecht, Eugenio Kahn (Advisor). 
Statistical Control  of Multiple Stream Process. Rio de Janeiro, 2010. 259p. 
DSc. Thesis – Departamento de Engenharia Industrial, Pontifícia Universidade 
Católica do Rio de Janeiro. 

 

In a multiple stream process (MSP), a same quality variable is measured in 
several streams in parallel. The first tool proposed for monitoring MSPs was the Group 
Control Chart (GCC) by Boyd (1950). These schemes are recommended in textbooks and 
guides as Pyzdek (1992) and Montgomery (until 3rd edition, 1997). Its efficiency is 
impaired by the presence of cross correlation between streams. A useful model for MSPs 
(Mortell and Runger, 1995) represents the value of the quality variable in each stream at 
any time t as the sum of a random variable (or stochastic process) but that is common to 
all streams, which can be called base level, plus the individual variation of each stream 
relative to the base level. In the literature, three different Shewhart schemes were 
developed to control the individual variation of each stream: Mortell e Runger (1995), 
Runger, Alt and Montgomery (1996) and Barbosa (2008). Only the two first ones were 
developed both in a Shewhart-type and a EWMA (Exponentially Weighted Moving 
Average) version. All these schemes were devoted to monitoring the mean of the 
individual components of the streams; to the best of our knowledge, no previous work 
considered the case of increases in the variance of a stream. In this thesis four different 
GCCs for monitoring the inner variability of the individual streams are developed: a GCC 
of S2, the sample variance of each stream (which is not the same as Runger, Alt and 
Montgomery’s statistics); a GCC of EWMA(lnS2); a GCC of the Moving Ranges of the 
residuals of each stream to the estimated base level, and an EWMA version of it. The last 
two GCCs cater for the case where, at every sampling time, only individual observations 
per stream are feasible, which is frequent with a large number of streams. Beyond the 
mentioned contributions, aiming at more sensitivity to the small shifts in the mean of the 
individual components, this work proposes a EWMA version of the GCC by Barbosa 
(2008), the most efficient in the Shewhart version.  The ARL performance of every one of 
these schemes is analyzed, in a variety of situations, including the case of increases in the 
variance of one stream when the schemes are designed for monitoring the means of 
individual streams. The results show that the proposed schemes are the fastest in 
detecting special causes that affect one individual stream. 
 

 

 

 
 
Keywords 

Group Control Chart; Multiple Stream Process; Exponentially weighted 
moving average; Mean; Variance. 
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Figura 4.4 – Curva de valores de NMA1 para 3 canais e 
NMA0.=200 (n=1) 
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Figura 4.5 – Curva de valores de NMA1 para 15 canais e 
NMA0=200 (n=1) 
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Figura 4.6 – Curva de valores de NMA1 para 20 canais e 
NMA0=200 (n=1) 
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Figura 4.7 – Curva de valores de NMA1 para 2 canais e 
NMA0=200 (n=4) 
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Figura 4.8 – Curva de valores de NMA1 para 3 canais e 
NMA0=200 (n=4)  
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Figura 4.9 – Curva de valores de NMA1 para 15 canais e 
NMA0=200 (n=4) 
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Figura 4.10 – Curva de valores de NMA1 para 20 canais e 
NMA0=200 (n=4) 
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Figura 4.11 – Comparação entre os valores de NMA1 individuais 
e conjuntos para 3 canais considerando o valor de NMA0 igual a 
200 amostras (n=1) 
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Figura 4.12 – Comparação entre os valores de NMA1 individuais 
e conjuntos para 20 canais considerando o valor de NMA0 igual a 
200 amostras (n=1) 
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Figura 4.13 – Comparação entre os valores de NMA1 individuais 
e conjuntos para 3 canais considerando o valor de NMA0 igual a 
200 amostras (n=4) 
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Figura 4.14 – Comparação entre os valores de NMA1 individuais 
e conjuntos para 20 canais considerando o valor de NMA0 igual a 
200 amostras (n=4) 
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Figura 6.1 – Algoritmo utilizado na simulação para o período de 
aquecimento da estatística EWMA 
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Figura 6.2 – Algoritmo utilizado na simulação para obtenção das 
medidas de desempenho 
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Figura 6.3 – Curvas de valores de NMA0 para GCG EWMA DNB 
(3 canais) 
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Figura 6.4 – Curvas de valores de NMA0 para GCG EWMA DNB 
(20 canais) 
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Figura 6.5 – Curvas de valores de NMA0 para GC EWMA Rt  
(3 canais) 
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Figura 6.6 – Curvas de valores de NMA0 para GC EWMA Rt  
(20 canais) 

 
143 

Figura 6.7 – Curvas de valores de NMA0 para GC MEWMA S2 (3 
canais) 
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Figura 6.8 – Curvas de valores de NMA0 para GC MEWMA S2 
(20 canais) 
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Figura 6.9 – Curvas de valores de NMA1 para 15 canais, 
NMA0=200 e δ∗=0,5 (n=1)  
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Figura 6.10 – Curvas de valores de NMA1 para 20 canais, 
NMA0=200 e δ∗=0,5 (n=1) 
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Figura 6.11 – Curvas de valores de NMA1 para 15 canais, 
NMA0=200 e δ∗=1,0 (n=1)  
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Figura 6.12 – Curvas de valores de NMA1 para 20 canais, 
NMA0=200 e δ∗=1,0 (n=1) 
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Figura 6.13 – Curvas de valores de NMA1 para 15 canais, 
NMA0=200 e δ∗=0,5 (n=4) 

 
166 

Figura 6.14 – Curvas de valores de NMA1 para 20 canais, 
NMA0=200 e δ∗=0,5 (n=4) 
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Figura 6.15 – Curvas de valores de NMA1 para 15 canais, 
NMA0=200 e δ∗=1,0 (n=4)  
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Figura 6.16 – Curvas de valores de NMA1 para 20 canais, 
NMA0=200 e δ∗=1,0 (n=4) 
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Figura 7.1 – Algoritmo utilizado na simulação para o período de 
aquecimento individual da estatística EWMA 
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Figura 7.2 – Algoritmo utilizado na simulação para o período de 
aquecimento conjunto da estatística EWMA  
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Figura 7.3 – Algoritmo utilizado na simulação para obtenção das 
medidas de desempenho individual  
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Figura 7.4 – Algoritmo utilizado na simulação para obtenção das 
medidas de desempenho conjunto 
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Figura 7.5 – Curvas de valores de NMA0 para GCG EWMA MR 
DNB (3 canais) 
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Figura 7.6 – Curvas de valores de NMA0 para GCG EWMA MR 
DNB (20 canais)  

 
184 

Figura 7.7 – Curvas de valores de NMA0 para GCG EWMA ln(S2) 
(3 canais, n=4) 
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Figura 7.8 – Curvas de valores de NMA0 para GCG EWMA ln(S2) 
(20 canais, n=4) 
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Figura 7.9 – Comparação de desempenho entre as versões 
Shewhart e EWMA do GCG de DNB para NMA0=200 (c=15, n=1) 
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Figura 7.10 – Comparação de desempenho entre as versões 
Shewhart e EWMA do GC de Rt para NMA0=200 (c=15, n=1) 
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Figura 7.11 – Comparação de desempenho entre as versões 
Shewhart e EWMA do GC de S2 para NMA0=200 (c=15, n=1) 
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Figura 7.12 – Comparação de desempenho entre as versões 
Shewhart e EWMA do GCG de MR de DNB para NMA0=200 
(c=15, n=1) 
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Figura 7.13 – Comparação de desempenho entre as versões 
Shewhart e EWMA do GCG de DNB para NMA0=200 (c=15, n=4) 
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Figura 7.14 – Comparação de desempenho entre as versões 
Shewhart e EWMA do GC de Rt para NMA0=200 (c=15, n=4) 
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Figura 7.15 – Comparação de desempenho entre as versões 
Shewhart e EWMA do GC de S2 para NMA0=200 (c=15, n=4) 
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Figura 7.16 – Comparação de desempenho entre o GCG de S2 e 
o GCG EWMA de ln(S2) para NMA0=200 (c=15, n=4) 
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Lista de abreviaturas e símbolos 
 

 

 

 

α   probabilidade do erro tipo I 

individualα  probabilidade de alarme falso para cada canal individual 

globalα   probabilidade de alarme falso global 

A   evento “canal afetado sinalizar” 

AUO  evento “qualquer canal sinalizar” 

tA   variável aleatória que representa a variação do nível-base do 

processo. É a parcela de variação que é comum a todos os 

canais 

ARL  Average Run Length 

1  vetor coluna de ordem 1×c  de elementos iguais a 1 

tb   valor real do nível-base 

tb̂   valor estimado do nível-base 

β   probabilidade do erro tipo II 

c  número de canais compondo o sistema 

CEP Controle Estatístico de Processos  

CUSUM Cumulative Sum 

DNB  Diferenças em relação ao Nível-Base 

δ   deslocamento na média do processo 

*δ   valor de deslocamento na média do processo para o qual se 

obtém o projeto ótimo 

d2, d3  constantes determinadas pelo número total de canais no  

  processo 

tε   ruído do processo  

tjke   variável aleatória que representa a componente individual de 

cada canal 
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tije  ruído aleatório correspondente ao j-ésimo valor da 

componente individual do canal i no instante t 

tijê  resíduos correspondente ao j-ésimo valor da componente 

individual do canal i no instante t (valor das diferenças em 

relação ao nível-base) 

.ˆtie  diferenças do canal i (valor médio das diferenças) em 

relação ao nível-base estimado 

( ).E   valor esperado 

tE   vetor de dimensão 1×c , representando a variação individual 

de cada canal do processo 

EWMA Exponentially Weighted Moving Average 

SWF ,   função de probabilidade acumulada da amplitude relativa 

G   matriz de dimensão cc × , cujas colunas são iguais aos 

autovetores de Σ  
1G   vetor de dimensão 1×c  formado pela primeira coluna de G   

2G   matriz de dimensão ( )1−× cc  formado pelas 1−c  colunas de 

G  

γ   fator de aumento na dispersão do processo 

*γ   fator de aumento na dispersão do processo para o qual se 

obtém o projeto ótimo 

GC  Gráfico de Controle 

GCC  Group Control Chart 

GCG  Gráfico de Controle de Grupos 

0H   hipótese nula 

H   matriz centrada, idempotente 

I   matriz identidade 

i.i.d.   independente e identicamente distribuído 

K  fator de abertura dos limites de controle 

Kmru  fator de abertura do limite superior de controle do gráfico de 

Rt e de EWMA de Rt de Mortell e Runger (1995) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611778/CC



 

 
 

Kdnb  fator de abertura dos limites de controle do gráfico das 

diferenças em relação ao nível-base de Barbosa (2008) 

KMR  fator de abertura do limite superior de controle do GCG de 

MR de DNB proposto 

Klns  fator de abertura do limite superior de controle do GCG de 

EWMA de ln(S2) proposto 

KZMR  fator de abertura do limite superior de controle do GCG de 

EWMA de MR DNB proposto 

KZdnb  fator de abertura dos limites de controle do GCG de EWMA 

de DNB proposto 

λ   constante de amortecimento do modelo de EWMA 

*λ   valor da constante de amortecimento do modelo de EWMA 

que fornece o menor NMA1 

LSCz  limite superior de controle para o gráfico de controle de 

EWMA 

tRLSC  limite superior de controle para o gráfico de controle de Rt de 

Mortell e Runger (1995) 

tRZLSC  limite superior de controle para o gráfico de controle de 

EWMA de Rt de Mortell e Runger (1995) 

RAMLSC  limite superior de controle para o gráfico de controle de S2 de 

Runger, Alt e Montgomery (1996) 

2SGCG
LSC  limite superior de controle para o GCG de S2 proposto 

MRGCGLSC  limite superior de controle para o GCG de MR proposto 

lnZGCGLSC  limite superior de controle para o GCG de EWMA de ln(S2) 

proposto 

MRGCGLSC Z  limite superior de controle para o GCG de EWMA de MR 

proposto 

nbZdLSC  limite superior de controle para o GCG de EWMA de DNB 

proposto 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611778/CC



 

 
 

LICz  limite inferior de controle para o gráfico de controle de 

EWMA 

nbZdLIC  limite inferior de controle para o GCG de EWMA de DNB 

proposto 

ln(S2)  variância amostral linearizada 

µ   média do processo 

0µ  valor-alvo da média do processo 

MRt  amplitude móvel no instante t 

MR DNB amplitude móvel das Diferenças em relação ao Nível-Base 

MSP   Multiple Stream Process 

n tamanho de amostra por canal 

NMA número médio de amostras até um sinal de descontrole no 

processo 

NMA0  número médio de amostras até um alarme falso 

NMA1  número médio de amostras até um alarme verdadeiro, a 

partir do instante de ocorrência da causa especial de 

variação 

υ   parâmetro de não-centralidade da distribuição Qui-quadrado 

AO ∩  evento “sinalização apenas por um canal não afetado” 

PMC Processo Multicanal 

r Comprimento Significativo de Corrida 

ijρ   coeficiente de correlação entre duas diferenças quaisquer 

.ˆtie e .ˆtje  

R   amplitude amostral 

RL  Run-Length 

SDRL  desvio-padrão de Run-Length 

S  desvio-padrão amostral 

S2  variância amostral 

σ   desvio-padrão do processo 
2
0

σ   variância do processo quando está em controle 

2
1σ   variância do processo quando está fora de controle 
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aσ   desvio-padrão da componente At 

.etiσ   desvio-padrão da componente eti. 

Ztσ   desvio-padrão da estatística EWMA 

( )tRσ   desvio-padrão da amplitude amostral 

( )
tRZσ   desvio-padrão da estatística EWMA da amplitude amostral 

( ))(ln ti
Zσ  desvio-padrão da estatística EWMA de ln(S2) 

Σ   matriz de covariâncias dos dados observados nos c canais 

T2  estatística multivariada de Hotelling(1942) 

θ   conjunto de parâmetros do projeto do gráfico de controle 

1U   primeira componente principal 

2U  contém as c-1 componentes remanescentes 

( ).Var   variância 

VSSI  Variable Sample Size and Sampling Interval 

tX   vetor das observações de dimensão 1×c  de todos os canais 

no instante t 

tx   amostra retirada do processo no instante t 

tjx   amostra retirada do canal j no instante t 

tijx   j-ésima medida obtida no canal i no instante t 

tjkX   variável aleatória que representa o valor esperado da k-

ésima observação contida no canal j no instante t  

x   média amostral da variável x 

0Z   valor inicial da estatística de controle EWMA 

tZ   estatística de controle EWMA no instante t 

)(ln ti
Z   estatística de controle EWMA de ln(S2) do canal i no instante 

t 

iiMRZ   estatística de controle EWMA de MR DNB do canal i no 

instante t 
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.tieZ   estatística de controle EWMA das diferenças do canal i no 

instante t 

( )XZt   vetor de estatísticas de controle EWMA das observações 

originais 

( )2t UZ  vetor de estatísticas de controle EWMA das c-1 

componentes remanescentes 

tRZ   estatística de controle EWMA de Rt de Mortell e Runger 

(1995)  

tRAMZ   estatística de controle EWMA de S2 de Runger, Alt e 

Montgomery (1996)  

1tZ −   estatística de controle EWMA no instante (t -1) 
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