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Controle da Eroséo das Bacias de Atracao

6.1.
Introducéo

A aplicacdo da teoria cléssica de sistemas dindmicos consiste na
identificacdo dos atratores, na sua evolucdo atraves das bifurcaces locais e
globais, e na construcdo dos diagramas de bifurcacdo e das bacias de atracdo, com
0 objetivo final de caracterizar a resposta (usualmente complexa) do sistema.
Estes conceitos estdo bem estabelecidos. Dentre 0s novos topicos de pesquisa em
dindmica ndo-linear, pode-se destacar a investigacdo da integridade de sistemas
dindmicos. Neste contexto, destaca-se o fendmeno de erosdo da bacia segura
devido a penetracdo de atratores perigosos e bifurcacdes globais.

Partindo dos trabalhos de Thompson e colaboradores (Thompson, 1989;
Soliman & Thompson, 1989), tem-se que 0s atratores devem estar imersos em
uma bacia de atracdo compacta (sem a presenca de erosdo) para uma aplicacdo
pratica segura. De fato, a erosdo da bacia segura constitui um estado critico para a
estrutura, podendo leva-la a uma falha inevitavel. Estas situacGes exigem uma
investigacdo detalhada da erosdo das bacias de atracdo, assim como seu possivel

controle, o que constitui o objetivo deste capitulo.

6.1.1.
Medidas de Integridade

O conjunto de condigbes iniciais que levam a uma resposta segura é a
definicdo mais precisa da medida de integridade, uma questdo que foi de certa
forma subestimada no passado, e ainda esta longe de ser trivial. Na verdade,
varios pontos estdo envolvidos na sua correta definicdo e devem ser
cuidadosamente levados em consideragéo (Rega & Lenci, 2005).

Para um estudo coerente e preciso de uma medida de integridade é
necessario ter em mente o conceito preciso de bacia segura. Dentre as principais

definicBes de bacia segura, a mais intuitiva, e a que é utilizada neste trabalho, é:
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“0 conjunto de todas as condices iniciais no espaco de fase que sdo atraidas pelos
pontos fixos pertencentes a um dado vale potencial quando t —o0”, isto &, a
unido da bacia classica de atracéo de todos os atratores de um dado vale potencial.

Esta definicdo proporciona diversas vantagens, as principais sdo: (a) as
bacias de atracdo passam a ser delimitas pelas variedades invariantes (fronteiras
de estabilidade) e assim pode-se avaliar sua evolucdo através da teoria classica de
sistemas dinamicos, e (b) as bacias de atracdo podem ser calculadas por meio de
técnicas numéricas amplamente difundidas na literatura.

Neste contexto, Rega & Lenci (2005) destacam trés medidas de integridade
empregadas para avaliar a evolugdo da erosdo das bacias seguras, a saber: a
medida global de integridade (GIM), a medida local de integridade (LIM) e o
fator de integridade (IF). A seguir séo definidas as medidas GIM e IF. A medida
LIM foi devidamente apresentada no capitulo 5.

A medida global de integridade (GIM) é definida como a magnitude
normalizada do hipervolume (area em 2D) da bacia segura. Tal medida é uma
propriedade do vale potencial e ndo dos atratores externos. O termo normalizada
significa que a magnitude da bacia segura corresponde ao valor do hipervolume
ocupado pela bacia divido por um dado valor de referéncia.

O fator de integridade (IF), introduzido por Lenci & Rega (2003b), é
definido como o raio normalizado da maior hiperesfera inscrita na bacia segura.
As vantagens de se utilizar esta medida sdo: (a) é obtida sem grandes custos
computacionais, (b) é uma propriedade do vale potencial e (c) elimina as regifes
fractais da avaliacdo da integridade do sistema. Porém, em comparacdo com a
medida LIM, o IF pode superestimar a integridade nos casos especiais em que 0
ponto atrator possui uma forte excentricidade em relacdo ao ponto central da bacia

segura compacta.

6.1.2.
Reducéao da Integridade

As medidas de integridade sdo medidas quantitativas de seguranca dos
sistemas dinamicos. S&do utilizadas para se investigar analiticamente, ou
numericamente, a confiabilidade de uma dada estrutura perante a variagéo de seus

parametros e na presenca de perturbacfes. De um ponto de vista pratico, um
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importante pardmetro é a amplitude da excitacdo. Ao se analisar a variacdo de
uma das medidas de integridade em funcdo da amplitude de excitacdo, tem-se o
denominado perfil de erosdo, que é muito util na avaliacdo do nivel de seguranca
de uma dada estrutura.

A erosdo pode ser estudada através da analise das variedades invariantes dos
pontos de sela associados as fronteiras das bacias de atracdo e de sua evolucao.
Neste contexto destaca-se 0 estudo das bifurcacdes globais, pois esta € a chave
dos mecanismos de erosdo (Rega & Lenci, 2008).

As fronteiras de estabilidade obtidas pelas variedades invariantes dos pontos
de sela podem fornecer dois tipos de orbitas. Quando uma variedade instavel que
parte de um ponto de sela coincide com a variedade estavel neste ponto, formando
uma Orbita fechada, diz-se que a orbita € homoclinica. Um ponto é dito
heteroclinico se ele esta na variedade instavel de um ponto de sela e essa
variedade é tangente a variedade estdvel de outro ponto de sela. A 6rbita
percorrida pelo ponto heteroclinico conecta dois pontos de sela e é denominada
oOrbita heteroclinica.

Para sistemas perturbados, tem-se que, quando a excitagdo atinge uma
amplitude critica, as variedades estaveis e instaveis se interceptam. Esta intersecao
representa uma bifurcacdo, que pode ser homoclinica ou heteroclinica, dependo da
situacdo em analise. Este fendmeno é definido como uma bifurcacgéo global.

Neste contexto, tem-se que a reducdo de integridade é geralmente
controlada pelas bifurcacdes globais. Elas permitem que as bacias de outros
atratores que circundam a bacia em estudo penetrem na bacia segura e reduzam a
sua magnitude. Isto acontece através de diferentes mecanismos topologicos, que
sdo extremamente complexos e podem envolver bifurcagdes globais secundarias.
A erosdo acaba com a completa destruicdo da bacia segura e com o aparecimento
de outros regimes dindmicos (Rega & Lenci, 2008).

Como se verifica nos comentarios precedentes, a determinacdo da amplitude
critica da excitagdo associada a bifurcacdo global, homo- ou heteroclinica, é de
suma importancia no estudo da integridade, pois € neste ponto que se inicia uma
série de fendmenos dindmicos indesejados, em especial a erosdo da bacia segura,
0 que leva o sistema a sua inevitavel falha. As bifurcacdes homo/heteroclinicas

podem ser determinadas atraves do critério de Melnikov. Este método permite
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obter analiticamente a amplitude critica da excitacdo associada a bifurcacéo
global.

O método de Melnikov (Guckenheimer & Holmes, 1983; Wiggins, 1988;
Wiggins, 1990) é adequado para estudar esta classe de problemas, pois se podem
obter informacOes a respeito do sistema perturbado utilizando-se a informacéao

contida nas solugdes do sistema néo perturbado (Alberto & Bretas, 2001).

6.1.3.
Controle da Integridade

A erosdo da bacia segura é claramente um evento indesejado, e a
possibilidade de seu controle, ou ao menos a sua reducdo, é de grande interesse
tedrico e pratico. Varios métodos foram propostos nos Gltimos anos com esta
finalidade, um resumo destes métodos é encontrando em Lenci & Rega (2003a,
2003b). Uma idéia comum em varios trabalhos € se controlar e/ou evitar a
bifurcacdo global. Na verdade, a remocdo da bifurcacdo global certamente
acarretaria no fim do conjunto invariante cadtico criado pelo mecanismo da
ferradura de Smale, regularizando os limites da bacia e reduzindo o caos
transiente e imprevisivel. Além disso, eliminaria, diminuiria ou quebraria
diretamente o atrator cadtico, pelo deslocamento da colisdo inevitavel das
variedades estaveis e instaveis, que é a responsavel pelos diversos fendmenos
indesejados. Finalmente, a remoc¢do ndo s6 pode regularizar a dinamica, mas
também pode melhorar outras performances do sistema, tais como o escape do
vale potencial, se este existir (Lenci & Rega, 2003a).

Dentre as diversas técnicas existentes, aquela que consiste em modificar a
excitacdo do sistema atraves da adicdo de uma excitacdo super-harmonica
apresenta-se como uma técnica de baixo custo computacional e bastante viavel.
Com o objetivo de eliminar o caos, estd técnica foi inicialmente proposta por
Shaw (1990), que adicionou um super-harménico a excitacdo. Posteriormente
Lenci & Rega (1998a, 1998b) consideraram todos os super-harmdnicos, de modo
que a forma da excitacdo pudesse variar de maneira arbitraria. A forma da
excitacdo, definida como excitacdo 6tima por Lenci & Rega (1998a, 1998b),
permite aumentar o valor da amplitude critica da excitacdo referente a bifurcacdo

global, tanto homoclinica quanto heteroclinica. Isto € obtido através da
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formulacéo e resolucdo adequada de um problema de otimizacdo. A teoria e a
implementacdo do método de controle juntamente com os detalhes das simulagdes
numéricas de varios sistemas dinamicos nao-lineares sao apresentadas por Lenci
& Rega em uma série de trabalhos (Lenci & Rega, 1998a, 1998b, 2000, 2003a,
2003b, 2003c, 2004a, 2004b, 2005).

O método proposto por Lenci & Rega consiste na identificacdo da forma da
excitacdo periddica que permite evitar, de uma maneira 6tima, a intersecdo das
variedades estaveis e instaveis, e consiste nos seguintes passos:

1. determinacdo da bifurcacdo homo/heteroclinica (amplitude critica da
excitacdo) pelo metodo de Melnikov;

2. estudo da dependéncia da bifurcacdo homo/heteroclinica a forma da
excitacao;

3. formulacdo e resolucdo do problema matemético de otimizacdo, que
consiste na determinagcdo da excitacdo tedrica 6tima que maximiza a
distancia entre as variedades estaveis e instaveis para uma amplitude fixa
de excitacdo ou, equivalentemente, a amplitude critica onde ocorre a
bifurcacéo global,

4. implementacdo numérica da excitacdo 6tima, necessaria para confirmar as
previsdes tedricas e para verificar a viabilidade e performance da técnica

de controle.

Basicamente, 0 método de controle proposto por Lenci & Rega pode ser
compreendido observando-se a sequéncia de ilustraces apresentadas na Figura
6.1. Adota-se, por exemplo, um oscilador com 1 grau de liberdade que apresenta
uma 6rbita homoclinica, Figura 6.1(a), para o sistema conservativo, verifica-se
que a variedade estavel tangencia a variedade instavel no mesmo ponto de sela.
Quando se introduz uma perturbacdo, somente amortecimento, verifica-se pela
Figura 6.1(b) que a variedade estavel passa a delimitar a bacia de atracdo segura e
a variedade instavel converge para o ponto atrator. Contudo, quando se adiciona
também uma excitacdo harménica o sistema comeca a oscilar e isso faz com que
as variedades também oscilem, tanto a estavel como a instavel, Figura 6.1(c). A
medida que se aumenta a amplitude da excita¢do tem-se por consequéncia que as
amplitudes de oscilacdo aumentam e quando a amplitude da excitacdo chega a

uma amplitude critica acontece a indesejada intersecao entre a variedade estavel e
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a instdvel como se verifica pela Figura 6.1(d), sendo que este € 0 que se deseja
evitar. Adicionando super-harmonicos na excitacdo harmdnica do sistema, como
propdem o método de controle, tem-se que a freqiiéncia da excitacdo aumenta e a
amplitude de excitacdo diminui, isso faz com que a variedade estavel se distancie

da variedade instavel ou vice-versa, como se constata observando a Figura 6.1(e).

dx/ dt dx/ dt

~ \J
- 'l‘

(a) Sistema conservativo — Orbita (b) Sistema perturbado — somente

=X

homoclinica amortecimento

Intersecio

vdx/ dt d/ dt homoclinica

~X
(c) Sistema perturbado — amortecimento e (d) Sistema perturbado — amortecimento e
excitagdo harmonica excitacdo harmodnica (amplitude critica)
dx/dt

- X
(e) Sistema com controle — amortecimento, excitagdo harmoénica e super-harmonicos

Figura 6.1: llustragao de aplicacdo do método de controle proposto por Lenci & Rega.

Este método se apresenta como uma ferramenta interessante do ponto de
vista pratico, pois proporciona o controle de sistemas dindmicos ndo-lineares
baseando-se em uma formulacédo analitica através do método de Melnikov. Porém,

o0 método de controle desenvolvido por Lenci & Rega somente é aplicavel a
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sistemas com um grau de liberdade, pois a teoria de Melnikov € limitada e ndo
pode ser estendida a sistemas de n graus de liberdade.

Assim, este método de controle ndo pode ser aplicado aos modelos
acoplados em estudo. Contudo, 0 método pode ser utilizado, sem restri¢bes, para
0s modelos desacoplados, obtidos a partir dos modos nédo-lineares. Inicialmente, é
apresentada a formulacdo das equagdes de movimento dos modelos desacoplados,
seguindo 0s conceitos expostos nos capitulos anteriores. A seguir, mostra-se o
desenvolvimento da formulacgéo tanto para a obtengédo da bifurcacédo global quanto
para a determinacdo da excitacdo Otima. Por fim, apresenta-se a aplicacdo do

método de controle aos modelos desacoplados.

6.2.
Equacdes de Movimento Desacopladas

6.2.1.
Modelo de Augusti

Como se constata nos capitulos anteriores 0 modelo de Augusti pode ser
desacoplado quando excitado nas direcbes ¢ =45°135°, 225° 315°. Nestes
casos tanto os modos ndo-lineares similares quanto as variedades dos pontos de
sela estdo contidas em um dnico plano. Porém, vale recordar, que os planos
desacoplados ndo representam com fidelidade o modelo acoplado para todos os
valores de freqliéncia da excitacdo. Para este estudo considera-se ¢ = 45°.

Partindo da parcela de energia cinética (2.9), da parcela da energia potencial
total (2.12) e da parcela de amortecimento (2.13), obtém-se as parcelas de energia

do modelo desacoplado atraves da expresséo (4.33), a saber:

2 U%sen’ M cos’ @
I e 2 2

T,=—'—=-|uco§ —— |[+Fcos(z)| + (6.1a)
“ mlza)2 2 2 uv?2
° ~1+2co0s’ o

Vo= :(u—ulo)z ES Jl—Zsenz(#J—\/l—ZSenz[gJ (6.1b)

omle, 2200
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C Eu é: .2
E, = P’ 5" (6.1c)
e

As parcelas de energia do modelo desacoplado sdo adimensionalizadas em
funcéo da carga critica do sistema perfeito, Pcr =k/I (k =k, =k, ). Nas equacoes

(6.1) adotam-se as seguintes varidveis auxiliares: 1=P/Pcr, P=mg,

k/m? =w,? /2, C/m*=2{0, (C,=C,), o, ’=g/l, F=F/l, r=at,

e

Q=0,/0,, Q =0/, . Nestas expressdes F, € a magnitude do deslocamento

de base (as parcelas referentes a excitacgdo de base sdo dadas por:

V2

u, = FbTSen(a)et) ev,=F gsen(a)et), pois ¢ =45°), o, é a freqiiéncia da

excitacdo e w, é a freqiiéncia natural do modelo desacoplado.

A equacao de movimento do modelo desacoplado é obtida usando a equagédo

de Lagrange em termos da coordenada generalizada u, sendo esta dada por:

d o) _a), av,) , oE,) _,
dr ou ou ou ou

(6.2)

Assim, a partir de (6.1) e (6.2), tem-se a seguinte equagdo de movimento
desacoplada:

(1+cos(u\/§)].. Vasen(uv2) 26 (u-u,)

ZCos(uﬁ) u+2+2cos(2u\/§)u +Eu+ 207
3 sen{u;@} cos(u;ﬁ} N (6.3)
2 = Fsen(r) cos(%j

& \/l— Zsenz[u;/Ej

Esta equacdo de movimento representa tanto o0 modelo perfeito desacoplado

como o modelo com imperfeicdo geométrica com y =45°.
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6.2.2.
Modelo de Torre Estaiada

Os resultados apresentados nos capitulos anteriores mostram que esse
modelo pode ser desacoplado quando a direcdo da excitacdo coincide com o plano
de uma das molas. Assim, tem-se que tal modelo pode ser desacoplado nos planos
¢ =30°,90°,150°, 210°, 270°, 230°. Estes planos contém as variedades dos

pontos de sela e os modos ndo-lineares similares. Contudo, como no modelo
anterior, vale lembrar que os planos desacoplados ndo representam com fidelidade
0 modelo acoplado para todos os valores de freqiiéncia da excitacdo. No presente
estudo desacopla-se o sistema no plano ¢ =30°.

As parcelas de energia cinética (2.17), energia potencial total (2.21) e
amortecimento (2.22) para 0 modelo desacoplado sdo dadas, com o auxilio da

expressao (4.53b) e considerando S =120°, por:

- T 1. uu?
Tu=mlza)2=E[(U+Fcos(r))2—_1+u2j (6.42)

e

R Y R

Y omlPe AQ

(6.4b)
2 (Vo -vzraf -(2-o-uf )- 2041w
E, = 5, 5 _ (6.4c)

- mi’w,” Q
Considera-se que k, =k,, k, =vK e k, =(1-2v)K . As parcelas de energia

do modelo desacoplado s&o adimensionalizadas em funcdo da carga critica do

sistema perfeito, Pcr=KI/4. Além disso, definem-se as variaveis:
v=aldsen’s, A=P[/Pcr, mg=P, KI*/mli*=40 /4, C/ml*=2¢w,
(C,=C,), o, =g/l, F=F,/l, r=0t, Q=0,/o,e Q,=0,/o,, onde F, é
a magnitude do deslocamento de base, @, € a freqiiéncia da excitagdo e w, € a

freqtiéncia natural do modelo desacoplado. As parcelas referentes a excitacdo de

base sdo dadas por: u, = Fbgsen(a)et) ev,=F %sen(a)et), pois ¢ = 30°.
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Assim, adotando como coordenada generalizada u, tem-se a seguinte

equacdo de movimento desacoplada do modelo perfeito:

Q-v’)rui® 25 2 Va-y2-u
(1+uw2f Q207 J2-u

2 (_ﬁ_m 2(\/5—\/—2+2u)J 1

(6.5)

! == Fsen(r)

3107 | J2-u  2+20 ) O Ji-u

6.3.
Formulacédo do Controle

As equacbes de movimento (6.3) e (6.5) podem ser reescritas,

respectivamente, na forma:

L'IZ (u _ulO)
2+Zcos(2u\/§) 207

1+ cos(uﬁ) i+ ﬁsen(uﬁ)
2COS(U\/§)

\/_sen[u\f}cos[u\f} N (6.6a)
Q—E + g%u —gFsen(r) cos(%} =0

Jl—Zsenz(m]

2

l'j(l—uz)+uuz+ 2 \/5—«/2—qu

(—1+u2)2 Q% \2-u

2 ( J2-2-u 2V2-v2+a)) 1 u . (6.60)
310° J2-u V2+2u Q% 142

gz_gu —&Fsen(r) =0
Q

onde ¢ é um parametro adimensional que mede a amplitude da perturbacao.

Para os modelos em estudo, a introducdo da perturbagdo se da através do
coeficiente de amortecimento e da amplitude da excitagéo.

A presenca deste parametro & nas equacOes de movimento permite a
deteccdo do efeito das perturbacOes nas variedades invariantes. Isto é feito através
do método classico de Melnikov (Melnikov, 1963). Este é um método de
perturbacédo que permite calcular, em uma primeira aproximacéo, a distancia entre

as variedades estaveis e instaveis.
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A teoria e comprovacdo da eficiéncia do método de Melnikov ndo séo
tratadas no presente trabalho, contudo a teoria e as formulagfes necessarias para
utilizacdo do método sdo apresentadas nos trabalhos de Guckenheimer & Holmes
(1983), Wiggins (1988) e Wiggins (1990).

Inicialmente deve-se definir a funcdo de Melnikov que € dada por:

M (m) = j"; DH(u,)-g(u,, 7 +m)dr (6.7)

onde o vetor DH representa a parte ndo perturbada do sistema, o vetor g
representa a parte perturbada do sistema e u, representa a Orbita do sistema
(homoclinica - u,,, ou heteroclinica - u,,). O argumento m da funcdo de
Melnikov é geralmente dado por m =z, +v,, onde (z,,v,) € uma parametrizacéo
das variedades estaveis e instaveis em 2D. Em particular, z, € um pardmetro do
tempo ao longo da oOrbita em uma dada secdo fixa de Poincaré e v, é a fase entre
duas se¢Oes de Poincaré consecutivas. Assim, v, representa a medida da distancia
entre as variedades em uma dada se¢éo fixa de Poincaré, enquanto 7, representa a

medida da distancia das variedades ao longo do tempo para um ponto fixo do
espaco de fase ndo perturbado.

A seguir, obtém-se, para determinacdo das bifurcagdes globais, a funcéo de
Melnikov (6.7) para os modelos desacoplados e, posteriormente, a formulagéo

para a determinacédo do controle 6timo.

6.3.1.
Bifurcacdes Globais

Antes de calcular a fungdo de Melnikov, € preciso determinar os vetores

DH e g. Para isto, inicialmente, é determinada a érbita homo/heteroclinica do

sistema conservativo.

Com o propoésito de generalizar a formulacdo, define-se, no caso
conservativo, que V(u)=V,(u) (expressdo 6.1b ou 6.4b) e t(u)u®=T,(u,u)

(expressdo 6.1a ou 6.4a), pois £ =0, F =0 e £=0. Est4 generalizacdo permite
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que a formulacdo possa ser empregada para ambos os modelos desacoplados.

Assim, tem-se que a energia do sistema conservativo é dada por:
h=t(u)u® +v(u) (6.8)

Através da expressao (6.8) pode-se determinar a 6rbita homo/heteroclinica
para o sistema nédo perturbado. Explicitando a velocidade em (6.8) e fazendo a

separacao de variaveis, tem-se que
Uy = h—v(w,) _, du, —u, > g, (6.9)
t(u,) dr Uy,

Integrando-se (6.9), obtém-se o tempo em fungdo da coordenada u,, a

saber:
—au, (6.10)

Na equacdo (6.10) os valores liml e lim2 dependem do fato da drbita ser
homoclinica ou heteroclinica.

Para obter os vetores DH e g é necessario, primeiramente, determinar o

Hamiltoniano do sistema conservativo. O Hamiltoniano dos modelos

desacoplados pode ser obtido a partir do Lagrangiano, que é dado por:
L(u,u) =T, (u,u) -V, (u) = L(u,u) =t(u)u® -v(u) (6.11)

Por definicdo, a quantidade de movimento em termos do Lagrangiano é:

*

« OL

p =a=2t'(U)u - U= (6.12)

P
2t (u)

Com base na dupla transformacdo de Legendre, tem-se que a funcéo

Hamiltoniana, H , pode ser escrita como:
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*2

H(u,p") = pti-L(u,u)— H(,p") :%tfz—u)ww) (6.13)

A equacdo de Lagrange, expressdes (6.6), é equivalente ao sistema de 2n

equacOes de primeira ordem, conhecidas como equag6es de Hamilton, a saber:

*

ESCLLI (6.143)
op 2t(u)

'__@:__Ef!(u)p*z T’ —_ 12 o

P==7 2 tw? Y (U)J t'(u)u® -v'(u) (6.14b)

Ao se igualar a forca generalizada em termos do Hamiltoniano, p, a forca

generalizada em termos do Lagrangiano, p~, obtém-se:

p=p — UWU°-v'(u)=2t"(u)u’ + 2t )i -

RAOTAON 619
2t(u)  2t(u)

Ou seja, chega-se a equacdo de movimento (6.6), considerando ¢ =0,
F=0eé&=0.
Adicionando a expressao (6.15) os termos de amortecimento e forca, ¢ #0,

a equacdo de movimento, valida para dois modelos desacoplados, toma a forma:

e’ v L@ Fuo)

2t(u)  2tu) 2t(u)  2t(u) (6.16)

onde C(u)=2&/Q (igual para os dois modelos desacoplados) e
F(u,7) =—F var,sin(r), onde varl:cos(uﬁ/Z) para 0 modelo de Augusti e
var, =1 para 0 modelo de torre estaiada.

Definida a equacdo de movimento que representa 0 comportamento dos
modelos desacoplados, expressdo (6.16), pode-se obter as equacdes de Hamilton

tomando um caminho inverso ao anterior. Partindo da expressdao (6.16),
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lembrando que p=p" e p"=2t(u)i+2t'(u)u*, obtém-se a parcela da forca

generalizada em termos do Hamiltoniano, a saber:

20(U)G+T'(U)U? +V'(u) +C (U) + &F (u,7) =0 (6.17a)
b = E'(U)u% —v'(u) — £C (U) — £E (U, 7) (6.17h)

Assim, tem-se que as equacdes de Hamilton para o sistema perturbado sao:

uzﬁ+eglzu+0 (6.18a)
op LI
op
. aH Fr 2 ot C (1 E
p=— 1+ e, ~E (WU -7') —&(C(u)+F(u,z)) (6.18b)
o 8

A partir destas equacOes pode-se obter o vetor ndo perturbado, DH, e 0

vetor perturbado, g, dos modelos desacoplados, a saber:

H{@ 8H} ={—f'(u)u2+\7’(u)} (6.19)

auE u

g=[g, 92T=[ ( ° )} (6.19b)

—&(C(u)+Fu,7)

Definidos os vetores DH e g, obtém-se a fungdo de Melnikov. A seguir,

apresentam-se as passagens para se obter a funcdo de Melnikov em sua forma

final. Partindo da expresséo (6.7), tem-se:

» OH oH

M (m) = Lo % +6_pgsz (6.20)

Substituindo os termos dos vetores DH e g, obtém-se:

M (m) = [';uh(— £(C,)+F(u,, )z (6.21)
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A seguir, utilizando as expressoes C(U)=2&1/Q e

F(u,7) =—F var, sin(z) , tem-se:
o 25 .
M(m):L Uy =& Uy +&F var sen(z+m) [dr (6.22)
Separando as parcelas da integral, chega-se a:
28 (= " -
M (m) =& [utndr+aF [ var usen(r +m)dz (6.23)

Assumindo que sen(z + m) =sen(z) cos(m) + cos(z)sen(m), tem-se:

M (m) = —82—§ruzhdr+€F cos(m)j“’ var. u,sen(r)dz +
Q —o0 —o0

) “ “ (6.24)
ngen(m)j_ var, u, cos(zr)dz

as

Utilizando os termos ¢; , pode-se escrever que:

M(m) = —8%% + &F cos(m)a, + eFsen(m)ar, (6.25)

A equacdo (6.25) pode ser reescrita, multiplicando e dividindo os dois

Gltimos termos por +/a,” +a,” , na forma:

25

M(m) = _85% +eFJa, +ay

(6.26)

(04 a
cos(m)%men(m)%
Va,” +a, Vo,  +a;
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Sabendo que sen(r)cos(m)+cos(r7)sen(m)=sen(rn+m), e definindo

sen(n) = az/w/azz +a, e cos(y) = as/w/azz +a,” , chega-se & expressdo final

da funcéo de Melnikov, a saber:

26

M (m) = —gaal +&F a22 + a3ssen(77 +m) (6.27)

Teorema: se existe um “m” para o qual a funcdo de Melnikov é nula (isto €, se

dm..M(m)=0) entdo o sistema apresenta intersecdo homo/heteroclinica, ou

seja, uma bifurcacao global.
A partir do teorema, obtém-se:

280, /Q)

F\/m (6.28)

sen(n+m) =

ou seja:

6.29a
_ Xe/Q <1— temsolugéo (intersecdo) ( :
28a,/Q

2 2
Fia,” +a,

Se

(6.29D)

se >1— ndo tem solucao

Por fim, tem-se o valor “tedrico” da intersecdo homo/heteroclinica, Fcr",
que representa a magnitude da carga, F, onde ocorre a primeira bifurcacdo

global, a saber:

Fer' =——— (6.30)
a, + a4

A determinacdo dos pardmetros «; € apresentada posteriormente na

aplicacdo do método de controle, item 6.4, juntamente com a definigdo da oOrbita
homo/heteroclinica.
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6.3.2.
Controle a partir da Adicdo de Super-Harménicos

O método de controle proposto por Lenci & Rega tem por base a adi¢édo de
super-harménicos a excitacdo do sistema dinamico, a fim de se obter uma
excitacdo Otima que elimine, ou ao menos retarde, a primeira bifurcacéo global.

Com base neste procedimento, tem-se que a excitagdo toma a forma:
e s -2 FJ -
F (u,7) = —F| var, sen(r) + Z J Fvari sen(jz +v;) (6.31)
j=2

onde o termo adicional define o somatorio de super-harmdnicos até a ordem n, e

v; define o angulo de fase entre os super-harmonicos.

A seguir mostra-se a deducdo da funcdo de Melnikov considerando os

super-harménicos. Partindo-se da expressao
M(m)=[" u,(-&(C(u,)+ F(u,. 7))z (6.32)

utilizando a expressdo (6.31) e sabendo que C (U) = 2&i/Q, obtém-se

M (m) = j:uh(—g%uh + &F (var, sen(z +m) +

(6.33)
ZJ varsen(Jr+Jm+v)B
Separando os termos da integral, tem-se:
M (m) = —Ez—gfouzhdf + gFf var, U,
(6.34)

(sen(r+m)+21 = —Lsen(jr+ jm+v, )J

j=2
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Admitindo que sen(jz+ jm+v;)=sen(jz)cos(jm+v;)+cos(jr)sen(jm+v;),

tem-se:

M(m) = —Egjmuzhdf-i-é": cos(m)ro var, u,sen(z)dz +
Q&= =

n( F o
ng(jz Fljcos(jm +Vj)_[_ var, u,sen(jr)dz +
" ) (6.35)

ngen(m)f var, u, cos(z)dz +

as

(" F, .
ng(szsten(jm +VJ)I_wvari u, cos(jr)dr
j=2

as(J)

Utilizando os termos ¢;( ]) , pode-Se escrever que:

2
M(m) = —555051 + &F

(cos(m)oz2 + Z( ? F’] cos(jm+v;)e,(j) + (6.36)

j=2

j=2

n F
sen(m)a, + Z( Fjsen(Jm +v, )aa(j)J
A equacéo (6.36) pode ser reescrita na forma:

M(m) = —5255051 + e Ja,) +ay

cos(M) —=2—— +Z( jcos(Jm +v, )az—(j)+
w/az +a 2 Ja,” +a) (6.37)
()
sen(m) ———+ ( 2—‘jsen(Jerv )28
w/az +a, ; F Ja,’ +a)
Como sen(y) = az/w/azz +a, e cos(n) = ozg/w/ozz2 +a,” , tem-se:
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25

M (m) = —gaal +&F azz +a32{ sen(n+m)+

(L F) 1
> JZ—‘j— 6.38
J—Z( F e, +a; (6.38)

(cos(jm +vj)az(j)+sen(jm+vj)a3(j)) }
A Equacdo (6.38) pode ser reescrita na forma:

26

M (m) = 5% + &’ +a32{ sen(n +m) +

0 B\ e () + ()

= F) fairar (6.39)
[cos(jm+vj)a2(j) Isen(jmwj)as(j)}

V(D)2 + o))’ e, (i)? +as(i)?

]

Como  sen(7;)cos(jm+v;) +cos(77;)sen(jm +v;) =sen(77; + jm +v;),

sen(7,) = a,(§)/\e, (3)? + ()2 e cos(7) =y (J)/ N, () + a5 (j)? . tem-se

que:

26

M (m)= —gaal +eFya,’ +a32{ sen(n+m)+

(6.40)

i(jziJJaz(j)Z AT jm+v1)}
) et vas

j=2

(i F, /P W, () + s ()7 [ er,” + e e

y(m)=sen(n+m)+ z h;sen(77; + jm+v;), chega-se a expressdo final da funcao
j=2

Definindo h j

de Melnikov, considerando a introducdo de super-harmonicos na excitagdo, a
saber:
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M (m) = —g%al +ey(MFya,” +a)’ (6.41)

Impondo que no caso critico M (m) =0, tem-se que:

28a,/Q

— =t —y(m
FW y(m) (6.42)

Assim, ndo héa intersecdo se:

28a,/Q

T\/T > MaX o 2 {(M)} = (6.43)
2 3

ou seja,

F < Zé:al/Q é_ Fcr — Fcrcont N
\/azz +a32 m m
(6.44)
cont
G- Fcr h :é
Fcr m

O objetivo do método de controle, como se observa na expressdo (6.44), é

obter um valor de m <1, sendo que o menor valor possivel de m fornece o valor

6timo (Fer®™), ou seja, o controle 6timo.

Para uma 6rbita homoclinica a expressdo (6.44) é suficiente para garantir
que o sistema ndo apresente intersecdo, pois, como o sistema apresenta um Unico
ponto de sela, & necessario somente evitar a intersecdo ou tangéncia entre a
variedade estavel e a instavel do referido ponto de sela.

Para uma Orbita heteroclinica a expressao (6.44) ndo é suficiente, pois 0
sistema apresenta dois pontos de sela. Ou seja, é necessario controlar a intersecéo
do ramo superior e do ramo inferior, isto particularizado para o caso em estudo
(um vale potencial delimitado por dois pontos de sela, Figura 6.1). A expressdo

(6.44) garante para uma oOrbita heteroclinica somente que a interse¢cdo do ramo
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inferior ndo ocorrerd. Para se identificar a outra possivel intersecdo, a expressao

(6.44) pode ser reescrita como:

FCI’inf cont 1

My =MaX,, 00,17 (M);—> G,y = = 6.45
f [0,2 ]{7/( )} f FCﬁnfh M, ( )

Por simetria, pode-se definir que o ramo superior é dado por:

— , Fer, 1
msUp = _mlnme[O,Zﬁ] {7(m)}_) Gsup = FCf h = . (646)

As expressdes (6.45) e (6.46) garantem que a Orbita heteroclinica néo
apresenta interse¢do tanto no ramo inferior como no superior. Perante estas
particularidades tem-se que o método de controle deve levar em conta a natureza
do sistema. Neste contexto, Lenci & Rega sugerem dois tipos de controle, a saber:
controle unilateral (one-side) e controle global.

O controle one-side é indicado para Orbitas homoclinicas, pois consegue
apenas controlar um ramo da orbita. Quando aplicado a 6rbitas heteroclinicas
verifica-se que, somente um ramo da Orbita é controlado, sendo que 0 ramo néo
controlado apresenta a bifurcacdo global antes da bifurcacdo tedrica associada.
Assim, quando somente uma Orbita homoclinica precisa ser controlada, o

problema de otimizacdo pode ser escrito na forma:

max, {G “°m} pela variacdo dos coeficientes de

(6.47)
Fourier h; e v;, para j=23,...n

onde G™™" =G, expressio (6.44).
J& o controle global controla simultaneamente o ramo superior e inferior
(G,; e G,,) de uma Orbita heteroclinica. Se a condigdo G™ =G, =G, , ou

sup sup?

Seja, MaX 0.2, 17(M)}=—Min, 4o,.,17(M)}, é satisfeita, o controle global pode

ser escrito como o seguinte problema de otimizacao:
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max, . {G “e‘} pela variacdo dos coeficientes de
hj,v;

(6.48)
Fourier h; e v;, para j=23,..n

obedecendo a restricdo max,, ;o ,.; (7(M)}=—Min, o ., 17 (M)}

A resolucdo dos problemas de otimizacéo (6.47) e (6.48) fornece os valores
otimos de h; e v;. Uma vez determinados esses valores, que dependem do tipo da
Orbita e da quantidade de super-harménicos, pode-se aplicar o método de controle

aos modelos desacoplados, sendo que a magnitude da carga de cada super-
harmdnico é dada por:

[J’ZF"}H V%o 7% (6.49)
(04

F L) +a(j)?

6.3.3. )
Controle Otimo

Os problemas (6.47) e (6.48) sdo independentes do sistema e da excitacao
(de fato, ndo dependem de F, Q e &) e, pelo menos em principio, podem ser
resolvidos sem nenhuma referéncia ao sistema mecanico considerado. Apesar
desta simplificacdo, sua resolucdo ndo pode ser obtida analiticamente, e, assim, €
necessaria uma aproximacdo numeérica. A resolucdo numérica dos problemas
(6.47) e (6.48) ja foi estudada e € apresentada por Lenci & Rega (2003a, 2003b,
2003c, 2005).

Os coeficientes 6timos de Fourier, h; e v;, para um numero j crescente de

super-harmonicos, sdo apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2, respectivamente, para o
controle one-side e o controle global. Os valores aqui apresentados para 0S

coeficientes h; sdo os mesmos apresentados nos trabalhos de Lenci & Rega. Ja os
valores dos coeficientes v; foram determinados a partir da resolucdo dos

problemas de otimizagdo, expressdes (6.47) e (6.48), e sdo especificos para 0s

casos aqui em estudo.
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Tabela 6.1: Resultados numéricos dos problemas de otimizagdo com o0 aumento do

namero de super-harmdnicos no caso de controle one-side.

] GTom h,, v, h;, v, h,, v, hs, vs

2 14142 0.353553, 7

3 1.6180 0.552756, x 0.170789, 0

4 17321 0.673525, 0.333274,0 0.096175, =

5 18019 0.751654, 0.462136, 0 0.215156, 0.059632, 0

0 2 1, = 1,0 1, 7 1,0

Como se observa na Tabela 6.2, as solucdes globais 6timas ndo tém super-

harmonicos pares. Assim, a solucdo do problema de otimizacao (6.48) é dada por

(n-1)/2

y(m) =sin(p+m)+ D h,,,sin(7,,,, +(2j+Dm+v,,,) (6.50)

i

ou seja, pela subclasse de excitagbes simétricas, onde a condi¢do

MaX ;.21 (M) = —Min o .1 17(M)} € trivialmente satisfeita.

Tabela 6.2: Resultados numéricos dos problemas de otimizagdo com o0 aumento do

namero de super-harmonicos no caso de controle global.

J G h,, v, hy, v, h,, v, hy, v,

3 11547 -0.166667, x

5 12071 -0.232259, « 0.060987, 0

7 12310 -0.264943, = 0.100220, 0 -0.028897, «

9 12440 -0.284314, » 0.125257, 0 -0.053460, = 0.016365, 0

o 12732 -0.333333, » 0.200000, 0 -0.142857, » 0.111111,0

As colunas de ganhos G;‘ nas Tabelas 6.1 e 6.2 permitem observar que, em

geral, os ganhos aumentam quando se aumenta 0 numero de super-harménicos.
Entretanto, os ganhos do controle global sdo menores que aqueles do controle

one-side, concordando com as expectativas teoricas (Lenci & Rega, 2005). A
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diferenga € quantitativamente significativa, de onde se pode concluir que os
controles one-side sdo muito mais flexiveis do ponto de vista tedrico. A contra
partida desta boa propriedade é que eles requerem maiores amplitudes para 0s
super-harmoénicos. Assim, o controle one-side exige mais dispéndio de energia.
Na dltima linha de cada tabela, apresentam-se, para comparacdo, os valores dos

coeficientes h; considerando um numero infinito de super-harmdnicos. Estes

valores representam os limites superiores das solugdes 6timas.

6.4.
Aplicacdo do Controle Otimo

Com base na formulacdo desenvolvida anteriormente estuda-se, a seguir, 0

controle dos modelos desacoplados em estudo.

6.4.1.
Modelo de Augusti

6.4.1.1.
Modelo Perfeito

Partindo da expresséo (6.8) e considerando que u,, =0, tem-se a expressao

final do sistema conservativo do modelo perfeito desacoplado, a saber:

oo ofuv2)  Lfuv2
h(u, u)— u cosz[uﬁJ+u Sen[ 2 JCO { J
2 Z(U\/_J
~1+2cos

2
- - —iz 1- |1-2sen’ uv2
2207 Q 2

Utilizando o principio da conservagdo de energia, obtém-se a fronteira de

+

(6.51)

estabilidade da posicdo de equilibrio pré-critica (bacia de atracdo conservativa),
Figura 6.2(a). J4 o comportamento da energia potencial (V, (u), expressio (6.1b))

é mostrado na Figura 6.2(b).
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1 T T T T -0.6
1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 | 1 0.5 0 0.5 1
u u
(a) Bacia de atracdo conservativa (b) Energia Potencial

Figura 6.2: Variedades e perfil da energia potencial para Q= 1/3 e A=0.9. Modelo

perfeito desacoplado.

Verifica-se que a fronteira da bacia de atracdo conservativa é definida por
dois pontos de sela, que estdo localizados nos pontos de maior energia potencial e
que limitam o vale potencial pré-critico. Ou seja, a fronteira de estabilidade do
modelo perfeito desacoplado é delimitada por duas érbitas heteroclinicas.

Para um vale potencial delimitado por duas selas, a expresséo que representa

a orbita heteroclinica em funcdo do tempo deve tender para o infinito nos pontos

sela e ser nula para 7 =0, como ilustra a Figura 6.3.

u

Figura 6.3: llustragdo de uma 6rbita heteroclinica.

Assim, a expressao (6.10), que representa agora a 6rbita heteroclinica, toma

a forma:
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T(uhet) = _[_uuu_duhet (652)

Uper

Figura 6.4: Orbita heteroclinica para Q = 1/3 e 1= 0.9. Modelo perfeito desacoplado.

Em virtude de a funcdo ser impar, para aplicar o método de controle, é

necessario utilizar apenas metade da funcéo (6.52), ou seja:
r(Uy) = [ —=—duy, (6.53)
Uma vez determinada a equacdo da orbita heteroclinica e lembrando que

dzr =du,, /U, € var = cos(uhetﬁ/z), tem-se que as funcdes «,, a,(]) e a5(])

sdo dadas por:

o 9 u_sela duhet u_sela |
alzj-_oouhet dT:J.—u_seIa het uha =J._u_se|auhetduhet (6543)

a,(]) = f; cos(uhetzﬁ]llhetsen(jr)dr =

I o cos{—uhet \/Ejsen( J'Iu —d.u = Jduhet
—u_sela 2 0 U

(6.54b)
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a,(j) = Ji cos[#juhet cos(jr)dzr =

J'U‘Sela cos M cos[j IU%]duhet
2 0 U

(6.54c¢)

—-u_sela

Para obter o, e «; tem-se que j =1 (parcela da excitagdo harmonica).

Com todos os parametros definidos, pode-se aplicar o0 método de controle.
Porém, inicialmente, sdo determinados os valores das bifurcacbes globais
heteroclinicas para a regido de ressonancia fundamental do sistema através da
expressdo (6.30), Figura 6.5. A expressdo (6.30) é suficiente para determinar a
bifurcacdo heteroclinica, pois é valida a restricdo (6.48) relativa a uma Orbita

heteroclinica simétrica ( Fcr" = Fer, " = Fer,").

sup

0.4 - NS
) — Solugio ultima
0.3 ~ - No-Selz A
- \ - -No-SelaB
A
N

FESC
02 - Pitchfork - supercritica
’ “ — - Duplicagao - supercritica
7 AN — Bifurcagao heteroclinica
0.1 — AN
~
| —_— ~
0 I B I
0.2 0.25 03 035 04 0.45 0.5
(@)
M = O

Figura 6.5: Mapeamento das bifurcacdes locais na regido de ressonancia fundamental

para 1=0.9 e £=0.01. Modelo perfeito desacoplado.

Observa-se que a bifurcagdo heteroclinica acontece, como esperado, para
um valor inferior ao valor de escape do sistema. Neste ponto se iniciam 0s
fendmenos dindmicos indesejados que levam a erosao da bacia.

Na estratégia de controle adota-se um super-harménico de ordem trés na
excitacdo harmonica do modelo, com isso, a equagdo de movimento toma a

forma:
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[1+cos(u\/§)J \/_sen(u\/_) u
Zcos(u\/f) 2+2cos(2u\/_) 102

w2 (uV2
ﬂsen[ 5 Jcos[ 5 J+2_§u

& \/1—25in2[u\2/§j °

F(cos{ ﬁ}sen(r) +9-2 K cos{ ﬁjsen(Sr + v3)J
2 F 2

(6.55)

Os valores 6timos referentes a esta situacdo sdo dados na Tabela 6.2, ou

seja, h —0.166667 e v,,., =7, que, pela expressdo (6.49), fornece

Sotimo —
9F,/F =-1.1152799.
Para exemplificagcdo, define-se 2=0.2465, 1=0.9 e £ =0.01, situacdo

onde se observa 0 menor valor de escape (situacdo mais perigosa - ver Figura 6.5).

Neste caso, constata-se, a partir da expressao (6.30), que a magnitude da carga

onde ocorre a bifurcagdo heteroclinica ¢ F =Fcr, " = Fer, " =0.0528979.

sup
Quando se considera o controle com os valores 6timos, verifica-se, através das

expressdes (6.45) ou (6.46), que a bifurcagdo passa a ocorrer para

F = Fer,,“" = Fer,,™" =0.0610813, ou seja, tem-se um ganho de

sup
aproximadamente 15.47%, como se mostra na Tabela 6.2.

A comprovacdo do ganho que proporciona o método de controle €
apresentada a seguir através da analise dos diagramas de bifurcacdo, das fronteiras
de estabilidade (variedades invariantes), das medidas de integridade e das bacias
de atracéo.

Verifica-se nos diagramas de bifurcacdo em funcdo do parametro da carga,
Figura 6.6, que, inicialmente, ambos apresentam a solucéo de periodo um, P1, que
desaparece através de uma bifurcacdo no-sela. Apds outra bifurcacdo noé-sela
surge a solugdo estavel P1’ (para o sistema sem controle) e P1’ e P1’” (para o
sistema controlado), que se tornam instaveis apos uma bifurcacao pitchfork que da
origem a duas solucfes estaveis que permanecem até o0 momento do escape. Neste

caso 0 escape acontece primeiro para o modelo controlado.
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(a) Modelo original (b) Modelo controlado
Figura 6.6: Diagramas de bifurcagéo para Q =0.2465, A=0.9 e £=0.01, modelo original e

modelo controlado (9Fz / F =—1.115279 e vsqimo = ). Modelo perfeito desacoplado.

Embora se constate que o valor final de escape seja menor para 0 modelo
controlado, verifica-se através das variedades invariantes mostradas na Figura 6.7
que para a bifurcacdo tedrica, F =0.0528979, o modelo original apresenta a
bifurcacdo heteroclinica, como esperado, mas 0 mesmo ndo acontece para 0
modelo controlado, ou seja, a estratégia de controle retardou a intersecdo entre as

variedades estaveis e instaveis do sistema.

/dt
/dt

du
du

7 |\
3 \\__\ 10 / " '-.II } R
-0.5 + \Q\\'/j / -\\.:'\I | -0.5 +

| ___'// \\J |

/ / |

(a) Modelo original (b) Modelo controlado
Figura 6.7: Variedades invariantes associadas as fronteiras de estabilidade para
F =0.0528979, Q =0.2465, A=0.9 e £=0.01, modelo original e modelo controlado (9F3 /
F=-1.115279 e vsoimo = m). Modelo perfeito desacoplado.

O ganho que a estratégia de controle proporciona, cerca de 15,47%, é
observado de uma forma mais clara quando se confrontam as medidas de
integridade GIM e IF do modelo original e 0 modelo controlado, mostradas na
Figura 6.8.
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Considera-se na medida de integridade GIM a soma de toda a area compacta
em 2D, ou seja, toda a &rea compacta bacia da segura. Ja a medida IF considera o
raio do maior circulo inscrito dentro da mesma regiao segura.

Em ambas as medidas de integridade, GIM e IF (que foram normalizadas
em funcdo das magnitudes GIM e IF para F =0), verifica-se o indiscutivel ganho
que a adicdo do super-harmonico de ordem 3 provoca no modelo perfeito
desacoplado, ou seja, constata-se que a erosdo da bacia segura no modelo
controlado inicia-se mais tarde. Isto aumenta a margem de seguranca da estrutura,
aumentado a magnitude das perturbacdes que pode sofrer a estrutura sem que

perca sua estabilidade.

. Bifurca¢ao|Heteroclinica 1 Modelp Controlado

0.9 —
E i
© 08 —

0.7 — Bifurcacdo Heteroclinica - Modelo Original

| —— Modelp original - Excitagio Harménica \
—— Modelo controlado - Excitagdo Harménica + Super-Harmoénico de ordemt Q
0.6 \ | T ‘ \ | \ | T ‘ T
0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08
F
(a) Medida de integridade GIM
Bifurcacdo Heteroclinica - Modelp Contrplado
1

0.9 —
IF

0.8 —

Bifurcacdo Heteroclinica - Modelo Original
0.7 —
_| —— Modelo original - Excitagdo Harménica
—— Modelo controlado - Excitagcdo Harménica + Super-Harménico de ordem 3
0.6 \ [ \ [ T ‘ \ [ T ‘ T
0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08

F
(b) Medida de integridade IF
Figura 6.8: Medidas de integridade GIM e IF para Q =0.2465, A=0.9 e £=0.01, modelo
original e modelo controlado (9F; / F=-1.115279 € vsaiime = 7). Modelo perfeito

desacoplado.
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Observando as bacias de atracdo mostradas na Figura 6.9, pode-se
compreender melhor o efeito do controle. Verifica-se para F =0.06 que em
ambas as situagfes ndo ha erosdo. Quando F =0.066 constata-se que comega a
erosdo da bacia do modelo original enquanto a bacia do modelo controlado esta
ainda intacta. J& para F =0.07 observa-se o inicio da erosdo da bacia do modelo

controlado, sendo que a erosao da bacia do modelo original j& esta bem acentuada.

0.5+ 0.5+

du /dt
du /dt

05— 05

-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 L5 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5
u u

(a.1) Modelo original (a.2) Modelo controlado
(a) F=0.06

0.5+ 0.5+

du /dt
du /dt

05 05—

(b.1) Modelo original (b.2) Modelo controlado
(b) F =0.066

0.5+ 0.5+

du /dt
du /dt

05— 05—

(c.1) Modelo original (c.2) Modelo controlado
(c) F=0.07
Figura 6.9: Bacias de atracdo para Q= 0.2465, 1=0.9 e £=0.01, modelo original e

modelo controlado (9Fs / F =—1.115279 € vseime = ). Modelo perfeito desacoplado.
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6.4.1.2.
Modelo com Imperfeicdo Geométrica

A expressédo final do sistema conservativo para 0 modelo desacoplado com

imperfeicdo geométrica é dada pela expressao (6.8), a saber:

u2sen? [MJ cos{m]
2 2
-1+ Zcosz[m]
2

_ 2
w_iz 1_Zsen2 M — 1—238”2 M
210 Q 2 2

Usando o principio da conservacdo de energia, determina-se a fronteira de

+

h(u,u):%uzcos{uf}r
(6.56)

estabilidade da posicdo de equilibrio pré-critica (bacia de atracdo conservativa),
Figura 6.10(a), e da expressdo (6.1b), obtém-se o perfil da energia potencial,
Figura 6.10(b). Verifica-se que a bacia de atracdo conservativa é limita pelas
variedades de um ponto de sela, ou seja, tem-se que a fronteira de estabilidade do

modelo desacoplado com imperfeicdo é delimitada por uma 6rbita homoclinica.

04

du/dt
=)
k4
<l
=
T

-0.4

-0.6 —

-0.8 — T -0.8 i _
-0.4 0 0.4 0.8 1.2 -1 -0.5 0 0.5 1
u u
(a) Bacia de atracéo conservativa (b) Energia Potencial
Figura 6.10: Variedades e perfil da energia potencial para u;p=1°, Q=1/3e 21=0.9.

Modelo desacoplado com imperfeigcdo geométrica.
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A funcdo que descreve a variacdo da Orbita homoclinica em funcdo do
tempo deve ser igual ao limite da Orbita para =0 e tender para —o0 ou +o0

quando o tempo cresce, como ilustrado na Figura 6.11.
v
Yy

D
™

Figura 6.11: llustracdo de uma 6rbita homoclinica.

[\ -

A partir da expressdo (6.10) e da Figura 6.11, verifica-se que a funcdo que

representa uma orbita homoclinica deve ser divida em duas partes, a saber:

u 1
2-1(uh0m) = _-[Iimiteu_duhom ,para —oo <7 <0 (657a)
hom
u 1
[P (uhom) = jlimiteu_ duhom , para O<r<oo (657b)
hom
-0.2
limite

Upo 0.2

0.4 —

R e —
109 8 7 6 -5-4-3-2-101 23 45678910
T

Figura 6.12: Orbita homoclinica para u;o = 1°, Q = 1/3 e A=0.9. Modelo com imperfei¢do

geométrica.
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A Figura 6.12 mostra a variagdo da coordenada u,,,, em funcéo do tempo,

obtida através das expressdes (6.57).
Com a orbita homoclinica, expressdes (6.57), e lembrando que

dz, =—dupgy, /Upem » A7, = dUpgy /Upem € varlzcos(uhom\/f/Z), tem-se que as

funcdes «a,, a,(]) e a5(]) séo dadas por:

° ) 0 . 2 © 2
alzj_muhom dT:J‘ uhom dT1+IO uhom dTZ =

Lt o
a,(j) = | van U sen(jr)dr =
- J‘_OOO var, U, .sen(jz,)dz, + J:o var, u,..sen(jz,)dz, = (6.58b)
J.:'i': var, sen(— Jj.lmlte d,uh:’n”‘ jduhom +J'“ur; var, sen[ ] I. :Jmite %}duhom
a5(j) = [ var, iy, cos(jr)dr =
- J:OOO var, U, cos(jz,)dz, + J:o var, U, cos(jz,)dz, = (6.58¢)

limite du du
J. var, cos[ j j o jduhom + j "var, cos[ j j ﬂjduhom
u_sela limite u limite u

Para se entender o efeito do controle, compara-se na Figura 6.13 a carga
associada a bifurcagdo homoclinica na regido de ressonéncia fundamental, dada
pela expressdo (6.30), com as fronteiras de estabilidade. Como esperado, as
bifurcacGes homoclinicas acontecem para valores inferiores aos valores de escape.
Porém, comparando com modelo perfeito, Figura 6.5, observa-se que as cargas
das bifurcagbes homoclinicas sdo substancialmente reduzidas e estdo mais
proximas das cargas de escape que no caso perfeito, ou seja, a presenca da
imperfeicdo geometrica torna naturalmente o modelo mais sensivel, pois, logo

apos a bifurcagdo homoclinica, ocorre uma acentuada erosédo seguida de escape.
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0.25
] — Solucdo ultima
— - No-Sela A
0.2 — — - No-Sela B
i Duplicagéo - supercritica
_ — Bifurcacdo homoclinica
0.15 —
PGSC 1
0.1 -
0.05 — ~
- _ .
0 \ ' \ ' \
0.2 0.25 03 0.35 0.4
Q
e = O

Figura 6.13: Mapeamento das bifurca¢des locais na regido de ressonéncia fundamental

para up=1° 1=0.9 e £=0.01. Modelo com imperfeicdo geométrica desacoplado.

A estratégia de controle consiste na adicdo de um super-harmonico de

ordem dois a excitacdo harmonica. Neste caso tem-se a equacdo de movimento:

[1+cos(u\/§)ju \/_sen(u\/_) g2 Y=o

2005(uv2) | 2+2coslz) 20

uv2 ) (u2
ﬁsen( 5 ]cos( 5 j+2_§u

2
© \/1—Zsen2{lh2/§J o

F[cos[ ;/E]sen(r)+4 = cos(u\/_]sen(Zrﬂ/Z)J

(6.59)

Os valores otimos nesta situacdo sdo dados na Tabela 6.1, ou seja,

h =0.353553 e v, =7 . Assim, pela expressdo (6.49), tem-se que

20timo
4F,/F =1.337189.

Para demonstrar a aplicagéo do controle, considera-se u,, =1°, Q=0.254,
A=0.9 e £=0.01. Nesta situacdo ocorre o menor valor de escape (situacdo mais
perigosa), Figura 6.13. Usando a expressdo (6.30), verifica-se que a bifurcacéo
homoclinica acontece para F = Fcr” =0.02561. Com a adicdo do controle

constata-se que a bifurcacdo passa a ocorrer para F =Fcr®" =0.03622
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(expresséo (6.44)), ou seja, tem-se um ganho de aproximadamente 41.42%, como
se constata na Tabela 6.1.

Através da analise numérica, pode-se constatar a eficiéncia do método de
controle. Na Figura 6.14 apresentam-se os diagramas de bifurcagcédo em funcédo do
parametro da carga. Pode-se observar que os diagramas possuem comportamentos
similares aqueles do modelo perfeito, Figura 6.6. Nota-se, porém, uma reducao
nas cargas de bifurcacdo devido a introducdo da imperfeicdo, e que o modelo
controlado apresenta uma carga de escape ligeiramente inferior a do modelo

original imperfeito.

(a) Modelo original (b) Modelo controlado
Figura 6.14: Diagramas de bifurcagéo para u;o=1°, Q=0.254, 1=0.9 e £=0.01, modelo
original e modelo controlado (4F, / F=1.337189 € Uztimo = ®). Modelo com imperfeigdo

geomeétrica desacoplado.

Apesar deste fato negativo, o método de controle mostra ganhos
indiscutiveis no comportamento do modelo imperfeito. Mostram-se na Figura
6.15 as variedades estaveis e instaveis do ponto de sela associado a fronteira de
estabilidade. Verifica-se que no modelo original imperfeito a intersecdo das
variedades ocorre para F =0.02561 (bifurcagdo homoclinica), Figura 6.15(a). Ja
0 modelo controlado com a adi¢do do super-harmdnico ndo apresenta intersecao
para este nivel de carregamento.

A Figura 6.16 mostra uma comparacao entre as medidas de integridade GIM
e IF do modelo original e do modelo controlado. Verifica-se um aumento de cerca
de 41.42% na carga onde comeca 0 processo de erosdao, aumentando a margem de
seguranca da estrutura. Como no modelo perfeito, as medidas foram normalizadas

em funcdo das magnitudes GIM e IF para F =0 do modelo sem controle.
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Figura 6.15: Fronteiras de estabilidade para F =0.02561, ujp=1°, Q=0.254, A1=09 e

du / dt

0.5+
Intersegao [
o
-0.5
-1 T T
-0.5 0 0.5 1 1.5
u

(a) Modelo original

280

(b) Modelo controlado

£=0.01, o modelo original e modelo controlado (4F, / F =1.337189 € vsstimo = 7). Modelo

com imperfeicdo geométrica desacoplado.

modelo original e modelo controlado (4F, / F = 1.337189 € vsoimo = 7). Modelo com

0.9
0.8
0.7
IF 0.6
0.5

0.4

0.3 —

0.2

Bifurcacdo Homodlinica -
| Jodelo Controladp
] Bifurcacdo Homoclinica -
| Modelo Original
_ | —— Modelo original - Excitacdo Harmonica \
-{ —— Modelo controlado - Excitagdo Harmoénica + Super-Harménico de ordem %
T ‘ T | T | T ‘ T
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045
F
(a) Medida de integridade GIM
| Bifurcacio Homoclinica -
i Madelo Controlado
o Bifurcacdo Homoclinica -
| Modelo Original
—— Modelo original - Excitacdo Harménica
| = Modelo controlado - Excitacdo Harmonica + Super-Harménico de ordem 2
i ‘ i | i | i ‘ i
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

F

(b) Medida de integridade IF
Figura 6.16: Medidas de integridade GIM e IF para u;o=1°, Q=0.254, 1=0.9 e £=0.01,

imperfeicdo geométrica desacoplado.
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Esse ganho pode ser verificado no comportamento das bacias de atracao,

Figura 6.17. A erosdo do modelo original comeca para F =0.029, enquanto que a

erosédo do modelo controlado comega somente para F = 0.039 quando a erosao do

modelo original ja esta bastante acentuada.

di

du /

0.5 0 0.3 1
u

(a.1) Modelo original

du/dt

05—

0.5 0 0.5 1
u

(b.1) Modelo original

du/dt

05—

0.5 0 0.5 1
u

(c.1) Modelo original

(a) F = 0.029

(b) F = 0.037

(c) F = 0.039

di

du /

du/dt

du/dt

05—

0.5 ] 0.3 1 L5

(a.2) Modelo controlado

05—

0.5 0 05 1 1.3
u

(b.2) Modelo controlado

0.5 0 05 1 1.3
u

(c.2) Modelo controlado

Figura 6.17: Bacias de atracdo para u;p=1°, Q=0.254, 1=0.9 e £=0.01, modelo original

e modelo controlado (4F, / F =1.337189 € vaimo = ®). Modelo com imperfeicdo geométrica

desacoplado.
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Por fim, apresenta-se na Figura 6.18 uma comparacao entre as medidas de
integridade, GIM e IF, do modelo perfeito (original e controlado) e do modelo
com imperfeicdo geométrica (original e controlado). No modelo perfeito
considera-se  Q=0.2465, A4=09 e ¢=001, e para o0 controle

9F,/F =-1.1152799 e v,,., =7x. J& no modelo imperfeito considera-se
U, =1°, 2=0.254, 1=0.9 e £=0.01, e para o controle 4F,/F =1.337189 e
Vaoimo =77 - As medidas de integridade foram normalizadas em funcéo das

magnitudes GIM e IF para F =0 do modelo perfeito.

1
Modelo perfeito

0.8 —
= 1 Modelo imperfeito
B 0.6 —

0.4 —

02 T ‘ T | T ‘ T

0 0.02 0.04 0.06 0.08

F
(a) Medida de integridade GIM

1
Modelo perfeito \L
0.8 —

Modelo|imperfeito

IFye |
04 —
02 I ‘ I ‘ T | I
0 0.02 0.04 0.06 0.08
F

(b) Medida de integridade IF

— Modelo perfeito - Excitacdo Harménica

— Modelo perfeito - Excitacdo Harménica + Super-Harménico de ordem 3 (Global)

— Modelo imperfeito - Excitacio Harmonica

=— Modelo imperfeito - Excitacdo Harménica + Super-Harménico de ordem 2 (On-Side)

Figura 6.18: Comparagédo das medidas de integridade GIM e IF do modelo perfeito

(original e controlado) com o modelo imperfeito (original e controlado).
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Verifica-se pelas medidas GIM e IF a acentuada perda de integridade
dindmica que a imperfeicdo geométrica produz no sistema, deixando claro seu
efeito negativo. Contudo, constata-se que, através das estratégias de controle,
pode-se aumentar a seguranca da estrutura através do aumento da regido segura da
bacia de atragdo. O maior ganho ocorre para 0 modelo imperfeito, situacéo
esperada nas aplicacdes praticas. A imperfeicdo transforma a érbita heteroclinica
em uma homoclinica e, consequentemente, o controle 6timo aplicavel muda do
global para o one-side, que é mais eficiente.

Quando se consideram mais super-harménicos na estratégia de controle,
verificam-se 0s ganhos mencionados nas Tabelas 6.1 e 6.2, até se alcancar 0s
valores maximos para um numero infinito de super-harménicos. Porém, observa-
se em algumas analises numéricas que a inclusdo de super-harmdnicos de ordem

superior a terceira torna o controle instavel.

6.4.2.
Modelo de Torre Estaiada

O Hamiltoniano para o modelo perfeito desacoplado, obtida da expressao
(6.8), é:

h(u,u)zé(uz— “ZUZZJ 2 (Vz-v2—uf+

“1ed? ) a2 60
s (V2= -2 o= )b i)

Através desta expressdo e com o auxilio do principio da conservacdo de
energia, obtém-se a bacia de atracdo conservativa e o perfil da energia potencial

(expresséo (6.4b)), mostrados na Figura 6.19.
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0.8 s 3
0.4 -
e o~
=} // |
= / =
= 0 Vv
o \\\ |
w
04 ._
2 LA Y p——
-0.4 0 0.4 0.8 1.2 -1 -0.5 0 0.5 1
u u
(a) Bacia de atracéo conservativa (b) Energia Potencial

Figura 6.19: Variedades e perfil da energia potencial para Q =0.654653 e A=0.7. Modelo

perfeito desacoplado.

Verifica-se que a bacia de atracdo conservativa do modelo perfeito
desacoplado é delimita por uma 6rbita homoclinica. Para esta situacdo, a variacao
da drbita homoclinica em funcéo do tempo é a mostrada na Figura 6.11.

A partir da expressao (6.10) e da Figura 6.11, verifica-se que a funcdo que
representa a oOrbita homoclinica é dada pelas expressfes (6.57). A variacdo da

coordenada u,,, com o tempo é mostrada na Figura 6.20.

04

Upom 0.2

0.4

[ el & [ew i Sl b Lod i |
2 34 § 7T B 2 10

Figura 6.20: Orbita homoclinica para Q = 0.654653 e A =0.7. Modelo perfeito desacoplado.

Lembrando que dz, =—du,,,/Uwm » d7, =AUy, /Uy, € Vvar, =1, tem-se

que as funcgdes «,, «,(]j) e a;(j) para o modelo sdo dadas por:
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© L2 0 . 2 © .2
o :j_muhom dT:'[_Oouhom d2'1+'[0 uhom de =

limite u_sela (6613)
- u_selauhomduhom +.[Iimite uhomduhom

,(J) = | Upgmsen(jr)dz =

0 A o i
[ Upnsen(jz,)dz, + [ Upgusen(jz,)dz, = (6.61b)
limite . (U duhom sela .U duhom
J."J—Selasen(_ JJ.“mite Uhom Jduhom +J.Imlte (Jj-hmlte u Jduhom
a5(i) = [ Uy cOS(jr)d7 =

0 ) o :
_.[_wuh"m cos(jz,)dz, + IO Uy, COS(jz,)dz, = (6.610)

limite uhom u sela v du
du +j j ——hom djy
Iu_sela ( Jjlmlte u hom limite J limite u hom

A Figura 6.21 compara a carga associada a bifurcagdo homoclinica,
expressdo (6.30), com as fronteiras de estabilidade. E interessante observar que a

carga de bifurcacao heteroclinica praticamente coincide, na regido de ressonancia,

com a sela B.
0.2
016 \
0.12 — \\
Fesc 7 ™ — Solugdo ultima

0.08 — o — - No-Sela A

i ‘\\ — - No6-Sela B

e - Duplicagéo - supercritica
0.04 — S~ N — Bifurca¢do Homoclinica
0 T T T . — ‘
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
Q
e = O

Figura 6.21: Mapeamento das bifurcacdes locais na regido de ressonancia fundamental

para A=0.7 e £=0.01. Modelo perfeito desacoplado.

Adota-se o controle one-side para o modelo, tendo como estratégia de
controle a introducdo de um super-harménico de ordem dois na excitacao

harmonica. Neste caso a equagdo de movimento toma a forma:
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if1 1,2 .2 _ _
u(l u )+uu N 2 J2-42 u+2_§qu

(1+u2f 200 V2-u o Q

20 (_\/E—M_Z(ﬁ—ﬁﬂﬂj 1 v _ (6.62)
3107 J2-u J2+2u B '

N
I:2
F| sen(z) + 4Fsen(2r +v,)

Os valores otimos sé&o h =0.353553 e v,,.,, =7 (Tabela 6.1), que

20timo

fornecem, através da expressdo (6.49), 4F,/F =1.160502. Considera-se neste

exemplo Q=0.5456, 1 =0.7 e £=0.01. Neste caso a bifurcagdo homoclinica

para 0 modelo original acontece para F =Fcr" =0.018273. Para 0 modelo

cont

controlado, esta acontece para F = Fcr®™" =0.025842, ou seja, tem-se um ganho
de 41.42%. Na Figura 6.22 sdo apresentados os diagramas de bifurcacdo em
funcdo do pardmetro da carga. Como no modelo de Augusti, 0s diagramas
mostram que o controle diminuiu o valor de escape. Porém, o efeito benéfico do
controle é sentido nas medidas de integridade GIM e IF, mostradas na Figura

6.23. As medidas sdo normalizadas pelas magnitudes GIM e IF para F =0.

(a) Modelo original (b) Modelo controlado

Figura 6.22: Diagramas de bifurcacéo para Q =0.5456, A=0.7 e £=0.01, modelo original

e modelo controlado (4F, / F = 1.160502 e vxqime = 7). Modelo perfeito desacoplado.
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Bifurcacdp Homdelinica -
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0.9 —
0.8 —
E i
0 0.7 —
0.6 ; Bifurcacio Homoclinica -
’ Modelo Original
0.5 ——— Modelo original|- Excitacao Harmonic
| —— Modelo controlado - Excitacdo Harmérrica + Super-Harmonico de ordem 2 \
04 T | T ‘ T | T | T ‘ T
0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
F
(a) Medida de integridade GIM
Bifurcacdo Homoclinica -
1 — Modelo Controlado
— 1\
0.9 —
0.8 —
IF . |
0.7 —
0.6 — Bifurcagdo Homoclinica -
B Modelo Original
0.5 — Modelo original | Excitacao Harmomic
7 Modelo controlaflo - Excitacdo Harmonica + Super-Harmonico de ordem 2
04 I | I | I ‘ I | I ‘ I
0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

F
(b) Medida de integridade IF

Figura 6.23: Medidas de integridade GIM e IF para Q=0.5456, A=0.7 e £=0.01, modelo

original e modelo controlado (4F, / F = 1.160502 € vsoimo = 7). Modelo perfeito

desacoplado.

O ganho ¢ ilustrado nas bacias de atracdo mostradas na Figura 6.24. A

erosdo do modelo original se inicia em F =0.022, j& a erosdo do modelo

controlado comeca em F =0.03, quando a erosdao do modelo original j& esta

bastante acentuada.
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Figura 6.24: Bacias de atracdo para Q =0.5456, 1 =0.7 e £=0.01, modelo original e para

0 modelo controlado (4F, / F = 1.160502 e v,qimo = 7). Modelo perfeito desacoplado.
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