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Analise Dinamica — Vibracéo Forcada

5.1.
Introducéo

O presente capitulo apresenta um estudo detalhado dos dois modelos sob
vibracdo forcada, no caso, uma excitacdo harmonica de base. Para isso, obtém-se
as fronteiras de estabilidade, identificando assim as principais regifes de
ressondncia dos modelos, os diagramas de bifurcacdes pelos métodos da
continuacdo e da forga bruta, as bacias de atracdes e as medidas de integridade, o
que permite, juntamente com os resultados dos capitulos 3 e 4, uma compreensao

do comportamento dinamico dos modelos.

5.1.1.
Fronteiras de Escape

Com o intuito de compreender o comportamento e a seguranca dos modelos
sob vibracdo forcada, obtém-se inicialmente as fronteiras de estabilidade no
espaco dos parametros de controle da excitacdo harmdnica, que sdo a frequéncia

da excitagdo, m,, a amplitude da excitagdo, F , e a dire¢éo da excita¢éo, ¢ . Para

uma dada frequiéncia e direcdo da excitacdo, obtém-se, com base no método da
forca bruta e considerando como parametro de controle a magnitude da forga, o

diagrama de bifurcacdo até se atingir o valor de escape (F,.), que representa a

sc
maior magnitude de forca com solucdo estavel em uma estrutura carregada de
forma quase estatica. O tempo de integracdo para cada situacao € variavel, ou seja,
depende do tempo que o sistema leva para atingir a fase permanente da resposta
apos cada incremento de F . Ao se variar a freqiéncia de excitacdo num dado
intervalo, que inclui necessariamente as frequéncias naturais do sistema e seus

primeiros multiplos e submdultiplos, obtém-se para cada valor de ¢ uma curva no
espago F versus w,, denominada fronteira de escape. Abaixo de tais curvas tém-

se as condicBes que garantem uma resposta estavel quando o carregamento varia
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de uma maneira quase estaciondria e acima, as condi¢des que levam o sistema a
divergir (escape). Este procedimento permite identificar as regides principais de

ressonancia.

5.1.2.
Diagramas de Bifurcagéo

Um diagrama de bifurcacdo é a representacdo grafica do comportamento
qualitativo das orbitas em funcdo de um parametro de controle. Através de um
diagrama de bifurcacdo podem-se identificar as solucdes de equilibrio, as orbitas
periddicas, quase-periddicas e cadticas de um dado sistema, bem como os valores
do pardmetro de controle onde ocorrem mudancas qualitativas no comportamento
do sistema, pontos de bifurcacdo. Ao se variar um dos parametros de controle do
sistema, a solucdo periodica pode perder sua estabilidade, sendo que o tipo de
bifurcacdo associada a perda de estabilidade depende da maneira pela qual os
multiplicadores de Floquet associados aos pontos fixos do mapa de Poincaré da
Orbita deixam o circulo de raio unitario. A teoria dos multiplicadores de Floquet
ndo é aqui apresentada. Em Thompson & Stewart (1993) encontra-se um estudo
abrangente e detalhado ndo somente da teoria, mas também da natureza dos
multiplicados de Floquet e das bifurcagdes.

As bifurcagbes aqui analisadas sdo locais, devido a natureza dos
multiplicadores de Floquet, sendo que tais se caracterizam por serem continuas ou
descontinuas (catastroficas). No caso das continuas, 0 movimento do sistema
evolui para outro movimento enquanto o parametro de controle varia de uma
maneira quase estacionaria. As bifurcacfes descontinuas podem ser perigosas,
pois o sistema salta para outro atrator, que pode estar no infinito, enquanto o
parametro de controle varia de uma maneira quase estacionaria. As solucdes
periddicas podem exibir, considerando apenas 0s casos encontrados no presente
trabalho, os seguintes tipos de bifurcagao:

e Bifurcacdo por quebra de simetria (pitchfork);
e Bifurcacao por dobra ciclica (n6-sela);
e Bifurcacdo por duplicacdo de periodo (Flip);

e Bifurcacdo de Hopf secundaria ou de Neimark (Hopf).
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As bifurcagdes do tipo pitchfork e nd-sela ocorrem quando um autovalor
real deixa o circulo unitario atraves do ponto +1, como ilustrado na Figura 5.1(a).
A bifurcacdo por duplicacdo de periodo ocorre quando o autovalor real deixa o
circulo unitério através do ponto —1, como indicado na Figura 5.1(b). Por fim, a
bifurcacdo do tipo Hopf ocorre quando um par de autovalores complexos

ultrapassa o circulo de raio unitario, vide Figura 5.1(c).

Re Re Re

() +1 (b) -1 (c) Conjugado complexo
Figura 5.1: Forma como os multiplicadores de Floquet podem ultrapassar o circulo de

raio unitario (regido de estabilidade).

A bifurcacdo do tipo pitchfork pode ser dividida em duas categorias:
supercritica e subcritica. No caso de uma bifurcagdo supercritica, tem-se
localmente, de um lado do ponto de bifurcagdo, um ramo de pontos fixos estaveis
e do outro lado, dois ramos de pontos fixos estaveis e um ramo de pontos fixos
instaveis, Figura 5.2(a). Em uma bifurcacdo subcritica, localmente tem-se, de um
lado do ponto de bifurcagdo, dois ramos de pontos fixos instaveis mais um ramo
de pontos fixos estaveis e, do outro lado, um ramo de pontos fixos instaveis,
Figura 5.2(b). A bifurcacdo supercritica é caracterizada por ser continua, enquanto
a subcritica, por ser descontinua ou catastrofica. A bifurcagéo pitchfork da origem
a duas solucgdes distintas e implica em uma quebra de simetria da resposta.

Quando a bifurcacdo é do tipo nd-sela, o ramo de solugdes periddicas
estaveis e o ramo das solugcbes periddicas instaveis sdo criados ou destruidos
mutuamente no ponto de bifurcacdo, Figura 5.3. Esta situacdo é basicamente

descontinua ou catastrofica.
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P1'

_____

P1"

Deslocamento ou Velocidade

Parametro de Controle

(a) Supercritica

Parametro de Controle

(b) Subcritica

Figura 5.2: Bifurcacao do tipo pitchfork, supercritica e subcritica.

e

Deslocamento ou Velocidade

Parametro de Controle

Figura 5.3: Bifurcacao do tipo né-sela.

A bifurcacdo por duplicacdo de periodo acontece quando um multiplicador

de Floquet deixa o circulo unitario através de —1. Nesta bifurcacdo, o ramo de

solucBes estaveis que existia antes da bifurcagdo, torna-se um ramo de solugdes

periddicas instaveis apds a bifurcacdo. Um ramo de solucBes estaveis de periodo

dobrado ¢ criado se a bifurcacdo for supercritica (Figura 5.4(a)), enquanto um

ramo de solugBes instaveis de periodo dobrado € destruido se a bifurcacdo for

subcritica (Figura 5.4(b)). Da mesma forma que na bifurcagéo do tipo pitchfork, a

bifurcacdo supercritica é continua e bifurcagdo subcritica descontinua.

Deslocamento ou Velocidade

Deslocamento ou Velocidade

Parametro de Controle

(a) Supercritica

Parametro de Controle

(b) Subcritica

Figura 5.4: Bifurcacao por duplicacéo de periodo, supercritica e subcritica.
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Finalmente a bifurcacdo do tipo Hopf de uma solucdo periodica é
caracterizada por introduzir uma nova frequiéncia a partir do ponto de bifurcagéo.
A nova solucdo pode ser periodica ou quase-periddica, dependendo da relacdo
entre a nova freqliéncia e a frequéncia da solucdo que existia antes da bifurcacéo.
Novamente, esta bifurcacdo pode ser supercritica ou subcritica. Em ambas as
bifurcacbes o ramo das solucdes estaveis periodicas que existia antes da
bifurcacdo (Hopf) continua como um ramo de solucdes instaveis periddicas apos a
bifurcacdo. Se a bifurcagdo for supercritica, um ramo de solugdes periddicas ou
quase-periédicas estaveis é criado, Figura 5.5(a), mas, se a bifurcacdo for
subcritica, um ramo de solucdes instaveis € destruido, Figura 5.5(b), 0 que

representa uma bifurcacdo descontinua.
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Figura 5.5: Bifurcacao do tipo Hopf, supercritica e subcritica.

No que diz respeito aos diagramas de bifurcacdo, tem-se que as linhas
continuas representam as solucOes estaveis e as linhas tracejadas representam as
solugdes instaveis. O escape representa a maior magnitude do parametro de
controle que possui solucdo periddica estavel, ou seja, o ultimo ponto periddico
estavel antes da completa erosdo de todas as bacias de atracdo e a solugdo ultima
corresponde a Ultima solucdo estavel com a variacdo do parametro de controle

(ndo necessariamente igual ao valor de escape). A Figura 5.6 mostra um tipico
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diagrama de bifurcacdo dos sistemas aqui analisados onde séo identificados 0s

diversos tipos de bifurcacao.

P1 No-sela A

-
= -

- Escape
Duplicatao - -
supercritica T_~

Solucéo
ultima

No6-sela B

Deslocamento ou Velocidade

Parametro de Controle

Figura 5.6: Exemplo de diagrama de bifurcacéo.

5.1.3.
Bacias de Atracéo e Integridade Dinamica

Em termos praticos, as informacgfes sobre os limites de estabilidade e os
diagramas de bifurcacdo ndo séo suficientes para avaliar a seguranca de uma dada
estrutura. Assim, a fim de avaliar a segurancga dos modelos, se analisa a evolugéo
e a erosdo das bacias de atracdo em funcgéo da variacdo da amplitude da forga. A
definicdo para a bacia de atracdo aqui empregada €: “o conjunto de todas as
condicdes iniciais no espaco de fase que sdo atraidas pelos pontos fixos estaveis
do vale potencial pré-critico quando t — «”. A instabilidade é considerada como
0 escape do vale potencial pré-critico.

Na impossibilidade de mostrar as bacias de atracdo dos modelos acoplados
no espaco de fase, pois tais pertencem a um espaco de fase de quatro dimensdes
(os modelos acoplados possuem 2GL), todas as bacias de atracdo dos modelos
acoplados sdo mostradas através de secdes transversais de duas dimensdes. Por

exemplo, uma bacia de atragdo no plano ¢, xdd,/dt é uma secdo transversal

obtida considerando 6, =6, =0.0.

A avaliacdo da seguranca e integridade de um sistema dinamico nao-linear é
um assunto de grande importancia tedrica e pratica na engenharia. Uma forma de
investigar a integridade dinamica é através da analise da evolucdo das bacias de
atracdo das diferentes solugdes. Assim, tem-se que a seguranca de um sistema

ndo-linear mecanico ou estrutural depende ndo sO da estabilidade de suas
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solugBes, mas também da integridade da bacia no entorno de cada solucédo, sendo
que a erosdo total de uma dada bacia corresponde a falha do sistema.

Dentre as formas propostas na literatura para medir a integridade das bacias
seguras, a medida de integridade local (LIM) proposta por Soliman & Thompson
(1989) mostra-se como uma medida adequada para sistemas com Vvarios graus de
liberdade, pois pode ser facilmente obtida através da integracdo numerica do
espaco de fase de n dimensfes usando-se um sistema de coordenadas esféricas. A
medida de integridade local representa a distancia minima, na secdo de Poincaré,
do ponto atrator até o limite da bacia de atracdo. Segundo Rega & Lenci (2005),
esta definicdo tem a vantagem de ndo incluir qualquer regido fractal e concentrar o

estudo na parte compacta da bacia segura.

5.2.
Modelo de Augusti

Com o intuito de explicitar os principais parametros do modelo de Augusti
sob vibracdo forcada, se apresenta na Figura 5.7(a) uma vista superior do modelo
com a dire¢do da forga (Fsin(zr)) definida pelo angulo ¢, juntamente com a
representacdo das molas rotacionais k;, e k,. Ja a Figura 5.7(b) apresenta uma

vista superior do modelo quando se considera uma imperfeicdo geométrica inicial,

sendo esta identificada pelo angulo ¢, que mede a inclinag&o inicial da coluna
com relacdo a posicdo vertical, e 0 angulo y , que define a posi¢ao da projecédo da

colunano plano xxy.

sen(¢:) = sen(¢)cos(y )

(a) Direcéo da forca e posicéo das molas. (b) Posicao da extremidade superior.
Modelo perfeito. Modelo com imperfeicdo geométrica.

Figura 5.7: Vista superior ilustrativa do Modelo de Augusti.
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Partindo das expressoes (2.15), em termos das coordenadas generalizadas 6,
e 6,, tem-se que as equagOes de movimento que regem o comportamento do

modelo de Augusti em vibracao forcada séo:

(él(— cos® 6, cos® 6, + cos* 6, cos® , + cos® 6, cos* 6,)

+ 6, (—cos 6;send, cos B,send, + cos® ,send, cos f,sené,
+cos dsend, cos® ,send,) + 6, (- cos H,send, cos* 0,

+cos dsend, cos® 0,) + 0, (cos b,send, — 2 cos 6;sen b, cos? 6,
—cos® g;send, + 2 cos® 6, cos’ 6,send, + cos G, cos” B,send,)

+6,0,(2cos® 6, cos B,send, — 2 cos* 6, cos f,sen 92)) 6.1
la

2¢, a _g)- 1 cosg;send, (1—2c052 0,

Q° [1-sen?6, —sen’6,

—2co0s’ @, +cos” 6, +cos* 8, + 2cos® 6, cos® 62)=

F cos gsenz cosé, (L—2cos® 6, — 2cos” 6, + cos* 6,
+cos* @, +2cos’ 6, cos® 6,)

(éz (—cos® 6, cos® @, + cos* 6, cos’ 6, + cos® G, cos” 6,)

+ 6, (— cos @,send, cos ,sen8, + cos® B;send, cos b,sené,

+cosdsend, cos® 6,send,) + 6,° (- cos* 6, cos ,senb,

+cos® 6, cos B,send,) + 6, (cos B,5end, — 2 cos? 6, cos O,send,

—cos® g,send, + 2 cos® G, cos® 6,send, + cos* 6, cos d,send,)

+ 6,0, (2 cos 6;send, cos’ 8, — 2 cos #;send, cos* 492)) (5.1b)

252 0, + (0, — )~ cosd,send,
QZ J1-sen?d, —sen?6,

—2co0s’ @, +cos” 6, + cos* 8, + 2 cos® 6, cos® 492)=

(L-2cos® 6,

Fsengsenz cos ,(1— 2 cos” 6, — 2 cos” 8, +cos* 6,
+cos* @, +2cos’ 6, cos’ 6,)

As equacOes de movimento (5.1) sdo adimensionalizadas em funcdo de

Pcr, =k, /. Nessas equacOes adotam-se as seguintes variaveis auxiliares:

A=P/Pcr,, P=mg, a=k/k,, kl/mlzza(a)pz//l), kz/m|2:a)p2/ﬂ,,
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C/mP’=25m,, o, =g/l, F=F/l, t=0t, Q=0,/o,, O =0/o, e
Q, =0, / w, . As parcelas referentes a excitagdo de base sdo dadas por:
u, = F, cosgsen(m,t) e v, = Fsengsen(wt), onde @, € a freqiéncia da
excitacdo. Nessas expressdes F, € a magnitude do deslocamento de base.

Para a andlise dinamica em vibracdo forcada do modelo de Augusti

considera-se, sem perda de generalidade, que 1=0.9, w, =10 ¢ & =&, =0.01,

5.2.1.
Modelo Perfeito

As duas frequiéncias naturais do modelo de Augusti perfeito séo mostradas
na Tabela 5.1 (vide Tabela 4.1). Tem-se, portanto, uma ressonancia interna 1:1.

Tabela 5.1: Frequiéncias naturais para 1 =0.9. Modelo de Augusti perfeito.

Caso Primeira Frequéncia - Q, Segunda Frequéncia - Q,

Perfeito /3 Y3

A Figura 5.8 mostra, para diferentes valores da diregéo da excitagdo de base,

¢, as fronteiras de estabilidade (escape). Para cada valor da freqiéncia de

excitacdo, Q= aw, /a)p , obtém-se a carga maxima que a estrutura pode suportar

quando a forga cresce quase estaticamente, F,. . Cabe ressaltar que, apds cada

incremento de carga, se d& uma pequena perturbacdo em todas as coordenadas a
fim de ativar possiveis acoplamentos modais. Nota-se que todas as curvas
apresentam um comportamento semelhante, com a presenca de duas regides
criticas onde a carga de escape atinge minimos locais. Estas regides encontram-se

a direita e a esquerda da frequéncia natural (@, = @, = ®,), regido da ressonancia
fundamental. N&o sdo observadas ressonancias sub- ou super-harménicas
relevantes. O valor da carga de escape minima depende sensivelmente do valor de
¢, como mostra a Figura 5.9, onde se apresenta a variagao da carga de escape em
funcdo de ¢ para trés valores da frequéncia de excitacdo Q. Este procedimento
numérico ndo garante que a carga obtida corresponda a carga onde ocorre a
completa erosdo da bacia de atracdo. Isto sé é verdadeiro quando o escape é
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determinado, isto €, se ndo mais existem outras solucdes estaveis no vale potencial
para o nivel de carregamento considerado. Como mostrado por Soliman &
Thompson (1989, 1992), se no primeiro ponto de bifurcacdo catastréfica (n6-sela
ou subcritica) existem outras solu¢Bes no interior do vale potencial, o escape se
torna indeterminado. Dependendo das condigdes iniciais, se podem obter
diferentes solucdes. Portanto, no presente procedimento numérico, dependendo do

valor do incremento da carga e da perturbacdo nas condicdes iniciais, pode-se ter

0u n&o escape em certas regides.

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 X

(a) Curvas de escape (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0267 (¢ = 0°) € Fese = 0.0600 (¢ = 15°))

Figura 5.8: Fronteiras de estabilidade (escape) para 1=0.9 e & = & =0.01. Modelo de

(b) Direcao da excitacédo

Augusti perfeito.

0

n=1/3
=23

Q=10

Figura 5.9: Variagao da carga de escape, Fes., cOm a direcdo da excitacao, ¢, (grafico em

coordenadas polares) para 1=0.9 e & =& =0.01. Modelo de Augusti perfeito.
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O comportamento do modelo na regido da ressonancia fundamental é
decorrente da interacdo entre os modos ndo-lineares de vibracdo ilustrados na
Figura 4.17. Isto pode ser compreendido através das curvas de ressonancia

mostradas na Figura 5.10 para F =0.02 e diversos valores de ¢. Quando ¢ =0°

tem-se um comportamento tipico de um sistema com ganho de rigidez
(hardening). Neste caso o comportamento dindmico € controlado pelo modo nédo-

linear desacoplado que surge naturalmente do modo linear no plano & xdé,/dt,
Figura 4.17(a), independente da perturbacéo inicial, 8, = 6"2 =0.0. Para p=2° j&
se observa uma pequena participacdo da coordenada &,, em particular em uma
pequena regido em torno de Q =1/3. Para ¢ =30° se observa a presenga de um

segundo pico de ressonancia que exibe um comportamento com perda de rigidez

(softening). Este comportamento se torna dominante a medida que ¢ cresce,
como se observa nos resultados obtidos para ¢@=43° e @=45°. Este

comportamento é ditado pelo modo ndo-linear similar ilustrado na Figura 4.17(b),
que apresenta um forte comportamento softening. A influéncia dos modos nao-
lineares na resposta do sistema sob vibracdo forcada na regido de ressonancia
fundamental fica mais clara observando a Figura 5.11, que apresenta uma
superposicdo das curvas de ressonancia juntamente com as relagfes frequéncia-
amplitude obtidas para os modos ndo-lineares, Figura 4.17. A interacdo de dois
modos ndo-lineares com comportamento distintos (um hardening outro softening)
explica a existéncia das duas regides criticas observadas na Figura 5.8, bem como
a variagcdo da carga de escape com ¢. Nota-se neste exemplo que, sem a
identificacdo dos modos puramente nao-lineares, impossiveis de se obter em uma
analise linear classica, seria dificil compreender e explicar o comportamento do

sistema na regido de ressonancia fundamental.
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Figura 5.10: Curvas de ressonancia para F=0.02, 1=09 e & = & =0.01. Modelo de

Augusti perfeito.
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0.4

9=0°

0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 5.11: Curvas de ressonancia e as relagdes frequéncia-amplitude dos modos néo-

lineares, para F=0.02, 1=0.9 e & = & =0.01. Modelo de Augusti perfeito.

Uma das aplicacfes dos modos nado-lineares é a deducdo de modelos de
ordem reduzida. Para cada modo n&o-linear, assim como na analise modal
classica, pode-se deduzir um oscilador ndo-linear com um grau de liberdade cujo
movimento esta contido em uma variedade bidimensional invariante no espaco de
fase do sistema. Como visto no capitulo 4 (item 4.1.4.1), tem-se que, para 0
modelo de Augusti perfeito, as variedades bidimensionais invariantes no espaco
de fase do sistema sdo superficies que contém um dos modos de vibragdo, ou seja,
o plano 6, xdég, /dt (¢=0° ou ¢=180°) e o plano 6,xdé@,/dt (¢=90° ou
@ =270°) para os modos ndo-lineares desacoplados, e o plano auxiliar uxdu/dt
(@p=45° ou p=225°) ou vxdv/dt (¢ =135° ou ¢ =315°) para 0s modos nao-
lineares similares acoplados.

Inicialmente, estuda-se o comportamento acoplado e desacoplado do
modelo de Augusti perfeito considerando ¢ =0°, ou seja, para a direcdo de
excitacdo coincidente com o modo nao-linear desacoplado no plano 6, xdé, /dt.
Para o caso acoplado, admite-se que o sistema pode ser perturbado nas
coordenadas 6, e 6, (perturbagdo transversal & variedade invariante do modo).
Para o caso desacoplado, impde-se que o sistema ndo pode ser perturbado em tais
diregbes, ou seja, 6,=6,=00. A Figura 512 mostra as fronteiras de

estabilidade para as duas situac6es. Verifica-se que ha uma grande diferenca entre
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as magnitudes de F, nos dois casos e que o acoplamento modal reduz

drasticamente a magnitude da carga de escape.

I — ¢ = 0" — Agoplado
|

‘ =1 @ = 0" - Desacoplado
6 ‘ il
| )

Fesc

N

1 ‘
e T ———
0 w-/\-——""f :
e : :

02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 4 | 1.2
Q

D = 1) =y e = 200, = 20, We = 30; = 3o,
Figura 5.12: Fronteiras de estabilidade (escape), modelo acoplado e desacoplado, para

p=0° 4=09¢e & =4&=0.01. Modelo de Augusti perfeito (valores minimos — Fegc =
0.0267 (acoplado) e F.s. = 0.5800 (desacoplado)).

Este fenémeno pode ser mais bem observado através do comportamento das
curvas de ressonancia a medida que a magnitude da forca aumenta. Verifica-se na
Figura 5.13 que, para pequenas magnitudes de F (F =0.02), a resposta acoplada

e desacoplada apresentam 0 mesmo comportamento, pois na situacdo acoplada as

coordenadas 6, e 8, permanecem nulas, no sendo ativada a interagdo modal. Ou

seja, qualquer perturbacdo em 6, ou 6, tende a zero. Ja para um carregamento

ligeiramente superior (F =0.03), como mostra a Figura 5.14, o efeito do
acoplamento modal ja comeca a aparecer para um pequeno trecho de freqliéncias
de excitacdo. Como se observa na Figura 5.14(a.1), surgem dois pontos de
bifurcacdo no ramo ressonante da resposta e, entre estes pontos, as coordenadas
0, e 6,, que eram nulas, sdo ativadas pelo acoplamento modal, como se observa
na Figura 5.14(a.2), tornando-se instavel a solugdo desacoplada. Verifica-se que,
guando maior € a magnitude da carga, maior é o trecho de frequéncias de
excitacdo com a presenca de acoplamento modal.
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0.4 0.4

1 1

03 1 03 1
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0.1 0.1
0 T T 0 T T

0.2 0.3 0.4 0.5 0.2 0.3 0.4 0.5

Q Q

(a) Acoplado (b) Desacoplado

Figura 5.13: Curvas de ressonancia, modelo acoplado e desacoplado, para F = 0.02,

p=0° 4=09¢e & =4&=0.01. Modelo de Augusti perfeito.

0.6 0.6
0.5 — 0.5 -
Novos pontos de
0.4 4 bifurcagio | 0.4 —
: ' ‘ :
I
—03 | o 0.3
= = Novos pontos de
!—l bifurcagio
0.2 0.2 /
0.1 0.1 4
[ T T o T L 1 0 T . T T
0.2 0.3 04 0.5 0.2 0.3 04 0.5
Q Q
(@1) ] 61 lmax X Q (a.2) | & |max X Q

(a) Acoplado

0.6

0.5

(b) Desacoplado
Figura 5.14: Curvas de ressonancia, modelo acoplado e desacoplado, para F = 0.03,

p=0°1=09e & =4&&=0.01. Modelo de Augusti perfeito.
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A grande diferenca entre as magnitudes de F,, do sistema acoplado e do

desacoplado, Figura 5.12, pode ser entendida, também, através dos digramas de
bifurcacdo em funcdo do pardmetro da carga F, para diferentes valores de Q.
Nestes, verifica-se que, tanto para o modelo acoplado quando para o modelo

desacoplado, hd uma mudanca significativa no comportamento do sistema quando
se consideram perturbaces em 6, ou é,, sendo que tais mudangas explicam os

diversos vales obtidos nas Figuras 5.8 e 5.12.

Na Figura 5.15 apresentam-se os diagramas de bifurcagdo considerando o
sistema em ressonancia fundamental, ou seja, QQ=1/3. Tanto para 0 caso
acoplado como para o desacoplado verifica-se a presenca inicial de uma solugéo
de periodo um, P1, que se torna instavel através de uma bifurcacdo do tipo
pitchfork supercritica, dando origem a duas novas solucdes de periodo um, P1’ e
P1’". Logo ap0s esta bifurcagdo, ocorre um aumento acentuado das amplitudes de
vibragdo, o que leva ao escape. Embora os diagramas apresentem a mesma
seqiiéncia de bifurcagdes, verifica-se que a bifurcagdo no caso acoplado acontece
para um valor bem inferior aquele do caso desacoplado, o que explica a
diminuicdo da carga de escape. Este fendmeno ocorre devido a ativagdo do
acoplamento modal, ou seja, as coordenadas 6, e 6, deixam de ser nulas a partir
do ponto de bifurcacdo, Figura 5.15(a.2), e crescem rapidamente, levando o
sistema ao escape. Este comportamento é ilustrado na Figura 5.16, onde se
apresenta a resposta no tempo para magnitudes de carga ligeiramente inferior e
superior a carga de bifurcacdo do modelo acoplado. Por exemplo, assumindo
como condic¢es iniciais do sistema acoplado as coordenadas perturbadas de um
ponto fixo referente a um carregamento antes da bifurcagéo pitchfork, F =0.618,
Figura 5.16(a), ao se perturbar a coordenada 6, (6,=0.01) sua amplitude
converge para zero. Para uma forca ligeiramente superior a carga de bifurcacao,
F =0.652, ap0s uma pequena perturbagdo em 6,, esta coordenada cresce
exponencialmente (divergéncia) e converge para uma solucdo estavel, onde se

observa uma quebra de simetria, Figura 5.16(b).
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Solugio dltima ¢ Escape

Firchfork -

supercritica §
TR | Hopt L
|
Pl'9PI" B 0
1 Pirchfork - Solugio tltima ¢ Escape
0.1 supereritica
P1’
0.2
Hopf
0.2 — 0
0 0.5 15 2 2.5 3 0 0.5 1 L5 2 2.5 3
F F
(a.l) 6. xF (a.2) 6 xF

(a) Acoplado (Fesc = 0.6946)

0.1

0.05 -
! Pr
0
Pitchifork - supercritica

Solgdo ultima
-0.05 i
By -0.05 © Edcape

<01

=015 -

] 0.5 1.5 2 25 3

(b) Desacoplado (Fesc = 2.4950) - 6, = 0.0
Figura 5.15: Diagramas de bifurcacdo, modelo acoplado e desacoplado, para Q = 1/3,

p=0°1=09e & =4&&=0.01. Modelo de Augusti perfeito.

0.05 - 0.05

0 M 0
W \

. "'ﬁ]|

-0.05 -0.05

. R

0154 -0.15
? 0 _‘I.IU -H.ID MIJIJ ? 0 200 -H.ID MIJIJ
T T
(a) Antes - F=0.618 (b) Depois - F = 0.652
C.l. (-0.054, 0.666, 0.01, 0.0) C.l. (-0.053, 0.672, 0.01, 0.0)

Figura 5.16: Respostas no tempo para dois niveis de carregamento, considerando
diferentes condicdes inicias (6, d6/dt, &, dé/dt), paraQ=1/3e ¢=0°,1=09 e
& =& =0.01. Modelo de Augusti perfeito.

As bifurcagdes observadas no modelo acoplado e desacoplado variam com a
freqliéncia de excitacdo Q. Na Figura 5.17 séo apresentados os resultados para

Q=04 e Q=0.525. Em todos os casos o0 decréscimo da carga de escape (F...)

se deve & excitacdo da coordenada &, , 0 que torna a solugdo desacoplada instavel.
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P
Solugip dltima

¢ Escape

i
0

021 o
1| Solugio ultima ¢ Escape
'

0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1.5
F F

(a.1) Acoplado - Q=0.4 (Fesc = 0.0873) (a.2) Desacoplado - Q = 0.4 (Fesc = 2.6370)

0.2 0.2

P1 — -
o o Duplicagiio - supercritica
[ YNosela A [ g i
0.2 0.2
Solugio Gltima
v ¢ Escape
04 Solugio ulima e Escape
0 0
0.6 0.6

-0.8 -0.8

o 0.5 1 1.5 2 ] 0.5 1 1.5 2

(b.2) Acoplado - Q =0.525 (Fesc=0.3213) (b.2) Desacoplado - Q2 =0.525 (Fesc=1.610)
Figura 5.17: Diagramas de bifurcagéo, modelo acoplado e desacoplado, para ¢=0°,

A=09e & =4&=0.01. Modelo de Augusti perfeito.

A fim de se avaliar a seguranca da estrutura, apresenta-se um estudo da
integridade das solucdes periodicas para uma variacdo paramétrica da amplitude
da forga, atraves das bacias de atracdo e da medida de integridade dindmica LIM.

Na Figura 5.18 apresentam-se as bacias de atracdo para Q=0.525 com
F =0.07 e F=0.3, considerando tanto o caso acoplado como o desacoplado.
Tem-se uma solugdo estivel para o caso acoplado enquanto que, para 0 caso
desacoplado, se tem duas solucbes estaveis (vide Figura 5.17(b)). Neste ultimo
caso, a area escura corresponde as condi¢des iniciais que convergem para a
solucdo P1 e a area clara corresponde as condic¢des iniciais que convergem para a
solucdo P1’. A &rea branca corresponde, em ambos 0s casos, ao escape (regido
insegura). Observa-se que o acoplamento modal causa uma diminuicdo
consideravel da regido segura. A nuvem de pontos ao redor das bacias indica o

carater fractal das fronteiras das bacias de atracéo.
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15 1 -0.5 0 0.3 1 1.5
0,
(a.1) Acopladoc
(a F=0.07

3

| —
= =
2 o =
S S

[

(b.1) Acoplado (b.2) Desacoplado
@ F=0.3
Figura 5.18: Secdes das bacias de atracdo no plano 6,xdé,/dt, modelo acoplado e

desacoplado, para Q =0.525, p=0° 1=09 e & =& =0.01. Modelo de Augusti perfeito.

A Figura 5.19 apresenta uma comparagdo entre as bacias de atracdo do
modelo acoplado e desacoplado, para Q =1/3 e F =0.1. Novamente, observa-se
a grande reducéo da regido segura em virtude do acoplamento global.

Na Figura 5.20 se podem observar as se¢des das bacias de atracdo no plano
6, x 8, para dois niveis de carregamento. Verifica-se na Figura 5.20(a) que, para
um carregamento bem inferior ao valor da carga de bifurcacdo, Figura 5.15(a), o
sistema mostra uma grande gama de condi¢es iniciais com &, = 0.0 que levam a
uma solucéo estavel. Porém, para um carregamento um pouco inferior ao do ponto

de bifurcacdo, Figura 5.20(b), o sistema apresenta pouquissimas condic@es iniciais


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611862/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611862/CB

1901

com 6, 0.0 que convergem para a solucdo estavel. Neste caso, a bacia

praticamente se resume aos pontos ao longo do eixo 4.

de, /dt

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 13 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 13
6, 6,

(a) Acoplado (b) Desacoplado
Figura 5.19: Secdes das bacias de atracdo no plano 6,xdé,/dt, modelo acoplado e
desacoplado, para Q=1/3,F=0.1, ¢=0°, 1=09 e & = & =0.01. Modelo de Augusti

perfeito.

93 0
-0.5
-1
1.5 — 15—
| I I I | I I I
1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5
9, 9,
(a) F=0.1 (b) F=0.6

Figura 5.20: Secdes das bacias de atracdo no plano 6,x6, modelo acoplado, para

Q=1/3, p=0°1=09 e & =4 =0.01. Modelo de Augusti perfeito.

Por fim, a Figura 5.21 apresenta uma comparacdo entre as medidas de
integridade local, LIM, da solu¢do periddica P1 do modelo acoplado e do

desacoplado para Q2=1/3 e ¢ =0°. O modelo desacoplado apresenta uma curva

de integridade com o perfil denominado por Thompson de Dover Cliff (Thompson
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& Stewart, 1993; Soliman & Thompson, 1989, 1992), onde inicialmente a LIM
decresce vagarosamente com o0 aumento da carga e cai drasticamente para zero
guando se aproxima do valor critico (ponto de bifurcacdo). Para o modelo
acoplado, além do decréscimo no valor inicial da medida de integridade, verifica-
se uma diminuicdo acentuada desde o inicio, com uma queda quase que linear até

certo ponto a partir do qual a bacia se torna quase nula e tende lentamente a zero.

1.6

1.2 — Pl
= 08
= 0.8
0.4 —
| Pl @ =0°— Acoplado
@ = 0° — Desacoplado
0 | T ‘ T ‘ T | T ‘ T ‘ T
0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 21

F
Figura 5.21: Medida de integridade local da bacia de atracdo, LIM, modelo acoplado e

desacoplado, para Q=1/3, p=0°, 1=09 e & =& =0.01. Modelo de Augusti perfeito.

O outro possivel modelo desacoplado localiza-se no plano auxiliar
uxdu/dt (ou, alternativamente, no plano vxdv/dt) quando a direcdo da
excitacdo € de ¢ =45°, ou seja, no plano das variedades de dois pontos de sela e
do modo ndo-linear similar (ver Capitulo 4). As fronteiras de escape considerando
0 modelo acoplado e desacoplado séo apresentadas na Figura 5.22.

Observa-se que o sistema desacoplado ndo sofre influéncia do modo néo-
linear desacoplado (hardening), mas somente do modo n&o-linear acoplado
(softening) que pertence a esse plano auxiliar uxdu/dt. Por isso a menor

magnitude de F,, localiza-se a esquerda da ressonancia fundamental. Ja para o

caso acoplado o sistema mostra a influéncia dos dois modos, aparecendo, como no

caso anterior, um segundo vale em torno de Q2 =0.4.
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0.5

—— o= 45" - Atoplado

—— {p = 45° = Desacoplado

DR —

Fesc

0.2

0.1 \{

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2
Q

B =0 =0 = 2y = 2, e = 30 = 3,
Figura 5.22: Fronteiras de estabilidade (escape), modelo acoplado e desacoplado, para

p=45° 1=09 e & =4&=0.01. Modelo de Augusti perfeito (valores minimos — Fesc = 0.07

(acoplado e desacoplado)).

Na Figura 5.23 mostra-se, de uma forma mais clara, o0 comportamento
dessas duas regides de ressonancia através de uma andlise minuciosa dos
diagramas de bifurcacdo, obtidos pelo método da continuagdo, com a variagdo de
Q. Com isto, tem-se uma viséo clara da seqiéncia de bifurcacdes que antecede o
escape em cada caso. As seqiiéncias de bifurcacdes que caracterizam o primeiro
vale sdo caracteristicas de um sistema com comportamento softening, enquanto as
seqliéncias de bifurcagBes que caracterizam o segundo vale sdo caracteristicas de
um sistema com comportamento hardening (Thompson & Stewart, 1993; Soliman
& Thompson, 1989, 1992). Neste caso, verifica-se que um modelo ndo-linear
reduzido com um grau de liberdade, baseado na teoria dos modos ndo-lineares,
seria valido apenas na vizinhanca do primeiro vale. Tem-se assim que a deducéo
de modelos reduzidos deve ser feita com bastante cuidado em sistemas que
apresentem possiveis acoplamentos entre os diversos modos ndo-lineares de

vibracdo, como nesse caso onde hd uma ressonancia interna 1:1.
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Figura 5.23: Mapeamento das bifurcacdes locais na regido de ressonancia fundamental,

modelo acoplado e desacoplado, para ¢p=45°, 1=0.9 e £ =& =0.01. Modelo de Augusti

perfeito.

A significativa diferenca entre os valores de escape para Q=0.4, Figura

5.23, pode ser compreendida observando os diagramas de bifurcacdo em funcéo

da magnitude da carga para o sistema acoplado e desacoplado, Figura 5.24. O

modelo acoplado apresenta uma solucdo estavel de periodo um, P1, que

desaparece em virtude de uma bifurcacdo né-sela, dando origem a uma solucéo

instavel, que, posteriormente, através de outra bifurcacdo no-sela origina a solucao

estavel de periodo um, P1’, que se torna instavel através de uma bifurcacéo

pitchfork subcritica. Neste caso o escape ocorre no ponto de sela A. J& 0 modelo

desacoplado possui uma solucdo P1 que permanece estavel até um elevado valor
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do carregamento e torna-se instvel através de uma bifurcacdo pitchfork
supercritica, dando origem as solucGes estaveis de periodo um, P1’ e P1”’,

ocorrendo o escape apos a perda de estabilidade destas soluges.

]
Duplicagio - supereritica/|
‘ - P1
0+ Pl | NikclA 0 Pl Pitchfork - supercritica

m"

Escape 0.2 Duplicagio - supercritica
u K2

. -
02| Pitchfork-)

[} suberitiga’”
/

Solugio dltima -0.4 Solugdo Gltima
05 0.5 ¢ Escape
06 L6
{o-sela B
-0, . -0.7
0 o1 0.2 0.3 0.4 0.5 o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
F F
(a) Acoplado (Fesc =0.1710) (b) Desacoplado (Fesc = 0.4080)

Figura 5.24: Diagramas de bifurcacdo, modelo acoplado e desacoplado, para Q = 0.4,

p=45°,1=09 e & =&=0.01. Modelo de Augusti perfeito.

Para Q=1/3 verifica-se, através da Figura 5.25, que os diagramas de
bifurcacdo em funcdo da magnitude da carga (F ), tanto do modelo acoplado
como do desacoplado, apresentam 0 mesmo comportamento. Neste caso 0 modelo
desacoplado com 1GL pode ser usado para se estudar a dindmica da estrutura.

0.1 0.1

P Duplicagio - supercritica

0.05 Duplicaglo - supereritica 0.05 -
0 P ] PI'
Pitchfork - supereritica \' fo Solugio
. ul 3

0y -0.05 u -0.05 Pirchfork - supereritica tltima ¢
Escape

-0.1 0.1

Duplicagdio - supercritica
-0.15 P2 015

_ Duplicagdio - supereritica Y P2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 1] 0.1 0.2 0.3 0.4
F F
(a) Acoplado (Fesc = 0.3508) (b) Desacoplado (Fesc = 0.3508)
Figura 5.25: Diagramas de bifurcag&o, modelo acoplado e desacoplado, para Q= 1/3,

p=45° 1=09 e & =4&=0.01. Modelo de Augusti perfeito.

Com o intuito de avaliar a seguranga do modelo considerando ¢ =45°,
mostra-se na Figura 5.26 as sec¢0es das bacias de atracdo do modelo acoplado nos
planos & xdé& /dt e 6, x6, para Q=1/3 e magnitudes crescentes de F.

Constata-se que, com o0 aumento de F, a bacia apresenta uma acentuada eroséo e

estratificagdo em virtude de uma bifurcacéo global heteroclinica.
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(b) F=0.1

Figura 5.26: Secdes das bacias de atracdo nos planos ¢xdg,/dt e 6,x6,, modelo

acoplado, para Q =1/3, p=45°, 1=09 e & = & =0.01. Modelo de Augusti perfeito.

A Figura 5.27 apresenta as bacias de atracdo juntamente com as variedades
dos pontos de sela para valores crescentes de F obtidas com o modelo
desacoplado. As linhas escuras representam as variedades estaveis dos pontos de
sela e as linhas claras representam as variedades instaveis dos pontos de sela.
Observa-se que para F =0.1 ja ocorreu a bifurcacdo global e que a complexa
fronteira e a acentuada erosdo da bacia de atracdo se devem ao niamero infinito de
cruzamentos entre as duas variedades apos a bifurcacdo heteroclinica (Thompson
& Stewart, 1993; Soliman & Thompson, 1989 e 1992). Cabe ressaltar que as

bacias no plano 6, xd@g,/dt observadas na Figura 5.26 séo as proje¢des das bacias

da Figura 5.27 a 45°.
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du / dt
du / dt

(a.1) Bacia de atracéo (a.2) Fronteira de estabilidade
(a) F=0.01

L5 L5

du / dt
du / dt

(b.1) Bacia de atracéo (b.2) Fronteira de estabilidade
(b)F=0.1
Figura 5.27: Secdes das bacias de atracdo e variedades dos pontos de sela no plano
uxdu/dt, modelo desacoplado, para Q= 1/3, p=45°, =09 e & =& =0.01. Modelo de

Augusti perfeito.

Completando a andlise do modelo de Augusti perfeito com ¢ =45°,
apresentam-se duas comparacOes das medidas de integridade LIM, entre o modelo
acoplado e o desacoplado na Figura 5.28, uma para Q2 =1/3 e outra para Q2=0.4.
Verifica-se que para Q=1/3, Figura 5.28(a), as medidas LIM apresentam o
mesmo comportamento para a solucdo P1, corroborando o fato de que o modelo
de Augusti pode ser desacoplado nesse plano auxiliar uxdu/dt nessa faixa de
freqiiéncia. J& para Q2=0.4, observa-se um comportamento diverso entre as

medidas de integridade LIM do modelo acoplado e desacoplado. Verifica-se que a
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completa compreensdo do modelo é necessaria para evitar resultados erroneos,
pois, como se verifica na Figura 5.23, o acoplamento modal gera regibes de
instabilidade extremamente perigosas no modelo acoplado que ndo aparecem no
modelo desacoplado. Isto indica, ainda, que o modelo desacoplado n&o representa
com fidelidade o modelo acoplado em toda a faixa de freqliéncia considerada.

0.6
@ =45° — Acoplado
7 ¢ =45° — Desacoplado
0.4 —
z
=
0.2 — P1
| Pl
0 | T ‘ | ‘ | T ‘ T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
F
@) Q=173
0.5
| @ =45°— Acoplado
0.4 — P1 © =45° —Desacoplado
=
—

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
F
(b) @ =0.4

Figura 5.28: Medida de integridade local da bacia de atracdo, LIM, modelo acoplado e

desacoplado, para p=45°, 1=09 e & =& =0.01. Modelo de Augusti perfeito.

O comportamento do modelo de Augusti perfeito para valores de ¢ entre 0°

e 45°, planos que ndo podem ser desacoplados, é estudado a seguir. Na Figura
5.29 apresenta-se a fronteira de escape no entorno da ressonancia fundamental,
bem como um mapeamento de todas as bifurcacdes locais que ocorrem antes do

escape considerando ¢ = 2°.
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| — Solugdo ultima
— - No-sela A
0.8 — — - No-sela B
u Pitchfork - supercritica
— - Duplicacéo - supercritica
0.6 Hopf A
Fesc n — HopfB
0.4 —
Y
T~
0.2 — AN
———___ h >~ o
0 T T [ T ] |
02 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0.5

e = 0 =
Figura 5.29: Mapeamento das bifurcacdes locais na regido de ressonancia fundamental,
modelo acoplado, para ¢=2°, 1=09 e & =& =0.01. Modelo de Augusti perfeito (valores
minimos (2 vales) — Fesc = 0.2705 e Fesc = 0.0882).

Observa-se que o comportamento dindmico do modelo é bastante complexo,
exibindo uma grande variedade de bifurcacGes, incluindo bifurcacGes do tipo
Hopf e solucBes caoticas dentro do vale potencial, como ilustra o diagrama de

bifurcacdo para ¢ =2° e Q=0.3, Figura 5.30.

Solugdp iltima
« Escape

Duplicagio -
supeferitica

Firchfork -
mprn-rinci/

Yo Solugio dltima
: Escape
0.1+
Duplicagio -
supereritica
Pirchfork -

| -.upn:n‘nlum/
Hopf Al ___-mem=="" Topl B \

Duplicagio -
supefcritica

0 ——

Nimsela A
‘
I
‘

Duphicagio -
supercritica

O-s¢ia ; i
/ opf /
-0.1 v - &
; Hopf B
/
| i
y i
i 3
] :
i

Figura 5.30: Diagramas de bifurcagdo, modelo acoplado, para Q=0.3, p=2°, A=09 e
& =& =0.01. Modelo de Augusti perfeito (Fesc = 0.3545).

Os resultados para diversos valores de ¢ entre 0° e 45°, diregdes que ndo

podem ser desacoplados, mostram uma grande riqueza de fenémenos oriundos do
acoplamento dos diversos modos de vibracdo ndo-lineares, indicando ser o estudo
da dindmica ndo-linear de estruturas com forte acoplamento modal uma
promissora area de pesquisa. Por outro lado, a integridade desta classe de
estruturas € bastante reduzida em virtude do acoplamento, levando a uma severa e

continua degradacdo da bacia desde o inicio do carregamento, como demonstram
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os resultados apresentados na Figura 5.31, onde se apresenta a variacdo da medida

de integridade dindmica LIM da solucdo P1 para diversos valores de ¢ .

0.6
0=0°
1 ¢ =30°
@ =45°
0.4 —
=z
—
0.2 — P1
Pl
7 Pl
0 | T T T | T -~ T
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
F

Figura 5.31: Variacdo da medida de integridade local da bacia de atracdo, LIM, modelo

acoplado, paraQ=1/3, 1=09 e & =& =0.01. Modelo de Augusti perfeito.

5.2.2.
Influéncia da Rigidez Relativa das Molas

Para se estudar o comportamento do modelo de Augusti considerando a
influéncia da rigidez relativa das molas, consideram-se dois valores de « que
geram além da ressondncia fundamental, ressondncia interna 1:2 (a«=1.3) e
ressonancia interna 1:3 (a =1.8). As freqiiéncias naturais para estes valores de «
séo apresentadas na Tabela 5.2. As fronteiras de escape para 0 modelo de Augusti
considerando a influéncia da rigidez relativa das molas sdo apresentas na Figura

5.32 no plano F, x Q) para diferentes valores de ¢.

Tabela 5.2: Frequiéncias naturais para 4 =0.9. Modelo de Augusti considerando a

influéncia da rigidez relativa das molas.

Caso Primeira Frequéncia - QQ, Segunda Frequéncia - Q,

=13 1/3 2/3

a=18 1/3 1
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e = 6 (= a3y )

e =0y (= 1/20; )
(a.1) Curvas de escape (Valores minimos (2 vales) —

(a.2) Direcéo da excitagao
Fesc = 0.0700 (¢ = 45°) e Fesc = 0.0300 (¢ = 15°))

(@) a=1.3 (ressonancia interna 1:2)

90

./

45°

e =y (= 130, ) |1’-}L. =ty (= 3wy )

(b.1) Curvas de escape (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.1100 (¢ = 90°) € Fesc = 0.0100 (o = 0°))

(b) o= 1.8 (ressonancia interna 1:3)

(b.2) Direcéo da excitagao

Figura 5.32: Fronteiras de estabilidade (escape) para 1=0.9 e & =& =0.01. Modelo de

Augusti considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

Verifica-se na Figura 5.32(a), obtida para « =1.3, que existem duas regides

principais de ressonancia, uma em torno de @, = @, € a segunda na vizinhancga de
o, =w,. Esta segunda regido, que corresponde a ressonancia interna 1:2
(o, =2wm,), apresenta as menores cargas de escape para a maioria dos valores de
¢ . Na Figura 5.32(b), para « =1.8, verifica-se que a regido mais critica ocorre na
vizinhanca da freqtiéncia natural @, = ®,, que corresponde a ressonancia interna
1:3 (w, = 3w,). Estes resultados mostram que a existéncia de ressonancia interna é

extremamente importante na estabilidade de um sistema sob vibracdo forcada.
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Comparando-se as duas figuras, verifica-se que, na primeira regido de

ressonancia, @, =w,, a medida que « aumenta, o valor de F, aumenta

progressivamente. Na Figura 5.33 mostra-se, através de um gréfico em

coordenadas polares, a variacdo de F,. com a dire¢cdo da excitacdo ¢ para
a=13 e w, =, (Figura 5.33(a)) e @, =w, (Figura 5.33(b)). Os resultados sdo

comparados com aqueles obtidos para « =1. Verifica-se que a direcdo da

excitacdo ¢ tem uma grande influéncia na carga de escape.

225 TN 135

0 0

a=10 a=10
a=13 a=13
(a) Ressonancia fundamental . = @, (b) Ressonéancia fundamental v, = @,

Figura 5.33: Variacéo da carga de escape, Fesc, cOmM a direcdo da excitagdo, ¢, (gréfico
em coordenadas polares) para 1=0.9 e & =& =0.01. Modelo de Augusti considerando a

influéncia da rigidez relativa das molas.

Pela Figura 5.32, constata-se que as magnitudes mais baixas de F

esc !

para
qualquer ¢, estéo localizadas ligeiramente a direta das ressonancias fundamentais
(0, =m, ¢ @, =w,). 1530 se deve ao carater da relacdo freqtiéncia-amplitude dos
dois modos ndo-lineares desacoplados que, como mostrado na Figura 4.22, séo do
tipo hardening. Isto se pode observar de forma clara através da Figura 5.34 que

mostra as curvas de ressonancia para « =1.3 (ressonancia interna 1:2), F =0.02

e diversos valores de ¢ nas duas regides principais de ressonéancia juntamente

com as relagdes freqiiéncia-amplitude. Para esse nivel de carregamento

(F =0.02) a influéncia dos modos ndo-lineares acoplados é muito pequena,
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porém, para niveis superiores de carregamento, as curvas de ressonancia comegam

a apresentar picos referentes a tais modos.

0.7 - 0.7
=15

@ =45°

0.6 —
@ =90° B
0.5 | 0.5

0.6 —

x 0.4

Figura 5.34: Curvas de ressonancia para F=0.02, =13, A=0.9 e & =& =0.01. Modelo

de Augusti considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

Com base nos resultados do Capitulo 4, tem-se que o sistema imperfeito
pode ser facilmente desacoplado nos planos que contém os modos ndo-lineares
similares desacoplados, ou seja, nos planos 6, xdé,/dt e 6,xdé,/dt, quando a
excitacdo coincide com um destes planos.

Na Figura 5.35(a) compara-se 0 comportamento do sistema acoplado com o
desacoplado para ¢ =0°, considerando « =1.30. Ja na Figura 5.35(b) mostra-se
0 comportamento acoplado e desacoplado, considerando ¢=90° e «=1.3.
Verifica-se, como no modelo perfeito, uma grande diferenca nos valores de F,
entre 0 modelo acoplado e o desacoplado.

Uma melhor compreensao dos dois vales que aparecem na Figura 5.32(a),
associados as duas regides principais de ressonancia e que apresentam as menores
magnitudes de F,., pode ser obtida com um mapeamento de todas as bifurcacoes
que ocorrem antes do escape nos diagramas de bifurcacdo obtidos em funcéo da
magnitude da excitacdo F para cada valor da freqiiéncia de excitacdo Q. Na
Figura 5.36(a) séo apresentados os resultados para a =1.3 e ¢ = 75° na regido de
ressonancia fundamental da primeira frequéncia e na Figura 5.36(b) para a =1.3
e ¢ =15° na regido de ressonancia associada a segunda frequéncia. Verifica-se

que as bifurcacGes sdo caracteristicas de sistemas com ganho de rigidez. Nota-se
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também que o modelo imperfeito apresenta um comportamento dindmico bem
mais simples que o modelo perfeito, ocorrendo poucas bifurcagdes antes do

escape e apenas proximo ao fundo do vale (F,. minimo). Como ilustracéo,
mostra-se na Figura 5.37 o diagrama de bifurcacdo para o =1.3, ¢=45° e

Q=2/3. O diagrama de bifurcacdo mostra que, nesta condi¢do, 0 sistema
apresenta uma solucéo de periodo um, P1, que permanece estavel até a bifurcacao

pitchfork subcritica.

+ ip = 0° - Apoplado

T = 07 - Disacoplado

g |
6
! \ \_'
2

P SR (= e i
0 1 T T 1 T | T T T T T T

0.2 03 0.4 03 0.6 0.7 0.8 0.9 i 1.1 1:2

Q
e =) (=126,) e = 07 (= 2m; )
(@) p=0°

(Valores minimos — F.s. = 0.0266 (acoplado) e F.s. = 0.4400 (desacoplado))

=907 — Apoplado
{p = 90° — Desacoplado

/%yﬂ
_‘_-"""‘—'——————._..
0:2 0 4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
Q
@ = 0 (=120, ) e =y (= 26 )
(b) »=90°

(Valores minimos — Fqs. = 0.1026 (acoplado) e F.s. = 0.5800 (desacoplado))
Figura 5.35: Fronteiras de estabilidade (escape), modelo acoplado e desacoplado, para
a=13,1=09¢e & =4=0.01. Modelo de Augusti considerando a influéncia da rigidez

relativa das molas.
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0.8 T
wany — Solugho ltima N
Sy — - No-sela A 3
S — - No-selaB
0.6 Né-selaC R
i, - Pitchfork - supercritica g
Fesc 0.4 — \
0.2+
0 T I s |_ — |. T I T
03 035 04 0.45 0.5
Q
e =0 (= 1/20m )
(@) p=75°
(Valor minimo (vale) — Fese = 0.0598)
04
— Solugdo ultima
- — - No-sela A
— - No-selaB
0.3 4 — - Pifchfork - supercritica
_ — - Pitchfork - subcritica
Fesc 0.2 —
0.1 —
0 | ' \ \
0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

®¢ = (= 207)
(b) p=15°
(Valor minimo (vale) — Fes. = 0.0300)
Figura 5.36: Mapeamento das bifurcacdes locais na regiao de ressonancia fundamental,

modelo acoplado, para a=1.3, A=0.9 e § =& =0.01. Modelo de Augusti considerando a

influéncia da rigidez relativa das molas.

0.05 .05
0 0 —————_________'l_________
Solugio Pitchfork - suberitica
-0.05 ultima ¢ -0.05
Escape
P Solugdo
0y -0 s -0 ultima ¢
Pitehfork - suberitica Escape
0.15 015
0.2 0.2
-0.25 + t v n + T T 1 0.25 T T T T T T
1] i 0.025 .05 0075 [N} 0.125 0.13

0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 015
F F

Figura 5.37: Diagramas de bifurcagéo, modelo acoplado, para Q =2/3, p=45°, a=1.3,
A=09e & =4&=0.01. Modelo de Augusti considerando a influéncia da rigidez relativa
das molas (Fesc = 0.1315).
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Avaliando a evolucdo das bacias de atracdo a medida que F cresce, Figura
5.38, verifica-se a presenca de uma acentuada erosdo para pequenos niveis de

carregamento.

16,
df, | dt

(b) F=0.08
Figura 5.38: Secfes das bacias de atracdo nos planos 6,xdg,/dt, &xd&/dt e 6,x6,
modelo acoplado, para Q=2/3, p=45°, a=1.3,1=09 e & =& =0.01. Modelo de Augusti

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

Finalmente, mostra-se na Figura 5.39 a variacdo da medida de integridade
dindmica local LIM da solucdo P1 dos modelos imperfeitos acoplados,

considerando Q=2/3 e a=1.3. Com excec¢do do plano ¢ =90° (por simetria
também ¢ =270°), as curvas de integridade apresentam um comportamento

similar, ou seja, com uma erosdo inicial mais acentuada e depois mais suave até o
valor de escape, que muda ligeiramente seu valor de caso para caso. Ja a curva de

integridade para ¢ =90° apresenta inicialmente uma erosao suave e quase linear

com uma queda brusca do LIM quando o valor do carregamento aproxima-se do

valor critico (Dover cliff).
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0.6

0=0°
Q=45
¢ =90°

LIM

0 | | \ '

0 0.05 0.1 0.15 0.2
F

Figura 5.39: Variacéo da medida de integridade local da bacia de atra¢éo, LIM, modelo
acoplado, para Q=2/3, a=1.3, =09 e & =& =0.01. Modelo de Augusti considerando a

influéncia da rigidez relativa das molas.

5.2.3.
Modelo com Imperfeicdo Geométrica

O comportamento do modelo de Augusti com imperfeicdo geométrica é

apresentado na Figura 5.40. Adota-se uma coluna com inclinagéo inicial ¢ =1° e
diversos valores do angulo que define a projecéo da coluna no plano xx vy, . Na

Tabela 5.3 sdo apresentadas as freqliéncias naturais para v =0° e y =45°.

Tabela 5.3: Frequiéncias naturais para 4 =0.9. Modelo de Augusti com imperfei¢éo

geomeétrica.
Caso Primeira Frequéncia - Q, Segunda Frequéncia - Q,
p=1°ey=0° 0.311289 0.353726
$p=1° e y =45° 0.302655 0.361008

Considerando ¢ =1° e w =0° (imperfeicdo geométrica na direcdo do eixo
x), Figura 5.40(a), verifica-se que a regido critica se encontra no entorno das
ressonancias fundamentais do sistema, ou seja, para @, = @, € o, = ,. Entretanto
duas outras regiGes de ressonancias sao observadas na vizinhanca da regido dos

super-harmonicos de ordem dois, @, =20, € @, = 2w,. O mesmo se observa para

¢=1° e y =45° (imperfeicdo nas duas dire¢des), Figura 5.40(b).
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Imperfeicdo
geométrica

T oo Y

02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12 X
('\: (-\_.

(a.1) Curvas de escape (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0300 (¢ = 45°) € Fesc = 0.0299 (9 = 0°))
(@) g=1°e y=0°

—— =0 = 0" = 180" = 270"

(a.2) Direcéo da excitacdo

o =15

1 - - ! L 1 ! — p=HaS
@ =135

—T— g =165

Imperfeicao
geométrica

I 0.2 0.3 ‘ 04 0.5 0.6 0.7 IITS 0.9 1 1.1

B = 6 Q

(b.1) Curvas de escape (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0300 (¢ = 15°) e Fesc = 0.0300 (¢ = 0°))

(b) g=1°e y=45°

(b.2) Direcéo da excitacdo

Figura 5.40: Fronteiras de estabilidade (escape) para 1=0.9 e £ =& =0.01. Modelo de

Augusti com imperfeicdo geométrica.

Na Figura 5.41 tem-se, em coordenadas polares, a variagédo de F,, com a
direcdo da excitacdo ¢ para as regides das ressonancias fundamentais para uma
inclinacdo da coluna ¢=1°e diversos valores do angulo y . O acoplamento
modal resulta maximo para y =45°,135°, 225° 315°, quando se verificam as
menores magnitudes de F,. . Verifica-se também que ha uma grande variacdo de

F... com a direcdo da excitacdo ¢ e que esta variagdo depende do valor de y .
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270 270 90

0 0
Modelo Perfeito | Modelo Perfeito |
g=1"ey=10° d=1"ew=10"
¢=1"ey=15" $=1°ey=15°
¢-1°eq1—.‘-0"| ¢-1°eq1—.‘-0"|
——¢=1ey=45°| ——¢=1ey=45°|
(a) Ressonancia fundamental . = @, (b) Ressonancia fundamental w, = @,

Figura 5.41: Variacdo da carga de escape, Fesc, cOmM a direcdo da excitagdo, ¢, (grafico
em coordenadas polares) para A1=0.9 e & =& =0.01. Modelo de Augusti com

imperfeicdo geométrica.

As curvas de ressonancia considerando a imperfeicdo geométrica com

¢=1°, w=0° e diversos valores de ¢ sd@o mostradas na Figura 5.42, onde se
tem a variagdo de 6| e |6, ~com Q. Verifica-se que o modelo imperfeito

apresenta uma interacdo modal entre 0 modo n&o-linear desacoplado, plano
6, xd@,/dt, Figura 4.25, e 0 modo n&o-linear acoplado, Figura 4.26, sendo ambos

do tipo hardening.

0.4 04
| =7
_ @ =90
0.3 03
|I
T |
g i |
—02 0.2 '
@ @ |
|
0.1 I 0.1 |
=0 ‘
“p=12° 1
¢ =90°
0 T T T T — D= T —— T T
0.2 0.3 0.4 0.5 0.2 0.3 04 0.5
Q 0

Figura 5.42: Curvas de ressonancia para F=0.01, ¢=1°, w=0°, 4=09e & =&=0.01.

Modelo de Augusti com imperfei¢do geométrica.
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A Figura 5.43 mostra as curvas de ressonancia para ¢ =1°, considerando
w =30° (Figura 5.43(a)) e w =45° (Figura 5.43(b)) e diversos valores de ¢. Em
particular, para y =45°, verifica-se a interacdo entre os modos nao-lineares

acoplados, modo similar no eixo auxiliar uxdu/dt (Figura 4.32) e o0 modo nao-

similar, Figura 4.31, sendo ambos do tipo softening, ou seja, com perda de rigidez.

0.5 0.5
g=0
p=15
@=45°
0.4 — =788
@=90°
. . 0.3
=) &'
0.2
0.1
0 T | T
0.2 03 04 0.5
Q
(@) y=30°

0.4

@=0°

@=15°
p=45°
p=75°
@ =90"

0.2 0.3 0.4 0.5

(b) y=45°
Figura 5.43: Curvas de ressonancia para F=0.01, ¢=1°,1=09e & =& =0.01. Modelo

de Augusti com imperfeicdo geométrica.

O estudo dos modos de vibracdo, capitulo 4, mostra que no caso de

imperfeicdo geométrica com = 45°, o sistema pode ser desacoplado no plano

auxiliar uxdu/dt através do modo nédo-linear similar contido neste plano quando
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@ =45°. Neste contexto, apresenta-se a seguir uma comparagdo entre o modelo
acoplado e o desacoplado para ¢=1°, w =45° e @=45°, nas regides das

ressonancias fundamentais, Figura 5.44.

— Solucdo ultima

— - No-sela A

0.2 — — - No-sela B

i 3 — - Duplicagdo - supercritica
ESQARE
0.15 —
Fesc 7 )
0.1 — SN
~
=——— ~

0.05 —
0 | | \ '
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Q
We = W7
Wea = O
(a) Acoplado
(Valor minimo (vale) — Fese = 0.0510)
0.25
| — Solucdo tltima
— - No6-Sela A
0.2 — — - No-Sela B
B — - Duplicacéo - supercritica
0.15 —
FGSC T
0.1 —| RasCeesh
0.05 — =
e ~
0 | | \ '
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Q
We = O]

(b) Desacoplado
(Valor minimo (vale) — Fese = 0.0510)
Figura 5.44 Mapeamento das bifurcacdes locais na regido de ressonancia fundamental,
modelo acoplado e desacoplado, para ¢=45°, g=1°, y=45°, 1=09e & =&=0.01.

Modelo de Augusti com imperfeicdo geométrica.

Verifica-se que o sistema apresenta 0 mesmo comportamento para os dois
casos, acoplado e desacoplado, diferente do modelo perfeito onde o efeito da

interacdo modal é sentido de forma mais forte nesse plano, ¢ =45°, Figura 5.23.

Porém as magnitudes de F,. se reduzem consideravelmente quando se compara
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as fronteiras de escape entre 0 modelo perfeito e com imperfeicdo geométrica

(¢=1° e w =45°), Figura 5.45. Mostra-se assim que, como no caso estatico, a
carga de escape apresenta uma grande sensibilidade a imperfeicdes geomeétricas.

Por exemplo, para 2=0.5, o valor de F,  decresce de 0.453 para 0.0863, ou

seja, ha uma reducdo de 80.94% no valor de F.

0.5 Q
0.4 —
0.3
Fesc
0.2
0.1 —
i — "Escape" - Modelo Perfeito
— "Escape” - Modelo Imperfeito
0 T ‘ T ‘ T ‘ T | T | T

0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45 0.5
Q

Figura 5.45: Comparacdo do comportamento na regido de ressonancia fundamental
entre o modelo perfeito e com imperfeicdo geométrica (¢=1° e w=45°), modelo
acoplado, para ¢p=45°,1=09 e & = & =10.01. (Valores minimos — Fesc = 0.1653 (perfeito)
€ Fesc = 0.0510 (imperfeito)).

Na Figura 5.46 sdo comparadas as secOes das bacias de atracdo no plano
uxdu/dt para o modelo desacoplado considerando o modelo perfeito e com
imperfeicdo geométrica (¢ =1° e y =45°) para ¢ = 45°, QQ=0.302655 e valores
crescentes de F . Verifica-se a grande erosdo das bacias em virtude da

imperfeicdo geométrica e do incremento na magnitude da carga.
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du / dt
du / dt

-5 -5

(a.1) Modelo perfeito (a.2) Modelo imperfeito (¢=1° e y=45°)
(a) F=0.02

du / dt
du / dt

(b.1) Modelo perfeito (b.2) Modelo imperfeito (¢=1° e w=45°)
(b) F=0.05
Figura 5.46: Secdes das bacias de atracao no plano uxdu/dt, modelo desacoplado, para
Q=0.3026, p=45°, 1=09 e & =& =0.01. Modelo de Augusti.

A medida de integridade LIM para o modelo com imperfeicdo geométrica,
considerando ¢=1°, w =45°, p =45° e (2 =0.302655, ¢ apresentada na Figura
5.47. Verifica-se que o modelo acoplado e o desacoplado mostram o mesmo
comportamento. Portanto, nessa situagéo, o sistema pode ser desacoplado.

Uma comparacdo entre 0 modelo perfeito e com imperfeicdo geométrica
(¢=1° e w=45°) para w, =w,, Figura 5.48, mostra claramente o efeito
negativo da imperfeicdo geométrica na capacidade de carga e integridade do

sistema, pois se observa que a medida LIM se reduz consideravelmente na

presenca da imperfeicéo.
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0.3

@ =45° — Acoplado
. @ = 45° — Desacoplado

LIM

0 I I \ '

0 0.025 0.05 0.075 0.1
F

Figura 5.47: Medida de integridade local da bacia de atracdo, LIM, modelo acoplado e
desacoplado, para Q =0.3026, p=45°, g=1°, y=45°, 1=09 e & =& =0.01. Modelo de

Augusti com imperfeicdo geométrica.

0.6

@ =45° — Modelo Perfeito Acoplado
@ =45° — Modelo Imperfeito Acoplado

LIM

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 0.3 0.35
F

Figura 5.48: Comparacdo da medida de integridade local da bacia de atracéo, LIM, na
ressonancia fundamental entre o modelo perfeito e com imperfeicdo geométrica (¢=1° e

w=45°), modelo acoplado, para ¢p=45°, 1=09e & =4&=0.01.

5.3.
Modelo de Torre Estaiada

Mostram-se na Figura 5.49 os principais parametros do modelo de torre
estaiada sob vibracdo forcada. A Figura 5.49(a) apresenta uma visdo superior do

modelo, explicitando a direcdo da excitacdo de base F sin(z) dada pelo angulo ¢,
juntamente com a posicao das molas (k;, k, e k;) e a localizagéo (ilustrativa) dos

pontos de sela do modelo perfeito. Na Figura 5.49(b) mostra-se a configuracdo do
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modelo imperfeito, sendo a imperfeicdo geométrica inicial definida, como no caso

anterior, pelos angulos ¢ e v .

Uz =sen(¢:) =sen(¢ )cos(y )

sela

Uz = sen(¢ ) :isen(;/} )sen( v )

(a) Direcao da forga e posicao das molas. (b) Posicao da extremidade superior.
Modelo perfeito Modelo com imperfeicdo geométrica.
Figura 5.49 Vista superior ilustrativa do modelo de torre estaiada.

Partindo das expressoes (2.15), em termos das coordenadas generalizadas u,
e u,, tem-se que as equacdes de movimento que regem o comportamento do
modelo de torre estaiada em vibracdo forgada apresentadas na sequéncia.

Considera-se, como no Capitulo 4, que k, =k,, k, =oK e k, =(1-20)K .

As equacdes sdo adimensionalizadas em funcdo da carga critica do sistema

perfeito, Pcr =KI/4. Além disso, definem-se as seguintes varidveis auxiliares:
v=aldsin® B, A=P/Pcr, P=mg, K/m’=w/1, C/m’=2a0,,
F=F/I, Q=a)e/a)p , Ql=a)1/a)p, Q, =a)2/a)p , T=wmt e a)p2 =g/l, sendo
F, a magnitude do deslocamento de base e w, a frequéncia da excitacdo. As
parcelas referentes a excitacdo de base sdo dadas por: u, = F, cos gasen(a)et) e
v, = F,sengsen(w,t).

Para a andlise dindmica em vibracdo forcada do modelo de torre estaiada
considera-se que 1=0.7, f=120°, w,=10 e & =¢&,=0.01 (constantes de

amortecimento).
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G, (1-u,® —2u,” +u, u,” +u,") + i, (uu, —u,’u, —u,u,’)

. 2 2 . 2 3 2 . . (04
+U," (U, —u,u,”)+u," (u, —u,”)+2u,°u,u,u, +| ———
1(1 1 2) 2(1 l) 1 2¥1Y2 |:/’l,stenﬂ{

((\/(Senﬂ—um)2 +(COSB—Uyy)? +1—Uy,” —Uy,”

—\/(senﬂ—ul)2 +(cos f—-u,)? +1-u,” —u,’ )/
\/(senﬂ—ul)z +(cos f—u,)? +1-u,’ —uzz)

—(W (—senf—uy)® +(Cos B—Uy)* +1—Uy," — Uy, (5.2a)

—\/(—senﬂ—ul)2 +(cos f—u,)* +1-u’ —u, /

)
\/(—Senﬂ—ul)2 +(cos f—u,)? +1-u,” —u,’ )}

L = + 2;;1 ul](—1+ u,’ +u22)2 =

Q° f1u?-u?

F cosgsenz(—1+u,” +u,”)?

t,(1-u,® —2u, +uu,” +u,*) + i, (uu, —u,’u, —uu,’

acos 3 {

.2 2 .2 3 2. .
+U, (Uz —U; u2)+ul (Uz —U, )+2U1U2 uu, +{/1§2288n2,3

((\/(senﬂ_um)z + (COSﬂ—UZO)Z +1_u102 _u202

~flseng—u)" +(cos p-u,) +1-v] -u” )/

\/(senﬂ—ul)z +(cos f—u,)?* +1-u,’ —uzzj

_((\/(—Senﬂ—um) +(COS B —Uzg)” +1-Uyg —Uyg (5.2b)

—\(-senf-u,)? +(cos f-u,)? +1-u,” ~u,’ ]/

\/(—sen,b’—ul)z +(cosf—-u,)? +1-u’ —u,’ ]}

-2, - 2ma,)  2a  (f2-2u, - f2-2u,)
202 -2u, AQ%sen’ B J2-2u,

L Y + 2% u2](1+ u,’ +u22)2 =

Q* 1-u?-u? €

Fsengsenz(-1+u,” +u,”)?
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5.3.1.
Modelo Perfeito

As freqliéncias naturais do modelo de torre estaiada perfeito s&o
apresentadas na Tabela 5.4. As fronteiras de escape séo apresentadas na Figura
5.50 para diversos valores de ¢. Como no modelo de Augusti perfeito, 0 modelo
de torre estaiada perfeito esta em ressonancia interna 1:1, pois o, =w,, €
conseqiientemente esse efeito torna naturalmente a regido no entorno desta
freqiiéncia (w, =w, =w,) a mais critica. Contudo uma situagdo similar é
verificada na regido de ressondncia super-harmonica de ordem dois

(0, =20, =2w,).

Tabela 5.4: FregUéncias naturais para 1=0.7 e S=120°. Modelo de torre estaiada

perfeito.

Caso Primeira Frequéncia - 0, Segunda Frequéncia - Q,

Perfeito 0.654653 0.654653

Q=0
T o = =30
—— =45

[ — ]

90°

/ y
' 45°
o
] v

(a) Curvas de escape (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0200 (¢ = 0°= 45°) e Fesc = 0.0200 (¢ = 90°))
Figura 5.50: Fronteiras de estabilidade (escape) para 4=0.7, f=120°e & =& =0.01.

(b) Direcéo da excitagao

Modelo de torre estaiada perfeito.

A variacdo da carga de escape, F,., com a diregdo da excitagéo, ¢ (grafico

sC !

em coordenadas polares) para trés valores da frequéncia de excitacdo, Q

(o, =w, 2w,3m,), € mostrada na Figura 5.51. Verifica-se que as menores

magnitudes de escape ocorrem quando o sistema esta na ressonancia fundamental.
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2= 0.6546
f2=1.3093
f1=1.9639

Figura 5.51: Variacéo da carga de escape, Fesc, cOmM a direcdo da excitagdo, ¢, (gréfico
em coordenadas polares) para 1=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada

perfeito.

As magnitudes mais baixas de F, estdo localizadas no entorno da
ressonancia fundamental (o, =, =w,). Nesta regido observa-se uma forte

interacdo entre os modos de vibracdo ndo-lineares. Os modos néo-lineares
presentes no modelo de torre estaiada perfeito sdo: (a) um modo similar com
comportamento softening (Figuras 4.46 (acoplado) e 4.49 (desacoplado)), (b) um
modo instavel acoplado gerado pelos pontos de sela (Figura 4.47) e (c) um modo
ndo-similar acoplado com comportamento hardening (Figura 4.48). Isto €
ilustrado, de uma forma clara, na Figura 5.52, que mostra as curvas de ressonancia
para F =0.02 juntamente com as relacGes freqiiéncia-amplitude dos modos
relevantes associados a este caso. Este comportamento também pode ser

observado na Figura 5.53, que mostra as curvas de ressonancia para ¢ =0° e

valores crescentes da magnitude do carregamento.
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0.5 = 1 0.5 =

0.4 - 0.4 -
0.3 03 -
02— 0.2
(1N B 0.1~
] ]
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 [IRY] 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Q Q
o
(@ ¢=0
0.5 — y 0.5 —
0.4 - 0.4 -
0.3 03 -
02 0.2
(1N B 0.1~
] ]
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 [IRY] 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Q Q
(b) p=45°

Figura 5.52: Curvas de ressonéncia para F=0.02, 1=0.7, f=120°e & = & =0.01. Modelo

de torre estaiada perfeito.

0.5 0.5
F = 0.005 F = 0.005
F=0.01 F=0.01
F=0.02 F=0.02
04—
03
K
€«
=
02

0.9 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 5.53: Curvas de ressonancia para valores crescentes de F, ¢p=0°, 1=10.7,

P=120°e & =& =0.01. Modelo de torre estaiada perfeito.

Retomando as informacdes da analise dindmica em vibrag&o livre, capitulo

4, verifica-se que o modelo de torre estaiada perfeito pode ser desacoplado nos
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planos que contém as molas lineares, ou seja, no plano u, xdu,/dt (¢ =90° ou
@=270°), modo n&o-linear desacoplado, e nos planos auxiliares uxdu/dt
(localizados ou em ¢ =30° ou em ¢ =150° ou em @ =210° ou em ¢ =330°),
modos ndo-lineares similares acoplados.

Compara-se, inicialmente, o comportamento acoplado e o desacoplado do
modelo para ¢ =90°, plano que contém um dos pontos de sela e 0 modo néo-
linear similar desacoplado. As fronteiras de escape para esta situacdo sdo
apresentadas na Figura 5.54, onde se observa uma diferenca entre os dois modelos
em diversas regides, sendo a carga de escape obtida com o modelo acoplado igual

ou menor que a do modelo desacoplado.

" , , i @ = 90°|- Acoplddo

i =90 Desacaplado |

Fesc

PRI
N

0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 09 1 1.1 1.2 1.3 14 1.5

B =) = )y e =20, = 20,

Figura 5.54: Fronteiras de estabilidade (escape), modelo acoplado e desacoplado, para

9=90° 1=0.7, f=120° e & =& =0.01. Modelo de torre estaiada perfeito (valores
minimos — Fes. = 0.0200 (acoplado) e Fes. = 0.0400 (desacoplado)).

Pode-se observar este fendbmeno através das curvas de ressonancia
apresentadas nas Figuras 5.55 e 5.56. Para F =0.002, o modelo acoplado e o
desacoplado apresentam o mesmo comportamento e sdo dominados pelo modo
desacoplado softening no plano u, xdu, /dt, Figura 5.55. Contudo & medida que
F cresce, cresce a influéncia do acoplamento modal, como mostra a Figura 5.56
obtida para F =0.01, ocorrendo a interferéncia do modo ndo-similar hardening.
Neste caso surgem ao longo do ramo ressonante da resposta dois pontos de

bifurcacdo. Entre estes dois pontos o deslocamento u, e diferente de zero,
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lo desacoplado ndo é mais capaz de descrever o

comportamento do sistema dindmico.

0.1

0.08 |
_0.06 ‘
';r‘.
0.04 -
0.02
0 T T T
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Q
(a) Acoplado

0.1
0.08 |

; 0.06
0.04 -

0.02

0.9 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Q

(b) Desacoplado

Figura 5.55: Curvas de ressonancia, modelo acoplado e desacoplado, para F = 0.002,
9=90°, 1=0.7, f=120°e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada perfeito.

0.4 — 0.4 —
Novos pontos de
0.3+ 0.3+ bifurcacio
—03= 02|
= Novos pontos de =
bifurcagio
0.1~ 0.1~
|
0 T T T T | 0 T T T T T T |
04 0.3 0.6 0.7 0.8 0.9 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Q Q
(@.1) | ug [max X Q (@.2) | uz [max X
(a) Acoplado

0.4 —

e 0.2+

|u

0.1+

(b) Desacoplado

Figura 5.56: Curvas de ressonancia, modelo acoplado e desacoplado, para F =0.01,
9=90° 1=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada perfeito.
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Como no modelo de Augusti, Figura 5.14(a.1), o acoplamento modal no
modelo de torre estaiada muda o comportamento do diagrama de bifurcacdo da
coordenada u,, Figura 5.56(a.2), pois sua ativacdao faz com que as coordenadas u,
e u,, que eram nulas, interajam com o sistema, Figura 5.56(a.1) para uma pequena

faixa de freqiéncia onde o acoplamento esta presente.

0.2
i — Solugio ultima
— - Nob-sela A
0.16 — ESCAPE — - No-sela B
i Pitchfork - supercritica
— - Duplicaco - supercritica
0.12 —
Fesc 7 N = :
0.08 — N
0.04 — T~
0 ' \ R | '
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
Q
W = O = 0O
(a) Acoplado
(Valores minimos (2 vales) — Fesc = 0.0780 e Fesc = 0.0230)
0.2
0.16 ‘\\
o] N \\ e
Fesc 7 N ST -
0.08 — ST
T . S - — Solucdo ultima
0.04 — T~ — - No-sela A
""u__‘ — - No-sela B
T - - ———— . ___ _Z>~.| - Duplicagdo - supercritica
O T ‘ | | T
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7

(b) Desacoplado
(Valor minimo (vale) — Fese = 0.0806)
Figura 5.57: Mapeamento das bifurcacdes locais na regido de ressonancia fundamental,
modelo acoplado e desacoplado, para ¢=90°, 1=0.7, f=120°e & = & =0.01. Modelo de

torre estaiada perfeito.

As diferencas entre as cargas de escape, F

esc !

do modelo acoplado e do

desacoplado também podem ser compreendidas através dos diagramas de
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bifurcacdo. Uma comparacdo das fronteiras de escape entre o modelo acoplado e o
desacoplado é apresentada na Figura 5.57, através de uma anélise detalhada de
todas as bifurcacbes que ocorrem no entorno da regido da ressonancia

fundamental, considerando ¢ =90°. Como se pode observar, tal como no modelo

de Augusti perfeito, aparece um novo vale associado a outro modo de vibracéo
ndo-linear, o que, novamente, compromete 0 modelo ndo-linear reduzido com um
grau de liberdade nesta regido. A seqliéncia de bifurcacdes que caracteriza o
primeiro vale é caracteristica de um sistema com comportamento softening (modo
ndo-linear similar desacoplado, Figura 4.46), enquanto a sequéncia de bifurcagoes
associada ao segundo vale € caracteristica de um sistema com comportamento
hardening (modo ndo-linear ndo-similar acoplado, Figura 4.48).

Para compreender melhor o efeito do acoplamento modal, apresentam-se na
Figura 5.58 os diagramas de bifurcacdo do modelo acoplado e desacoplado para

o, =0, e ¢=90°.

Duplicagiio - supercritica
Solugho dltima ¢ Escape
0.2 P 0.2
Solugho altima e Escape
P1/

{
Wy 0 Pirchfork - supereritica 20w

X \ PI' = P1" Duplicagio - supereritica

Pitehfork - supercritica

-0.2 P1” -0.2

Duplicagio - supercritica
0.4 T T 0.4

0 0025 0,05 0.075 0.1 0125 0.15 0 0.025 0.03 0.075 0.1 0.125 0.15
F F

(@al)uyxF (a.2)u, xF
(@) Acoplado (Fes: = 0.0544)

Solugio
ultima e

Escape

u: 0
by
L___ P1 T

Duplicagio - supercritica

0 0025 0.03 0.075 0.1 0.125 0.15
[.

(b) Desacoplado (Fes. = 0.1313)
Figura 5.58: Diagramas de bifurca¢édo, modelo acoplado e desacoplado, para Q2 = 0.6546,

9=90°, 1=0.7, f=120°e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada perfeito.
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O caso desacoplado, Figura 5.58(b), mostra uma solucdo periddica de
periodo um, P1, que se torna instavel através de uma bifurcacéo por duplicagéo de
periodo, dando origem a uma solucédo de periodo dois, P2. Ja o sistema acoplado,
Figura 5.58(a), apresenta a solucdo periodica P1, que é semelhante aquela do
sistema desacoplado até o ponto de bifurcagdo pitchfork supercritico, onde surgem
duas solucdes de periodo um, P1’e P1’’, que permanecem estaveis até o escape.
Observa-se que o acoplamento modal muda a seqiiéncia de bifurcacdes, e diminui
drasticamente a carga de escape.

A seguir, compara-se o comportamento do sistema acoplado com o do

desacoplado considerando ¢ =30°, ou seja, no plano das variedades de um dos

pontos de sela e do modo ndo-linear similar acoplado (Capitulos 3 e 4). As
fronteiras de escape para ambos o0s casos sdo apresentadas na Figura 5.59.
Novamente, verifica-se a existéncia de diferencas entre as cargas de escape

obtidas pelos dois modelos em vérias regides.

/\ — =30 Acu]hadu

— =30 - I}cﬁopl:\dn

Fesc

0.25 r -
ST

0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 L1 1.2 1.4

Q

We =0 = 0, e = 209, = 20,

Figura 5.59: Fronteiras de estabilidade (escape), modelo acoplado e desacoplado, para

p=30° 1=0.7, f=120° e & =& =0.01. Modelo de torre estaiada perfeito (valores
minimos — Fes. = 0.0250 (acoplado) e Fes. = 0.0300 (desacoplado)).

E interessante observar, Figura 5.60, a grande diferenca entre as curvas de
ressonancia do caso acoplado e do desacoplado para F =0.02. No caso
desacoplado, Figura 5.60(b), o sistema apresenta apenas a influéncia do modo
similar com comportamento softening. J& na situacdo acoplada, Figura 5.60(a), o

sistema mostra uma forte interagdo modal entre os modos ndo-lineares acoplados,
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modo similar acoplado (softening) e modo n&o-similar (hardening), juntamente

com o modo instavel acoplado associado ao ponto de sela (Figura 4.47).

0.4 0.5 0.6 0.7

(a-l) | up |max XQ

0.6 —

0.5

0.2 -

0.8 0.9 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(a.2) | Uz |ma>< X Q
(a) Acoplado

0.6 —

0.5~

04—

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Q

(b) Desacoplado

Figura 5.60: Curvas de ressonancia, modelo acoplado e desacoplado, para F = 0.02,

p=30° 1=0.7, f=120°e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada perfeito.

A Figura 5.61 mostrauma comparacdo das fronteiras de escape entre o

modelo acoplado e o desacoplado, através de uma andlise detalhada de todas as

bifurcacbes que ocorrem em torno da regido da ressonancia fundamental

(v, = 0, = w,). Observa-se

um comportamento semelhante aquele mostrado na

Figura 5.57, sendo que a justificativa da presenca dos dois vales no caso acoplado

é a mesma daquela situacéo.
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0.2
— Solugéo ultima
N — - No-sela A
0.16 — — - No-sela B
i Pitchfork - supercritica
— - Duplicacdo - supercritica
0.12 — :
Fesc 7 N \\
< o R
0.08 — N N
= N
B ~. N
~ - \\
0.04 — T~ - N
] Tl 7
0 I I \ '
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
Q
Me= 01 =Wy
(a) Acoplado
(Valores minimos (2 vales) — Fes. = 0.0805 e Fes. = 0.0260)
0.2
0.16 — ‘.’\a\-‘ﬁ'it\
0.12 — \ _’___——’____
Fese 7 _’_,——""
0.08 — - \,\— -7 — Solugdo tltima
4= ~. — - No-Sela A
- . — - No-Sela B
0.04 — T~ - — - Duplicagdo - supercritica
0 | | \ '
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
Q
Wea = W1

(b) Desacoplado
(Valor minimo (vale) — Fese = 0.0806)
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Figura 5.61: Mapeamento das bifurcacdes locais na regido de ressonancia fundamental,

modelo acoplado e desacoplado, para ¢=30°, 1=0.7, =120°e & =& =0.01. Modelo de

torre estaiada perfeito.

Os diagramas de bifurcacéo para o, = », e ¢ =30°, apresentados na Figura

5.62, mostram que o modelo acoplado exibe inicialmente uma solugédo de periodo

um, P1, que logo se torna instavel através de uma bifurcacdo pitchfork, dando

origem a duas novas solugdes de periodo um, P1’ e P1’’". Ja 0 modelo desacoplado

exibe inicialmente uma solugdo de periodo um, que se torna instavel atravées de

uma bifurcacgéo por duplicacdo de periodo.
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0 0
| Duplicagiio - supercritica
0.2 0.2
0.1 = Duplicagio - supercritica 0.1+
o | o Solugio altima ¢ Escape
Soluglo vltima ¢ Esc: . -
u; olugdo dltima e Escape uy 1 S Pitchfork - supercritica
0.1 Pitehfork - supercritica <0.1 4
0.2 -0.2
P1" T
.03 - Duplicagho - supercritica 0.3 ~
Duplicagio - supercritica
0.4 - . i . . " . ; } 0.4 ; . - . i . " .
0 0.025 0.03% 0.075 0.1 0.125 0.15 0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15
F F

(@al)uyxF (a.2)u, xF
(a) Acoplado (Fesc = 0.0556)

0.2 P2

Duplicagio - supercritica

Solugio
-0.1 iltima ¢
Escape

0 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15
F

(b) Desacoplado (Fes. = 0.1309)
Figura 5.62: Diagramas de bifurcacdo, modelo acoplado e desacoplado, para Q = 0.6546,

9=30° 1=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada perfeito.

= =
= 0 o 0 u; 0
3 3
0.3 0. 05
1 -1 T 1
1 0.5 ] 0.3 1 1 0.5 [ 0.3 1 1 0.5 o 0% 1
uy Uy Yy
1 1 1
[ 0.3 0%
= 4 =
= 0 o 0 i u; 0
3 3 .
”
0. 0.3 15
1 -1 T 1
1 0.5 ] 0.3 1 1 0.5 [ 0.3 1 1 0.5 o 0.5 1
u; s Uy

(b) F=0.04
Figura 5.63: Secdes das bacias de atracdo nos planos u;xdu,/dt, u,xdu,/dt e u;xus,
modelo acoplado, para Q =0.6546, ¢=30°, 1=0.7, f=120°e & = & =0.01. Modelo de

torre estaiada perfeito.
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Na Figura 5.63 mostram-se as bacias de atracdo para o modelo acoplado na

ressonancia fundamental (@, = @,) para @ =30°, com valores crescentes da

magnitude da carga. Como a bifurcacao nesta situacdo ocorre para uma magnitude
muito pequena, verifica-se que para F =0.01 o sistema j& apresenta duas bacias
referentes as solugdes de periodo um, P1’e P1’’, Figura 5.63(a). Ap6s um pequeno
incremento no carregamento, F =0.04, nota-se uma grande eroséo da bacia de
atracdo destas duas solucgdes, sendo estas constituidas por uma nuvem difusa de
pontos. Neste caso a medida de integridade é praticamente zero.

O comportamento do modelo nas demais direcdes de excitacdo, ¢, para as

quais ndo é possivel se obter modelos desacoplados, é estudado a seguir. Para o

modelo com ¢ =0° observa-se na regido em torno da ressonancia fundamental,

Figura 5.64, a presenca de dois vales ligados a presenca de diferentes modos de
vibracdo ndo-lineares, cada vale caracterizado por diferentes tipos de bifurcagéo.
Como nas Figuras 5.57(a) e 5.61(a), porém de forma mais intensa, essa situacdo
mostra que a sequiéncia de bifurcacBes no primeiro vale mostra uma caracteristica
softening (modos ndo-lineares similares, desacoplado e acoplado), enquanto a
seqliéncia de bifurcacdes no segundo vale apresenta uma caracteristica hardening

(modo néo-linear ndo-similar acoplado).

— Solucéo tltima
— - No-sela A
— - No-sela B
Pitchfork - supercritica
— - Duplicagdo - supercritica
Hopf A
— HopfB

0.65 0.7

We = W) = 0
Figura 5.64: Mapeamento das bifurcacdes locais na regido de ressonancia fundamental,

modelo acoplado, para ¢=0°, 1=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada

perfeito (valores minimos (2 vales) — Fesc = 0.0495 e Fes. = 0.0150).
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5.3.2.
Influéncia da Rigidez Relativa das Molas

Para o modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa
das molas decidiu-se, como no modelo de Augusti, estudar o comportamento do
sistema para valores de o que fagcam com que 0 sistema esteja em ressonancia
interna.

As freqiiéncias naturais sdo mostradas na Tabela 5.5 para a =0.76,
ressonancia interna 1:3, e & =0.82, ressonancia interna 1:2. A Figura 5.65 mostra
as fronteiras de escape para estes dois casos. Observa-se em ambos 0s casos que
as fronteiras de escape sdo bastante complexas, apresentando diversos minimos

locais. Para « =0.76 a regido mais critica ocorre em torno de @, = @, =3w, €
para o =0.82 a regido mais critica ocorre em torno de @, = w, =2m,. Outro

comportamento importante a ser observado € a grande variacdo das curvas com o0
valor da direcdo da excitacdo, ¢, com mudancas notaveis no numero e
localizacdo dos minimos locais.

Na Figura 5.66 apresentam-se as curvas de ressonancia juntamente com as
relagdes freqiiéncia-amplitude dos modos de vibragdo nédo-lineares para « = 0.82
e F =0.01. Para esta regido de ressonancia verifica-se a interacdo modal entre os
modos ndo-lineares acoplados (Figura 4.53) juntamente com o modo instavel
desacoplado (Figura 4.52) gerado pela sela presente na secdo de Poincaré da
Figura 4.50. Este modo instavel gera um pico de solucdes instaveis, Figura 5.66

(plano |u, |,. Q). O inicio do trecho instavel € comandado pelos modos néo-

lineares acoplados.

Tabela 5.5: Frequiéncias naturais para a< 1, 1=0.7 e f=120°. Modelo de torre estaiada

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

Caso Primeira Frequéncia - Q, Segunda Frequéncia - Q,

a=0.76 0.29277 0.87831

a=0.82 0.41404 0.82807
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0.5 =

04 =1

01—

05 =

01 =t

\

02 03 04 0.5 0.6

|"’: =y (= 1/3e,)

0.7 (LR 09 1 LI

0
e = 0 (= 30y)

(a.1) Curvas de escape. Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0100 (¢ = 90°) € Fesc = 0.0200 (¢ = 0°))

|[-J: @y (= 1/2a0,)

(8) a=0.76 (ressonancia interna 1:3)

Q

9 = 0, (= 2e;)

‘-—0.0‘

I p=90"
|[T—p=-3

= 45°

(b.1) Curvas de escape. (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0003 (¢ = 90°) e Fesc = 0.0100 (¢ = 45°))

(b) = 0.82 (ressonancia interna 1:2)
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\y
%
X

(a.2) Direcéo da excitacao

y
>/

X

(b.2) Diregéo da excita¢do

Figura 5.65 Fronteiras de estabilidade (escape) para a< 1, 1=0.7, =120° e £=£=0.01.

Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

[u I |m.m

0.5 -
¢ =45°
0.4 9=90°
03
|
\ I
02— |
II |
1 |
0.1 —
Sl i S e e e L
02 03 04 05 06 07 08 09 1 11

Q

0.5 -

0.4 —

0.3

‘ u |m.m

0.2

0.1 —

p=10°
@=45°

\ @=90°

0 ———

02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1

Q

Figura 5.66: Curvas de ressonancia para F=0.01, «=0.82, 1=0.7, f=120° e £=&=0.01.

Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.
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O entendimento dos vales presentes na Figura 5.65 e a influéncia da direcéo

da excitacdo ¢ podem ser obtidos através de uma analise criteriosa dos diagramas

de bifurcacdo em fungdo do pardmetro da carga F para diferentes valores de Q.
Na Figura 5.67 observam-se os resultados para « = 0.82 na regido de ressonancia
fundamental da segunda freqiiéncia, considerando duas dire¢des de carregamento,

asaber: ¢ =45° e ¢ =90°.

0.15
— Solucdo ultima
| — - No-sela
SRR - - Duplfcag:?o - superanftfca A
Duplicacdo - supercritica B
0.1 H
FESC T \
4 \
0.05 - "~ \
» ~ - % -
- ~ —- - -
0 T T | T
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
Q
We=07 (=201)
() p=45°
(Valor minimo (vale) — Fese = 0.0360)
0.15
— Solugio ultima
| — - No-sela
— - Duplicagdo - supercritica
Duplicagdo - subcritica
0.1
Fese \
0.05 —
0 I T
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
Q

g =0y (=207)
(b) p=90°
(Valor minimo (vale) — Fes. = 0.0003)
Figura 5.67: Mapeamento das bifurcacdes locais na regiao de ressonancia fundamental,

modelo acoplado e desacoplado, para ¢=0.82, A=0.7, f=120°e & =& =0.01. Modelo

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.
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Nota-se que ha varia¢des no cendrio de bifurcacdes que explicam a variacéo
de comportamento com ¢ . Deve-se observar na Figura 5.67(b) que, para ¢ =90°,
h& uma faixa de freqiiéncias onde a carga de escape se reduz praticamente a zero
em virtude de uma bifurcacdo por duplicacdo de periodo subcritica que ocorre
para pequenos valores de F, mostrando ser esta uma situacdo extremamente
perigosa. J& para ¢ = 45°, Figura 5.67(a), tem-se nesta regido uma bifurcacao por
duplicacdo de periodo supercritica, 0 que eleva a capacidade de carga do sistema,
como mostra a Figura 5.68 através do diagrama de bifurcacdo para « =0.82,

¢ =45° ¢ o, = w, (Q=0.82807).

0.3 0.3

0.2 0.2 .
2 olugdo
2 pa 2 Soluga
tltima ¢
. Escape
0.1 Solugio 0.1 I
+ iltima ¢ P2
Escape =

2 . »
Wy 0 - Duplicagio - supercritica L uy 0Pl

Pl

Duplicagio - supereritica

0 0.01 0,02 0oz 0.04 0.05% 0 0.01 002 0.03 0.04 0.05%

Figura 5.68: Diagrama de bifurcacdo para Q= 0.828, p=45°, «=0.82, 1=0.7, f=120° e
& =4&=0.01. Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das
molas (Fesc = 0.0437).

O processo de erosdo da bacia de atracdo para este exemplo é ilustrado na
Figura 5.69 e a variacdo da medida de integridade dindmica LIM, na Figura 5.70.
Verifica-se que a solucdo P1 desaparece subitamente onde nasce a solucdo de
periodo dois, P2, que inicialmente apresenta 0 mesmo nivel de integridade da
solucdo P1. Porém a integridade se reduz de forma quase linear com o aumento da
magnitude do carregamento até atingir o ponto critico que corresponde a completa

erosdo da bacia de atracéo.
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(b) F=0.02
Figura 5.69: Secdes das bacias de atracdo nos planos u;xdu,/dt, u,xdu,/dt e u;xus,
modelo acoplado, para Q= 0.828, p=45°, =0.82, 1=0.7, f=120°e & =& =0.01.

Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

0.2

0.16 —

0.12 —

LIM

0.08 —

0.04 —

P1

P2

\
0.01

| ' \ |
0.02 0.03 0.04 0.05
F

Figura 5.70: Medida de integridade local da bacia de atragdo, LIM, modelo acoplado,
para Q=0.828, p=45°, =0.82, A=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

Estuda-se, agora, a influéncia da rigidez relativa das molas para valores de

a >1. Sdo consideradas duas situacdes, a saber: « =1.18, ressonancia interna

1:2, e a=1.24, ressonancia interna 1:3. As freqiiéncias naturais estdo

apresentadas na Tabela 5.6 e as fronteiras de escape na Figura 5.71. Quando
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a =1.18 tem-se que os menores valores de F,, encontram-se na regido em torno
de w,=3w, e para a=1.24 a situagdo critica ocorre na regido em torno de

o, =40,.

Tabela 5.6: FreqUéncias naturais para > 1, A=0.7 e =120°. Modelo de torre estaiada

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

Caso Primeira Frequéncia - 0, Segunda Frequéncia - Q,
a=118 0.41404 0.82807
a=124 0.29277 0.87831

90

./

45°

02 03 04 ] 0.6 0.7 0.8 0% 1 (W] 12 13 14 1.5 X

de = (= 1/2m;) 0 = 5 (= 2eay)
(a.1) Curvas de escape. (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0300 (¢ = 45°) e Fesc = 0.0100 (¢ = 0°))

(a) a=1.18 (ressonancia interna 1:2)

(a.2) Direcéo da excitacao

e - |

—_— 45t

- @ -30°

TN y
i [ Vo'l [ | 45°
=S - 0
! : _ |
1 L1 2 3 1 $

e =y (= 1/3m,) e = 0, (= 3y)

0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Q

(b.1) Curvas de escape. (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0200 (¢ = 0°) € Fese = 0.0100 (¢ = 0°))

(b) = 1.24 (ressonancia interna 1:3)

(b.2) Direcéo da excitacdo

Figura 5.71: Fronteiras de estabilidade (escape) para a> 1, 1=0.7, f=120° e £=5=0.01.

Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.
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O valor da carga de escape minima depende sensivelmente do valor de ¢,
como mostra a Figura 5.72, onde se apresenta a variacdo da carga de escape em
funcédo de ¢ para trés valores de ¢ (« =0.82,1.0,1.18) nas principais regides de
ressonancias fundamentais. Nota-se que, em ambos o0s casos, a menor carga de
escape, independente do valor de ¢, ocorre para 0 modelo perfeito (a =1.0).
Verifica-se para a ressonancia fundamental, @, =®,, que para « =0.82 o0s
maiores valores de escape estdo na dire¢do do segundo grau de liberdade, pois a
rigidez associada ao segundo grau de liberdade é maior que aquela associada ao
primeiro grau de liberdade. Ja para « =1.18 verifica-se exatamente o contrario,
pois a rigidez associada ao primeiro grau de liberdade é maior. Na ressonancia
fundamental da segunda freqliéncia observa-se que todos os valores de escape se

reduzem, em virtude da ressonancia interna 1:2.

90 270 —— 90

315

0 0

a=1.0
=082
w=118

(a) Ressonéancia fundamental @, = o,

a=1.0
a =082
a=1.18

(b) Ressonéancia fundamental ®. = ®,

Figura 5.72: Variacéo da carga de escape, Fesc, cOM a direcdo da excitagdo, ¢, (gréfico

em coordenadas polares) para A=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

As curvas de ressonancia para « =1.18 e F =0.01, Figura 5.73, mostram

que o sistema sofre uma interacdo modal entre 0 modo similar desacoplado,

softening (Figura 4.56), com os dois modos néo-lineares acoplados (Figura 4.57).
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04 . 0.4 |
o=0° 0=0°
o=30° ¢ =30°
p=45°
0.3 0.3 \ @ =90°
= II
— 02| =02 |
0.1 0.1 —
0 [ e o e L 0 T
02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1

Q Q
Figura 5.73: Curvas de ressonancia para F=0.01, a=1.18, 1=0.7, f=120°e
& =&=0.01. Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das

molas.

Pelas informacdes obtidas nos Capitulos 3 e 4, verifica-se que, para valores
de a >1, o sistema pode ser desacoplado quando ¢ =90° ou ¢ =270°. Assim,
apresenta-se na Figura 5.74 o comportamento acoplado e desacoplado do modelo
considerando a influéncia da rigidez relativa das molas para «=1.18,

considerando ¢ =90°. Observa-se que os dois modelos apresentam praticamente
0 mesmo resultado, exceto em torno de w, = w, =2w,. A diferenca entre os dois

modelos pode ser entendida através dos diferentes cenarios de bifurcacdo
observados na Figura 5.75.

— ¢ = 90° — Acopllado
| P Lia

Fesc

025 — \ ﬁ_ e

N T

| | | I | |
0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 12 1.3 14 L5

o, = oy (= 1/26,) e = 0, (= 20)

Figura 5.74: Fronteiras de estabilidade (escape), modelo acoplado e desacoplado, para
p=90°, a=1.18, 1=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada considerando
a influéncia da rigidez relativa das molas (valores minimos — F.s. = 0.047 (acoplado) e

Fesc = 0.040 (desacoplado)).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0611862/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0611862/CB

237

0.4

— Solugao altima
7 SRR DT —-No6-sela A
3 3 - - No-sela B
03— T y
Duplicagdo - supercritica
— - Duplicagdo - subcritica

Fesc 0.2

0.1 —

0.8 0.825 0.85 0.875 0.9

W=y (=2m1)

(a) Acoplado
(Valor minimo (vale) — Fese = 0.0757)

0.3 — -

Fesc0.2 P T~

- [ Solugdo tltima
01 /’ — - No-sela A
- /| =-Nb-selaB
- — - Duplicacéo - supercritica
e — - Duplicagdo - subcritica

0
I ' \ \ ‘
0.8 0.825 0.85 0.875 0.9

= (=2101)
(b) Desacoplado
(Valor minimo (vale) — Fes. = 0.1413)
Figura 5.75: Mapeamento das bifurcacdes locais na regiao de ressonancia fundamental,
modelo acoplado e desacoplado, para a=1.18, =90°, 1=0.7, f=120°e & = & =0.01.

Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

Na Figura 5.76 comparam-se o0s diagramas de bifurcacdo do modelo

acoplado e desacoplado para o =1.18, ¢=90° e w, =w, (Q=0.82807).

Verifica-se que o modelo acoplado e o desacoplado apresentam o mesmo
comportamento. Inicialmente, apresentam a solucdo de periodo um, P1, que acaba
em uma bifurcacdo por duplicacdo de periodo, dando origem a solugdo P2, que
acaba em outra bifurcacéo por duplicacdo de periodo dando origem a solucéo P1’.

Os resultados mostram a grande influéncia da ressonancia interna no

comportamento do sistema, gerando um forte acoplamento entre estes modos.
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Solugiio

»
P1 ultima ¢

Shlugdo
0 Duplicagio - supercritica iltima e
Ebcape

Ux-0.1

Duplicagiio - supereritica

0 0.05 0.1 0.1%5 0.2 025 0.3 0.3% 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
F F

(a) Acoplado (Fesc = 0.3145) (b) Desacoplado (Fes. = 0.3145)
Figura 5.76: Diagramas de bifurcacdo, modelo acoplado e desacoplado, para

Q=0.82807, p=90°, a=1.18, A=0.7, f=120° e & =& =0.01. Modelo de torre estaiada

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

5.3.3.
Modelo com Imperfeicdo Geométrica

A Figura 5.77 mostra o efeito que a imperfeicdo geométrica causa nas
fronteiras de estabilidade do modelo de torre estaiada. S&o considerados dois
casos, a saber: ¢=1°e y=0°,e ¢=1° e w =90°. As frequéncias naturais para

0S casos em estudo sdo mostradas na Tabela 5.7.

Tabela 5.7: Frequiéncias naturais para 1= 0.7 e f=120°. Modelo de torre estaiada com

imperfeicdo geométrica.

Caso Primeira Frequéncia - Q, Segunda Frequéncia - Q,
p=1°ey=0° 0.609385 0.696765
$p=1° e y=90° 0.612639 0.693936

Nos dois casos as curvas apresentam um comportamento similar aquelas do
modelo perfeito. Em todos 0s casos a regido critica encontra-se no entorno das

ressonancias fundamentais do sistema, ou seja, para @, =®, € o, =®,, COMO

indicado na Figura 5.77, sendo que também se verifica uma situacdo similar na

regiéo das ressonancias principais de ordem dois, @, =2m, € @, =2, .
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Imperfei¢éo
geométrica
N 90°
45°

04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12 1.3 14 1.5 X

B =0,

(a.1) Curvas de escape. (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0200 (¢ = 45°) e Fesc = 0.0100 (¢ = 90°))
(@) g=1°e y=0°

(a.2) Direcéo da excitagao

g =0

Imperfeicao
geométrica

y
45°
o
X

(b.1) Curvas de escape. (Valores minimos (2 vales) —
Fesc = 0.0200 (¢ = 0°) € Fese = 0.0100 (¢ = 45°))
(b) g=1°e w=90°
Figura 5.77: Fronteiras de estabilidade (escape) para 1=0.7, f=120°e & =& =0.01.

(b.2) Direcéo da excitagao

Modelo de torre estaiada com imperfeicdo geométrica.

A variacdo da carga de escape com ¢ e com a imperfeicdo nas regides de
ressonancia o, = @, € @, = w, € apresentada na Figura 5.78. Observa-se que, para
a ressonancia fundamental o, = w,, 0 sistema apresenta uma grande variacdo da
capacidade de carga com ¢ para os dois tipos de imperfeicdo. Ja para a situacao
de ressonancia fundamental @, = ®, observa-se que o sistema apresenta uma

diminuicao dos valores de F

esc !

para todas as imperfeicédo e direcdes da forca de

excitacdo, ¢.
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¢ ¢
180 180
+F +F

25 135
b

II
|
004 008 012 016

270 :—
||
II'\ Fese
315 s
- ~___
0 0
Modelo Perfeito | Modelo Perfeito |
¢=1cy=0° ¢=1cy=0°
$=1"cy=90° $=1"cy=90°
(a) Ressonancia fundamental we = o, (b) Ressonéancia fundamental we = o,

Figura 5.78: Variacdo da carga de escape, Fesc, cOmM a direcdo da excitagdo, ¢, (gréafico
em coordenadas polares) para A=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre estaiada

com imperfeicdo geométrica.

0.3 0.3
p=0° p=0°
(=45 . - =45°
| =90 |
I| |
0.2 - lI 02—
" | .
_E _E
3 s | |
0.1 | j
n T T T | ‘ | |

02 03 04 05 06 07 08 09
Q

Figura 5.79: Curvas de ressonéncia para F =0.005, ¢=1°, y=90°, 1=0.7, f=120°e

& =& =0.01. Modelo de torre estaiada com imperfeicdo geométrica.

Novamente, os valores mais baixos sdo justificados pelos modos de
vibracdo ndo-lineares e da interacdo dos mesmos. Isto é verificado na Figura 5.79,
que apresenta as curvas de ressonancia e as relacfes freqiéncia-amplitude para

¢=1°, w=90° (imperfeicdo somente em uma direcdo) e F =0.005. Observa-se

que nessa situacdo o sistema apresenta a interacdo do modo similar desacoplado
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com comportamento softening (Figura 4.63) e 0 modo n&o-linear acoplado (Figura

4.64).

Para compreender os vales presentes na Figura 5.77, apresentam-se na

Figura 5.80 as bifurcacdes para duas direcGes da forca de excitagdo, ¢ =0° e

@ =90°, nas regides de ressonancia do sistema com ¢ =1° e  =90°.

0.25
— Solucdo ultima
— - No-sela A
0.2 — — - Noé-sela B

:

Pitchfork - supercritica
— - Duplicagéo - supercritica
Hopf A

—Hopr
- .
N\

0 I | [
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
Q
e = O ©e =
(@) p=0°
(Valores minimos (vales) — Fese = 0.0501 € Fes. = 0.0344)
0.25
i — Solucdo ultima
— - No-sela A
0.2 — - Noé-selaB
b Pitchfork - supercritica
0.15 — — - Duplicacdo - supercritica
PGSC 7
0.1 4
0.05 —
0 A I \
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
Q
e = ] e = M)
(b) 9 =90°

(Valores minimos (vales) — Fese = 0.0720 € Feg. = 0.0210)

Figura 5.80: Mapeamento das bifurcacdes locais na regiao de ressonancia fundamental,
modelo acoplado, para ¢=1°, y=90°, 1=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre

estaiada com imperfeicdo geométrica.

Completando este estudo apresenta-se, a seguir, a analise do sistema

considerando ¢ =0° e Q=0.6967 (w, =®,), para a imperfeicdo com ¢=1° e

w =90°. Na Figura 5.81 mostra-se o diagrama de bifurcacdo e verifica-se que o
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sistema apresenta uma solucdo de periodo um, P1, que se torna instavel atraves de
uma bifurcacao pitchfork supercritica. A Figura 5.82 mostra 0 processo de erosao
das bacias de atracdo. Por fim, apresenta-se na Figura 5.83 a variacdo da medida

de integridade local LIM da solugdo P1 com F .

0.25 0.25
02 Solugio 02 Ni=sela A
altima ¢
0.15 Escape 0.15 B
0.1 0.1 Spluga
p oiichiork - supercritica o st o
Pl Pitchfork - supercritica ; ultima e
up (.05 uz (.05 Ekcape
0 — e _.__l._‘“’:‘l'-"_"" supereritica  P1° | 0
e Np-sela A
005 P1” -0.0% L
201 Ni-sela A -1 No-scla A
015 - 0.15
0 0.005 0.01 0013 002 0.025 0.03 0.035 o 0.005 001 0015 002 0.025 0.03 0.035
E F

Figura 5.81: Diagramas de bifurcacdo para Q =0.6967, ¢p=0°, ¢=1°, w=90°, 1=0.7,
B=120°e & =& =0.01. Modelo de torre estaiada com imperfeicdo geométrica
(Fesc=0.0311).

-1 05 [ 0.3 1 -1 05 [ 0.3 1 -1 0.5 0 0.5 1

(a) F = 0.005

(b) F=0.02
Figura 5.82: Secfes das bacias de atragdo nos planos uixdu,/dt, uyxdu,/dt e u;xu,, para
Q=0.6967, p=0°, g=1°, w=90°, 1=0.7, f=120° e & = & =0.01. Modelo de torre

estaiada com imperfeicdo geométrica.
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Figura 5.83: Medida de integridade local da bacia de atracéo, LIM, modelo acoplado,

I
0.01
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\
0.015

\
0.02
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para Q=0.6967, p=45° ¢=1° wy=90° 1=0.7, f=120°e & = & =0.01. Modelo de torre

estaiada com imperfeicdo geométrica.
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