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Analise Dinamica — Vibracgé&o Livre

A andlise dindmica em vibracdo livre permite compreender o
comportamento ndo-linear e a estabilidade global das estruturas aqui analisadas,
fornecendo informacdes fundamentais para o entendimento do comportamento

das mesmas sob vibracéo forcada.

4.1.
Modelo de Augusti

Partindo da expressdo (2.15), considerando que U, =V, =0 e que as

constantes de amortecimento sdo nulas, tém-se as equagbes de movimento, em
termos das coordenadas generalizadas 6, e 6,, que regem o comportamento do

modelo de Augusti em vibracéo livre, a saber:

(6‘1 (—cos? @, cos® 8, +cos* G, cos® 9, +cos® G, cos* 9,)

+ 6, (~cosé,send, cosd,send, + cos® A,sené, cosd,send,
+cosd;send, cos® B,send,) + 6, (—cosf;send, cos* 0,
+cos#,send, cos® 8,) + 6,” (cosf,send, — 2cos B,sené, cos’ b,
—cos® @,sené, + 2cos® 6, cos” G,send, +cos b, cos* 6,send,)

.. 4.1
+0,0,(2cos” 6, cosf,send, —2cos” 6, cos @,sen 492)) (4.12)

2
w
t a0, -4) -0, CosOsent 14— 2c0s% 0,

’ \/1—sen2<91 —sen’d,

—2c0s” @, +cos* g, +cos” 9, + 2cos’ , cos® G, )z 0
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(92 (—cos’ , cos® 8, +cos” , cos® G, + cos” 6, cos* 6,)

+ 6, (~cosé,send, cos 6,send, + cos® G,send, cosd,send,

+cosd,send, cos® 0,send,) + 6,” (—cos* 6, cosb,send,

+cos” 6, cosd,send,) + 6,” (cosf,send, — 2cos? 6, cosb,send,

—cos® 6,send, + 2cos” 6, cos® f,send, +cos* 6, cosd,send,) (4.1b)
+6,0,(2cosfsené, cos® 6, —2cosé,send, cos* 92))

2
- 1
(1-2cos® 4,

2
1) cosd,send
+ _p(02_¢2)_0)p2 22 2 -
A JL-sen?6, —sen?d,

—2c0s” @, +cos* g, +cos” 9, + 2cos” 6, cos’ 6?2): 0

onde se adotam as seguintes varidveis auxiliares: A=P/Pcr,, P=mg,
a=k/k,, kl/mlzza(a)pz/)t), k,/m’=0,/4 e o, =g/l, sendo o, a
freqliéncia natural de um péndulo simples. As equacGes de movimento sdo

adimensionalizadas em funcéo de Pcr, =k, /I .

4.1.1.
Frequéncias Naturais

Para se obter as freqiiéncias naturais do sistema é necessario utilizar como
referéncia a configuracdo de equilibrio estatico do sistema imperfeito (imperfeicdo
geométrica), tomando-se como coordenadas generalizadas os deslocamentos

dinamicos, 6,,. Assim, precisa-se obter a variagdo das parcelas de energia entre a

configuracao estatica e a perturbada. A Figura 4.1 apresenta as configuracdes do
sistema e suas principais variaveis.

Da Figura 4.1 tém-se as relagdes:

Rotacéo estatica > 0., =@, +0s, € O, =@, + 0, (4.2a)

Rotacdo total > &, =¢, + 65, + 6, € 6, =¢, + 05, +6,, (4.2b)

onde 6, e 6, sdo as deformagOes das molas sob carregamento estatico e &, e

65, sdo as deformagdes devidas ao movimento.
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(a) Imperfeicdo geométrica (b) Rotacéao estatica (c) Rotacao total

Figura 4.1: Configuracdes do modelo de Augusti.

Tomando como coordenadas generalizadas os deslocamentos dindmicos 6,

e 0,,, a parcela de energia cinética toma a forma:

T =2 2(02,7 0O (O + 00) + G 005" (0 + 0)

. V) 4.3
4 00,)58N (B + Oo) + O, COS(Ory + 0p)56N Oy +0p)f | 42

.\ (ém cos(b,
C0S? (O, +0p,) +€08° (O, +6p,) —1

st

pois T =1/2mI?(x% + > +22) e Xx=lsen(Guy +0p;), Y =lsen(6, +65,) €

2 =1\/1-5en?(O,gq + 6oy ) —5en? (B4, + 65, ) -

A variacdo da energia potencial total € dada pela diferenca entre a energia
potencial da configuracdo de equilibrio estatico e da configuracdo perturbada.
Assim, com base na Figura 4.1 e observando as expressdes (4.2), tem-se que a
variacdo da energia interna de deformacdo, AU, e a variacdo do potencial

gravitacional das cargas externas, AL, sdo dados por:

AU = k_21((6,51 + ‘9D1 )2 - (‘931)2 )"‘ k_zz((esz + 0D2 )2 - (932 )2) (4-43)

AL, = PI{\/1-sen’d,,, —sen’d,,
=PIl . ? (4.4b)

- \/1_39n2(‘9est1 + 901)_Sen2(‘9est2 + 0D2 ))
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A partir das equagdes ndo-lineares de movimento, expresséo (2.15), em
termos das coordenadas generalizadas 6, e utilizando os dois primeiros termos

das séries de Taylor das equacBes nao-lineares, chega-se ao sistema de equacgdes

de movimento linearizado:

|2 COS Hestl COS 9est2
cos’ 6

est

2 COS gestlsen Hestl C0s eestzsen 9est2 9
D2

Gy, +ml
,+cos* 6., -1 cos’ 4., +cos* 0., —1

send,, cosd.

+k, (65, +6,,)-PI
J1-sen6,, —sen’6,,

2 2 2 2
cos Hestl_sen Hestl + cos eestlsen Hestl (453-)

+ 60,
\/1 Sen 0€5t1 Sen est2 (1 sen eestl sen eestz

Cos eestlsen Hestl Cos eestzsen HestZ

+6y, =0
( 1-sen?d

2
estt — S€N 6est2

2
ml 2 COS eestl COS 9est2 H _+_ ml 2 COS eestlsen eestl COS eeStZSen HeStZ 9
2 D2 D1
cos’é... +cos? 6 cos’ @, +cos’ 6,

estl est2 estl est2

cosd

send st2

+k, (65, +6,,)-PI est2
\/1—sen 0., —sen’f.,

(4.5b)

2 2 2 2
cos® O, —Senb,, N cos” 0,,5en0,,

+6y,

\/1 sen HEStl Sen est2 ( 1-sen eestl SenzeesIZ
‘0, cosd,,send,, cosb,,,senb,, ~0

( 1-sen’d,,, —sen’d.,

Vale destacar que as parcelas das equacdes de movimento (4.5) referentes as
parcelas das equaces de equilibrio estatico sdo nulas, pois se toma como
referéncia a configuracdo de equilibrio do modelo imperfeito. As equacdes de

equilibrio estatico do modelo imperfeito sdo:

o Pl sen(g, + 0, )cos(g, + 65,)
\/1—sen2(¢l +0s,)-sen’(g, +6s,)

=0 (4.6a)
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0., pl| _SeN(@, + 6, )eoslg, + 6,)

=0 4.6b
\/1_S€n2(¢1+951)_3en2(¢2+952) ( )

A partir das equacdes (4.5) e (4.6), chega-se as equagdes de movimento

linearizadas finais, que séo:

aux,,6p, +aux,,0,, +aux, 0y, +aux,, 60y, =0 (4.7a)

aux,,0;, + auxg, 0, + aux,,0p, + aux,,0,, =0 (4.7b)

onde,
2 2
C0S* O, COS“ O,
aux;; =— P 79 1 (4.8a)
COS™ Upgyy +COS™ gy, —
cos’ 0., —sen’d cos” ,.,sen’d
— 2| & _ estl estl estl estl
aux, = o, 7 - - + (4.8b)
\/ 1-35en"0 —SeN“ Oy, (\/1— sen’d,,, —sen’f,, )3
AU — cosd,,send.,, cosd.,send., (4.80)
. cos? @, +C0s? O, —1 '
AUX.. = -2 cosd.,send.,, cosd.,send., .80
41 — p
2 2 '
(\/1—sen 0. —Sen“O,, T
)| 1 cos’ 6, —sen’f., cos’ 0,,.,5en*0.,,
auxs; =w,"| — + (4.8¢e)

A \/1—sen2¢9est1—sen296st2 (\/1—sen20w1—sen249est2)3

Os deslocamentos estaticos, @

1 € O.,, S0 as coordenadas dos pontos de

minimo obtidos na analise estatica para 0 modelo com imperfei¢cdo geométrica. As

parcelas 6, e 6, séo calculadas a partir das expressoes (4.2).
Admitindo como solugcbes para as coordenadas generalizadas
Op; :§Dje"’”'t, tem-se que as frequéncias naturais do modelo de Augusti s&o

dadas, considerando a influéncia da rigidez relativa das molas e a imperfeicao
geométrica, por:
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2

2laux,,* —aux,,

w, = 2){(auxllz —aux,,’ Xauxllaux51

(4.93)
— 2aUX,,aUX,, + aUX,,aux,, )+ (var, )2 }}/2

2

a, = 2
2(aux11 — auX,,

. {(auxll2 —aux,,’ Xauxllaux51
) (4.9b)

— 28UX,,AUX,; + aUX,,aux, ) (var, )2 }/Vz
onde,

var, = aux,,”auXx,,~ — 4aux,,auX,aux,,aux,;, — 2aux,,” auX,auX,,
— 4aUX ,; 8UX,,UX,, AUX,;, + aUX,, “aUX,, +4aux,, aux,,” (4.10)

+4aux,, “aux,, auxs,

A Tabela 4.1 apresenta as freqliéncias naturais e os modos lineares de
vibragdo para o modelo perfeito, para 0 modelo considerando a influéncia da
rigidez relativa das molas e para 0 modelo com imperfeicdo geométrica. Para o
modelo perfeito tém-se duas freqiiéncias naturais iguais, enquanto que no modelo
que considera a influéncia da rigidez relativa das molas as freqiiéncias naturais
séo distintas e dependem do parametro a.. Verifica-se que, para 0 modelo perfeito
e aquele que considera a influéncia da rigidez relativa das molas, o sistema linear
é desacoplado. Para o caso perfeito, a multiplicidade dos autovalores é igual ao
namero de variaveis independentes. Portanto pode-se construir uma base com dois

autovetores unitarios ortogonais coincidindo com 0s eixos X e y, como acontece

também no caso em que se considera o0 modelo com a influéncia da rigidez
relativa das molas (Figura 4.1). Assim, ao vibrar em um dado modo, apenas uma
das molas sofre deformacdo. Quando se tem uma imperfeicdo geométrica e se

ou @

est2

considera @

estl

nulo, ou seja, quando se adota y =0°,90°,180°, 270°,
tem-se que na direcdo da imperfeicdo o modo é desacoplado e na outra direcdo o
modo é acoplado. Para 0 modelo com imperfeicdo geométrica e valores de

diferentes dos citados acima, o sistema apresenta autovetores ortogonais que

formam um dado angulo com os eixos x e y, ocorrendo deformacdo das duas

molas quando a estrutura vibra em um dado modo.
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Tabela 4.1: Frequéncias naturais e modos lineares de vibracdo. Modelo de Augusti.

Modelo de Augusti Frequéncias Naturais Modos
1 % 1]
o =, 7 2> 0]
Perfeito o
Y
W, =0, —— > 1]
Considerando a 1 V2 0]
_ o o =0, —— > 1
influéncia da A L]
rigidez relativa das a V2 1]
W, =0, —- >
molas A LV
5 1
Expressdo (4.9b) > q
Imperfeico MOy,
Geomeétrica 1
Expresséo (4.9a) =
p (4.92) | mod,,
onde
mod,, = —(auxllzaux51 — 2aUX,,aUX,,AUX,; — AUX,; “UX,, + aUX,;+/ Var,
+ 2aUX,, aUX, )/ (aux31aux11aux51 + aUXz,aUX,,aUX,; + auXy, 4/ Var, (4.118)
2
— 2auX,,aux;, )
mod,, = —(— aUX,, “aUXg, + 2aUX,,aUX ,;aUX,, + aUX,,-aUX,, +aux,,~/Vvar,
— 2aux,,aux,,” )/ (— aUX4;aUX,, aUXs, — aUXg,8UX,, aUX,; + 8UX,, 4/ Var, (4.11b)

+2aUX, aux,,’ )

Considerando 6, =6,,, =0 e a=1 em (4.9), ttm-se as frequéncias
naturais do modelo perfeito, que sdo iguais, pois k, =k,=k e
Pcr, = Pcr, = Pcr =k /1. Tem-se, portanto, uma ressonancia interna 1:1.

Quando se considera a influéncia da rigidez relativa das molas,
0,

e

w=0, =0 e a=1, verifica-se que o0 sistema passa apresentar duas

freqliéncias naturais distintas. Uma das freqgtiéncias (a maior) passa a depender
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diretamente de «, relacdo entre as constantes das molas, e a outra se mantém
constante e igual a freqiiéncia do modelo perfeito. A variacdo da maior freqiiéncia
com « € apresenta na Figura 4.2. Observa-se que as duas frequéncias se

distanciam gradativamente com o aumento de « .

(=]

Modelo Perfeite
Modelo Imperfeito

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0,/ 0,

Figura 4.2: Variacdo da maior freqiiéncia natural com o parametro de rigidez «, para

A=0.9. Modelo de Augusti considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.

[

) z
g E
ol 15— 2 15
= =
1 1
Modelo Perfeito i Modelo Perfeito
=00 = 90" = 0% =907
05— w=150= 750 05+ y=15°=75°
- 1y = 30° = 60° -y =30°=60°
y=45° w=45°
0 '—I- | T | T | T U T | T T T | T T T
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6
@y (r)p @/ (")p
(a) Primeira frequéncia (b) Segunda frequiéncia

Figura 4.3: Variacdo das freqiéncias naturais com os parametros we ¢, para A=0.9.

Modelo de Augusti com imperfeicdo geométrica.

Ao se considerar uma imperfei¢do geométrica inicial, 6.,,,6,,, #0 e a =1,

verifica-se que o0 sistema apresenta duas freqliéncias naturais distintas e
dependentes diretamente da imperfeicdo. A Figura 4.3 mostra a variagcdo das

freqiiéncias naturais do modelo imperfeito com a magnitude da imperfeicédo
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(inclinagdo da coluna), ¢, e sua direcdo, y . Observa-se que uma das frequéncias
(expressdo (4.9a)) torna-se maior que a freqliéncia do sistema perfeito a medida
que ¢ cresce e que a maior variagdo ocorre para y =45°, Figura 4.3(b). Ja a
outra freqiiéncia (expressao (4.9b)) é sempre menor que a freqiiéncia do modelo
perfeito, porém com uma variacdo mais acentuada em relacdo a primeira para um

dado valor de y, Figura 4.3(a).

4.1.2.
Principio da Conservacdo de Energia

Adimensionalizando as expressdes da energia cinética (2.9) e da energia
potencial total (2.12), tem-se:

T= # = %(912 cos? 6, +6,” cos? 6,
(6, cosO,send, + 6, cosB,send), | (4.12a)
+
cos’ 6, +cos” @, —1
\T:L:law_pz(g _¢)2+la)_pz(9 4 )2
m? 2° 4 Vo2t (4.12b)

~,’ (\/1— sen’¢, —sen’g, —/1—sen’d, —sen’6), )
Assim a funcdo de Lagrange ou Lagrangiano adimensional € dada por:

L(6.6, ):T_—\T = %(9'12 cos® 0, +6,” cos? 6,

(91 cosésené, + 6, cosd,sené, )2 1 o, 2
+ 2 2 —La (01 _¢1)
cos® g, +cos” 6, -1 2 A (4.13)
2
10
_ETp(ez _¢2)2 +

a)pz(\/l—senz(/ﬁl —sen’g, —/1-sen’4, —senzez)

onde 6, sdo as coordenadas generalizadas, 6, as velocidades generalizadas,

L6, = p,, as forgas generalizadas e 6L/d6, = p, as quantidades de movimento

generalizadas.
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O sistema de equacOes de Lagrange (4.1) é equivalente ao sistema de 2n

equacOes de primeira ordem, conhecidas como equag6es de Hamilton, a saber:

oH oM

= O

, o i=12 (4.14)

onde H é o Hamiltoniano, que, com base na dupla transformacéo de Legendre,

pode ser escrito como
H=pé +pb,-L (4.15)

Assim, para 0 modelo de Augusti, obtém-se:

sené@;send, N 0 sené@;sené,
‘cosf,cosd, ) " "?cosd,cosd,

2 2
1 send,send. send,send.
—=4| pp—p,——F—*%| cos®6,+| p,—-p,————*= | cos*,
2 cosd, cos b, cos 4, cos b,

H = pl[pZ_p

[ send,send,
,— p, 2enésent,

| cosd;send,
cos 4, cos b,

(4.16)

2
senég;send, 2 2
+| p,—p, — 72 |cosH,send cos® g, +cos“ 6, -1
P =P, coschosezj 2 2}/( ' =

—a)pz(\/l—sen2¢l —sen’g, —/1-sen’d, —sen’6), )

Esta expressdo mostra a equivaléncia das equagdes de Lagrange e Hamilton
(Arnold, 1989). Para um sistema mecanico onde o Lagrangiano é dado pela
equacdo (4.13), e T ¢é uma funcdo quadratica das velocidades generalizadas, o
Hamiltoniano, H , é a energia total do sistema, isto é, H = 2T —(T -V )=T +V .

Se o sistema mecanico é um sistema conservativo, isto é, se todas as forcas
generalizadas sdo obtidas pela derivacdo de uma funcdo potencial que é uma
funcdo das coordenadas generalizadas e ndo apenas uma funcdo explicita do
tempo, entdo a energia total do sistema é constante.
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Partindo dessas definicdes, tem-se que o principio da conservacdo de

energia é dado por:
T(6.6)+V(6)=C (4.17)

Tomando-se a constante C igual a energia associada aos pontos de sela que
se encontram na fronteira do vale potencial, obtém-se a solugdo analitica da
superficie que define a fronteira da regido de estabilidade da posicao de equilibrio
pré-critica no espaco de fase. O hipervolume de quatro dimensdes delimitado por
esta superficie é denominado “bacia de atragdo conservativa”. Este hipervolume
decresce em todos os planos com o aumento da carga e torna-se nulo quando a
carga atinge o valor critico. Qualquer conjunto de condicdes iniciais no interior
desta superficie leva o sistema a uma reposta oscilatéria ndo amortecida em torno
do ponto fixo estavel (solucdo pré-critica), sendo, portanto, estavel no sentido de
Liapunov. Esta superficie define as amplitudes méximas de vibracdo dos
deslocamentos e das velocidades que o sistema pode suporta sem que a resposta
divirja para o infinito.

Na impossibilidade de se visualizar a geometria desta regido de quatro

dimensOes, apresentam-se na Figura 4.4 secbes em 3D (6, x6,xdg, /dt),
considerando 4 =0.9 e w, =1.0/s. A Figura 4.5 apresenta outras se¢des em 3D.

A bacia de atracdo conservativa do modelo perfeito, Figura 4.4(a), mostra a
superficie conservativa claramente delimitada pelos quatro pontos de sela.
Verifica-se nesta regido a presenca de varias simetrias. Alterando a rigidez
relativa das molas, a =1.15, tem-se uma quebra da simetria entre as coordenadas
generalizadas, porém a bacia segura continua sendo delimitada por quatros pontos
de sela, Figura 4.4(b). A introducdo da imperfeicdo geométrica no sistema
provoca diversos efeitos em seu comportamento. Verifica-se que a regido segura
diminui consideravelmente, reduzindo significativamente o conjunto de condi¢6es
iniciais que levam o sistema a oscilar no entorno do ponto fixo estavel, solucao
pré-critica. Outro efeito marcante € a alteracdo das conexdes entre 0s pontos de

sela. Quando y = 0°,90°,180°,270° e ¢ = 0, a regido segura passa a ser delimitada
por dois pontos de sela. Quando y = 0°,90°,180°,270° e ¢ =0 (ver Figura 4.4(d)

para v = 45° e ¢ =1°), a bacia segura é delimitada por um Gnico ponto de sela.
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(2) Model o (b) Modelo considerando a influéncia da
a) Modelo perfeito
rigidez relativa das molas a=1.15

06
0o M

L]
0.2
46 06 04

thetal
(c) Modelo com imperfeicao geométrica (d) Modelo com imperfeicdo geométrica
w=0°e ¢=1° w=45°e ¢g=1°
Figura 4.4: Sec¢bes das bacias de atragdo conservativas em 3D (&,x6; xd6,/dt), para

4=0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti.

thetal L]

027, M dthetal 027, U dihetat
_ (b) Modelo com imperfeicdo geométrica
(a) Modelo perfeito
w=0°e ¢g=1°
Figura 4.5: Secdes das bacias de atracdo conservativas em 3D (d6,/dtxd &/dt x4,), para

1=0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti.
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Varias se¢cOes em 2D considerando 4=0.9 e @, =1.0/s sdo apresentadas

na Figura 4.6. Observa-se claramente o decréscimo sensivel da regido segura com

o tipo e nivel das imperfei¢des iniciais.

™ 03
4 — “1.
[
|
Heda? 0.4 ——i
y i |
/"l.z
o8 46 04 4.:\ ~® 0z 7 o4 [3 08 46
\ etal
42
.
~——
a4 i
S
-

(a) Plano 6,x6,

03y

A6 03

ey a1

(c) Plano &xd&/dt (d) Plano dé,/dtxd &/dt

Modelo de Augusti perfeito

Modelo de Augusti considerando a influéncia da rigidez relativa das molas - a=1.15
Modelo de Augusti com imperfeicdo geométrica -w=0"ed=1°

Modelo de Augusti com imperfeicio geométrica -w=45"e s =1°

Figura 4.6: Se¢des das bacias de atragéo conservativas em 2D, para 4= 0.9 e @, = 1.0/s.

Modelo de Augusti.
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4.1.3.
Variedades Invariantes dos Pontos de Sela

As fronteiras de estabilidade s&o definidas pelas variedades invariantes dos
pontos de sela com menor nivel de energia, ou seja, pelos autovalores e
autovetores associados a cada ponto de sela que delimita a bacia de atracdo
conservativa.

O tragado das variedades invariantes é possivel através da identificacdo dos
pontos fixos instaveis no espaco fase. O ponto fixo instavel é denominado ponto
de sela e as duas curvas que o interceptam sdo as chamada variedades invariantes,
estaveis e instaveis. A variedade estavel fornece a fronteira das bacias de atracdo e

a variedade instavel fornece o caminho até o ponto atrator, no caso de sistema

amortecido.
1= 1 0.2 —
0.5 ) \ ,—X 0.1
-\.‘_ = _r.-'l.
0, o0 3 — 0 ¥ ¥
'\\ 3 x'}
\ ]
0.5 A R -0.1 - b _//
1 0.2
-1 -0.5 1] 0.3 1 -1 -0.5 1] 0.5 |
0, 0,
(a) Plano 6:x6 (b) Plano éxdé,/dt
02— 1 02—
0.1 — 0.1 -
a5 .r"l. -
é. 0 !{ _;“ é' 0-
\ 'f A
0.1 N 7 01 /// 9
0.2 0.2
-1 -0.5 1] 0.5 | -0.2 -0.1 ] 0.1 0.2
0, do, / dt
(c) Plano &xd6&/dt (d) Plano dé/dtxd &/dt

Figura 4.7: Projecdes das variedades invariantes dos pontos de sela, para

4=0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti perfeito.
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Partindo das coordenadas dos pontos de sela do modelo perfeito e utilizando
o critério dindmico de estabilidade, obtém-se seus respectivos autovalores e
autovetores. A Figura 4.7 mostra projecGes em diversos planos das variedades
invariantes de cada ponto de sela para o0 modelo perfeito considerando 2 =0.9 e

w, =1.0/s.

Observa-se nessas figuras que as variedades invariantes apresentam
variagOes lineares no plano dos deslocamentos e no plano das velocidades.
Observam-se dois conjuntos independentes de variedades contidos em planos
simétricos a 45° e —45° do eixo 6,. Os pontos de sela localizados ao longo dos
eixos a 45° e —45° do eixo 6, sdo conectados por Orbitas heteroclinicas. Um
ponto é dito heteroclinico se ele esta na variedade instavel de um ponto de sela e
essa variedade é tangente a variedade estavel de outro ponto de sela. A oOrbita
percorrida pelo ponto heteroclinico conecta dois pontos de sela e é denominada
orbita heteroclinica.

Tomando as coordenadas do primeiro ponto de sela do sistema perfeito
(aquele que possui os deslocamentos &, e €, positivos) com uma pequena
perturbacdo na direcdo do autovetor que define a variedade instavel como
condicdo inicial e integrando as equacdes de movimento, obtém-se a resposta do
sistema no dominio do tempo, Figura 4.8. Verifica-se, pela Figura 4.8(a), que as
oscilages se restringem ao plano das variedades dos pontos de selas.

0.5 0.1 / \
1 / LY

/ A
/ Y
4

".\. ;_-’

0.5 — 0.1 \/

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
0, 0,

do, /dt

(a) Plano 6:x6 (b) Plano éxdé,/dt
Figura 4.8: Projecdes em planos de fase da reposta no tempo do primeiro ponto sela

perturbado, para 4= 0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti perfeito.
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Considerando a influéncia da rigidez relativa das molas (¢ =1.15, 2 =0.9
e o, =1.0/s) verifica-se a quebra de simetria do sistema, isso faz com que as
variedades ndo mais figuem contidas em um plano, como mostra a Figura 4.9(a), e
a resposta no tempo obtida impondo-se uma pequena perturbacdo a um dos pontos

de sela mostra um comportamento extremamente complexo, como mostra a
Figura 4.9(b).

0.5 Al N W AT B 0.5

-1 -5 L] 0.5 1 -1 -5 L] 0.5 1
0, 0,

(a) Variedades invariantes (b) Resposta no tempo
Figura 4.9: Projecdes das variedades invariantes e da reposta no tempo no plano é,xé,,
para a=1.15, 1= 0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti considerando a influéncia da rigidez

relativa das molas.

0.5 0.5

-1 -5 L] 0.5 1 -1 -5 L] 0.5 1
0, 0,

(a) Variedades invariantes (b) Resposta no tempo
Figura 4.10: Projec¢Oes das variedades invariantes e da reposta no tempo no plano é,x6;,

para y=0° ¢=1° 1=0.9 e m, = 1.0/s. Modelo de Augusti com imperfeicdo geométrica.

O mesmo se observa quando se considera o efeito de uma imperfeicéo

geométrica inicial. Mostram-se na Figura 4.10(a) as variedades dos dois pontos de
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sela que definem a bacia de atracdo conservativa para  =0° e ¢ =1°. Na Figura

4.10(b) verifica-se que as oscilacbes provenientes de uma pequena perturbacéo
dada a um ponto de sela desenvolvem-se na regido do espaco definida pelas
variedades.

Na Figura 4.11 mostra-se 0 comportamento das variedades invariantes para
0 sistema considerando uma imperfeicdo geométrica inicial com y =45° e
¢ =1°. Observa-se, como mostrado na Figura 4.6(a), que nesse caso apenas um
ponto de sela delimita a bacia conservativa através de suas variedades. Verifica-se
que as variedades apresentam uma variacgao linear no plano dos deslocamentos e
das velocidades e que a orbita definida pelas variedades é homoclinica. Uma
Orbita é dita homoclinica quando uma variedade instavel que parte de um ponto de

sela coincide com a variedade estavel neste ponto, formando uma érbita fechada.

0.5 ; 0.5

X
4
/
B, 0 B, 0 /
0.5 0.5
1 T 1
-1 -5 L] 0.5 1 -1 -5 L] 0.5 1
0, 0,
(a) Variedades - plano 6,x6 (b) Resposta no tempo - plano 6,x6
0.2 — 1 0.2 —
0.1 - 0.1
/ .'/’ ""'\\
= N\ = f N\
= 0 }‘_. g f
= !N \\ '/
0.1 - -0.1 —
0.2 T 0.2
-1 -0.5 0 Q0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
0, 6,
(c) Variedades - plano &, xd&,/dt (d) Resposta no tempo - plano o g, xdé,/dt

Figura 4.11: Projecdes das variedades invariantes e da reposta no tempo, para = 45°,

¢=1° 1=0.9 e w, = 1.0/s. Modelo de Augusti com imperfei¢céo geométrica.
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4.1.4.
Modos Néao-Lineares de Vibracao

O teorema da superposicdo é a pedra fundamental da teoria de sistemas
lineares (Boivin et al., 1995). Este teorema permite a analise modal em sistemas
dindmicos lineares com base no conceito de modos lineares de vibracdo. Em
contrapartida, é precisamente esta forma de recombinagdo das coordenadas
modais que falta para os sistemas dindmicos ndo-lineares. Conseqlientemente,
uma superposicdo das repostas modais individuais ndo pode ser feita para um
sistema estrutural ndo-linear.

Em sistemas lineares, pelo principio de superposi¢do, um modelo dindmico
em larga escala pode ser reduzido a um modelo de menor dimensdo, representado
pelos modos de vibragdo dominantes, utilizando as ferramentas usuais da analise
modal, pois os modos sdo dinamicamente independentes. Porém, para sistemas
ndo-lineares, estas ferramentas ndo sdo diretamente aplicaveis e deve-se usar outra
forma para compreender e analisar a dindmica dos sistemas nao-lineares.

O conceito apresentado por Rosenberg (1961) de modos nado-lineares é
considerado como uma extensdo dos modos lineares, e tem se tornado uma
ferramenta (til na analise de vibracdes ndo-lineares. De acordo com Rosenberg, 0s
modos ndo-lineares s&o0 movimentos sincronos que apresentam uma relagdo bem
definida entre as coordenadas generalizadas, isto €, todas as coordenadas
generalizadas executam movimentos de mesmo periodo, passando pela posicéo de
equilibrio e alcancando seus deslocamentos maximos simultaneamente. Esses
conceitos séo formalizados segundo as definigoes:

Definigédo 1 (Rosenberg 1962, 1966)

Um sistema conservativo autbnomo discreto de n graus de liberdade

descrito por um conjunto de equacdes na forma

onde x, representa os deslocamentos medidos a partir de um estado de
equilibrio, e as fungdes ndo-lineares f, sdo as forcas que agem sobre o sistema,

esta oscilando em um modo, se ele esta vibrando em unissono, ou seja:
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1) O movimento de todas as coordenadas € periddico e de mesmo periodo,

isto é:

() =x@t+T), i=12..,n. (4.19)

onde o periodo T € uma constante;

2) Existe um tempo t =t, em que todas as massas passam pela posi¢éo de

equilibrio, ou seja:

X (t,)=x, i=12..,n (4.20)

3) Todas as coordenadas alcancam seus valores extremos no mesmo

instante de tempo, ou seja, existe um tempo t=t #t, no qual todas as

velocidades tornam-se nulas, isto é:

%(t)=0, i=12,..,n (4.21)

4) Para um re[lL2,..,n] fixo, em qualquer instante de tempo as

coordenadas do sistema devem ser relacionadas por equacdes funcionais da

forma:

X =P(x), i=12..,n i=r (4.22)

onde P, é chamado de fun¢o modal para o modo ndo-linear r.

Sendo assim, em um modo, as oscilacGes de todas as coordenadas podem
ser parametrizadas por uma Unica coordenada, ja que, segundo o conceito de
Rosenberg (1962), (a) todas elas executam movimentos periddicos (ndo
necessariamente harmoénico) com o mesmo periodo; (b) todas elas passam por
suas posicBes de equilibrio estatico ao mesmo tempo, e (c) todas elas atingem seus
deslocamentos maximos ao mesmo tempo. Assim, a possibilidade de definir as
posicdes de todas as massas por meio de qualquer uma delas permite uma reducéo

de ordem muito eficiente para o problema como um todo.
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O modo linear pode ser, por essa definicdo, visto como um caso particular
do modo né&o-linear, onde as fungdes modais na expressdo (4.22) sdo fungdes
lineares.

Rosenberg também define dois tipos de modos nédo-lineares, similar e ndo-

similar:

Definicdo 2 (Rosenberg 1962, 1966)

Se as linhas modais correspondentes ao modo néo-linear forem retas tem-se

que o modo é similar. No caso geral onde as linhas modais sdo curvas, o modo é
ndo-similar.

Portanto, quando um sistema se movimenta em um modo similar, esse
movimento ocorre ao longo de uma linha reta passando pela posi¢éo de equilibrio
no espago n-dimensional do sistema, ao passo que 0 movimento ndo-similar
ocorre ao longo de uma curva no mesmo espaco.

O movimento do modo similar que ocorre em um sistema em vibragéo livre

pode ser matematicamente reescrito como:

X, =C,X,, 1=12,..,ni#r;c, =1 (4.23)

i ir r

sendo que essas relagdes lineares devem ser satisfeitas pelas coordenadas x, para
todos os tempos, onde ¢, sdo n—1 quantidades escalares desconhecidas. Tem-se,

ainda que as equac0es (4.23) caracterizam um autovetor que define a forma planar
das variedades (manifold) invariantes. O modo linear é um caso particular de
modo similar.

Esse conceito original de modos nao-lineares foi modificado nos ultimos
anos. Shaw e Pierre (1991) propuseram uma definicdo dos modos néo-lineares, na
qual ndo somente os deslocamentos generalizados, mas também as velocidades
devem ser consideradas. De acordo com eles um modo ndo-linear é um
movimento em vibragdo livre que se realiza em uma variedade bidimensional
invariante inserida no espaco de fase do sistema. Como as variedades sdo
invariantes, isso significa que, se as condicBes iniciais estdo em uma dessas
variedades, 0 movimento correspondente permanece nesta variedade. A vantagem

dessa definicdo € que ela incorpora a definicdo de Rosenberg como um caso
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particular e é apropriada para sistemas conservativos e ndo-conservativos.
Formalmente estes conceitos podem ser expressos por:
Definicdo 3 (Shaw e Pierre, 1994)

Uma variedade invariante de um sistema dinamico é um subconjunto S do

espaco de fase, tal que se um conjunto de condicdes iniciais for dado em S, a
solugdo permanece em S ao longo de todo o tempo.

De acordo com a definicdo 3, a variedade invariante de um modo nao-linear
é uma superficie bidimensional no espaco de fase do sistema. Esta variedade deve
conter o ponto de equilibrio e ser tangente ao correspondente auto-espaco do
sistema linearizado (Jiang et al., 2005). Nessa formula¢do um par de coordenadas,
deslocamento-velocidade, é escolhido como coordenadas governantes,
caracterizando 0 movimento modal ndo-linear individual que ocorre em tal
variedade. Assim todos os graus de liberdade restantes sdo descritos como
coordenadas dependentes, compostas da mesma forma por pares de coordenadas,
deslocamento-velocidade. Estes conceitos podem ser reescritos formalmente pela
definicdo:

Definicéo 4 (Shaw e Pierre, 1994, e Shaw et al., 1999)

Um modo para um sistema ndo-linear € um movimento que ocorre em uma

variedade bidimensional invariante no espacgo de fase do sistema. Esta variedade
passa através do ponto de equilibrio estavel de interesse e, nesse ponto, é
tangente ao auto-espago bidimensional do sistema linearizado. Nesta variedade,
o0 sistema dinamico é governado por uma equacdo de movimento envolvendo um
par de variaveis de estado, ou seja, comporta-se como um sistema de um grau de
liberdade.

Uma forma eficiente de se determinar numericamente a existéncia dos
modos ndo-lineares sdo os mapas de Poincaré. Segundo Vakakis (1991), a
aplicacdo dos mapas de Poincaré para o estudo da dinamica ndo amortecida de
sistemas discretos foi apresentada inicialmente por Month (1979, 1980). Nessas
referéncias, técnicas de aproximacdo dos mapas de Poincaré sdo apresentadas.
Aplicando tais técnicas, pode-se determinar analiticamente o fluxo global do
sistema dinamico suficientemente préximo ao modo, e assim obter-se uma
descricdo completa e mais detalhada dos modos nédo-lineares e de sua estabilidade.

Os resultados nas secOes anteriores mostram que a energia potencial nao-

linear dos modelos aqui analisados é altamente distorcida quando comparada com
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a do sistema linearizado. Assim o nivel de energia, associado a um dado conjunto
de condicdes iniciais tem uma notavel influéncia nas vibracdes do sistema
perturbado. Na expressdo (4.17) pode-se observar que no ponto de equilibrio
estavel a energia total é nula. Quando o nivel de energia aumenta e aproxima-se
do relativo aos pontos de sela associados a fronteira de escape, a complexidade da
vibracdo livre do sistema aumenta consideravelmente.

Fixando a energia total do sistema, pode-se restringir o fluxo do sistema
dindmico a uma fronteira tridimensional isoenergética. 1sso é obtido quando se
fixa H =h, expressdo (4.17), onde h é um nivel de energia adotado. Se a
fronteira tridimensional isoenergético, é cortada por um plano bidimensional (2D)
e se o fluxo é transversal a este plano (Guckenheimer e Holmes, 1984; Vakakis,

1991), a secdo transversal resultante z é bidimensional e define o mapa de
Poincaré.

Para compreender o comportamento do sistema, foram escolhidos dois
planos para representar os mapas de Poincaré, a saber: ¢, xd@g,/dt e 6, xdé, /dt.
Para obter tais mapas de Poincaré tem-se que o0s respectivos planos de corte e as

respectivas secOes de Poincaré, z , séo definidas por:

M=1{0,=0} > Y =16,=0,6,>0}n{H =h} (4.240)

m={6,=0} > Y =16=0,6,>0~{H =h} (4.24b)

A restricdo quanto ao sinal da velocidade, 6, em (4.24a) e 6, em (4.24b), se

deve ao fato de que o mapa de Poincaré deve preservar a sua orientacao
(Guckenheimer & Holmes, 1984; Vakakis, 1991).

4.1.4.1.
Modelo Perfeito

Considerando o modelo perfeito, w=¢=0° e «a=1, e usando as
expressoes (4.12) e (4.17), para avaliar H = h, tem-se que as condicdes iniciais de
0, e 6,, correspondentes aos pares iniciais (6,,6,) e (6,,6,), sio dadas,

respectivamente, por:
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2 %

0, = J_r(— 6, —wT"le +2a,°(1-cos6, )+ Zh} (4.259)
() 2 %

6, = i[— 6, —Tpej +2m," (1-cosb, )+ Zh} (4.25D)

onde somente as velocidades positivas sdo consideradas.

A regido ocupada pela secdo de Poincaré nos planos em estudo

(6,xd6,/dt e 6,xd6, /dt) é definida pelo conjunto de pontos para os quais 6, e

6, sejam positivos. Os limites destas regides sio obtidos pela condigdo de que o

radicando em (4.25) seja nulo, o que leva a:

2

h :%912 %pr@lz ~w,*(1-cos6,) (4.26a)
2
h :%9; +%w7"922 ~ 0, (1-cos8,) (4.26b)

A dindmica dentro destas regides € obtida pela integragdo das equacdes (4.1)

para as condigdes iniciais de (6,,6,) que satisfacam as restricdes em 6, e 6,, e

para as condicdes iniciais de (6,,6,) que satisfacam as restricbes em 6, e 6,.

A vibragdo livre de um sistema correspondente a um modo é um movimento
periodico e, portanto, a secdo de Poincaré de um modo é um Unico ponto e sua
estabilidade pode ser determinada examinando-se as trajetdrias correspondentes as
condigdes iniciais na vizinhanga do ponto. Se o ponto correspondente a um modo
aparece como um centro, rodeado de curvas fechadas, o modo é orbitalmente
estavel. Ao contrario, se 0 ponto aparenta ser uma sela, entdo o modo é
orbitalmente instdvel. Uma curva fechada representa a intersecdo de um toro
invariante com a secao de Poincaré.

Na Figura 4.12 apresentam-se as secdes de Poincaré para um nivel de
energia igual a 5% da energia dos pontos de sela (baixo), 50% da energia dos
pontos de sela (médio) e para o nivel de energia dos pontos de sela (alto, valor

extremo), considerando 2=0.9 e w, =1.0/s.
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(c.1) Plano d1xd@a,/dt

(c.2) Plano &xd6&/dt

(c) Energia do ponto de sela

Figura 4.12: Secbes de Poincaré para o, = @, = 1/3, 1= 0.9 e @}, = 1.0/s. Modelo de

Augusti perfeito.
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E interessante observar como a regido onde a dindmica esta confinada,

Figura 4.12, coincide com as secOes bidimensionais da regido segura pré-

flambagem, Figura 4.6. Para maiores magnitudes de h, a resposta associada a

qualquer conjunto néo trivial de condigdes iniciais diverge para o infinito.

0.4 —

02—

-0.4
-0.4

0.4 —

-0.4

-0.2 0
B,

(a.1) Plano fase

0 o

0.4

(a.2) Resposta no tempo
(a) Ponto PO1

0 o

-0.4

-0.2 0
0,

(b.1) Plano fase

0.4

(b.2) Resposta no tempo
(b) Ponto P02

Figura 4.13: Comportamento no dominio do tempo dos pontos P01 e P02, para

o=, =1/3, 7= 0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti perfeito.

Quando o nivel de energia € nulo as segdes de Poincaré nos planos

6, xdg, /dt e 8,xd@, /dt se reduzem a um ponto. O ponto (0.0, 0.0) na secéo de

Poincaré 6, xd@,/dt representa o modo de vibragéo linear desacoplado no plano
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6,xd@,/dt e o ponto (0.0, 0.0) na se¢do de Poincaré 6, xd@, /dt representa o
modo de vibragdo linear desacoplado no plano 6, xdg, /dt.

Para niveis de energia baixos e médios verifica-se a existéncia de

movimentos quase-periddicos representados pelas curvas fechadas em torno da
origem, pontos P01 (8, =6,=0) e P02 (6, =0, =0), respectivamente Figuras
4.12(a) e 4.12(b), que, correspondem aos modos de vibracdo né&o-lineares

desacoplados, respectivamente, no plano &, xdé, / dt, Figura 4.13(a), e no plano
6, xd@, /dt, Figura 4.13(b), que emergem naturalmente dos modos lineares.

Contudo, verifica-se para niveis baixos e médios de energia o surgimento de
duas selas e dois novos centros, que correspondem a quatro novos modos de
vibracdo, dois instaveis e dois estaveis. Os dois modos estaveis (pontos P11 e P21
— Figura 4.12(b.1), e pontos P12 e P22 — Figura 4.12(b.2)) correspondem aos
modos ndo-lineares que surgem do acoplamento modal, com o sistema vibrando

com 6, e 6, em fase (P11 e P12) e com 6, e 6, fora de fase (pontos P21 e P22),

como se pode verificar na Figura 4.14. Ja as selas (pontos PS11 e PS21 — Figura
4.12(b.1), e PS12 e PS22 - Figura 4.12(b.2)) representam os dois modos
acoplados de vibracdo instaveis que dividem os centros presentes nas se¢des de

Poincaré. A nomenclatura Pij denota o ponto i da se¢do em ;. Em virtude da

simetria do modelo de Augusti perfeito, os modos nao-lineares aparecem sempre
aos pares e representam o mesmo tipo de oscilagéo.

O terceiro nivel de energia corresponde ao nivel de energia dos quatro
pontos de sela, Figura 4.6(a), e € o maior nivel de energia com significado para
analise da estabilidade. Na Figura 4.12(c) uma grande complexidade dindmica é
observada no interior dessas regifes, com um conjunto difuso de pontos que
indicam uma dindmica caotica.

Na Figura 5.15 mostra-se 0 comportamento das secdes de Poincaré para
alguns pontos especificos, a saber: PS11, PQ11l e PC11l. Como mencionado
anteriormente o ponto PS11 representa um ponto de sela e sua secdo de Poincaré é
exatamente a fronteira que delimita as soluc@es estaveis. O ponto PQ11 representa
0 comportamento de um movimento quase-periédico em torno de um ponto fixo
que corresponde a um modo de vibracdo e, por fim, o ponto PC11 mostra o

comportamento para um ponto pertencente a uma regido de caos. Como
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observado na literatura sobre sistemas dindmicos Hamiltonianos (Vakakis, 1991),
0 caos surge inicialmente na vizinhanca de um ponto de sela e, aos poucos, vai

preenchendo todo o espaco de fase a medida que cresce o nivel de energia.

0.4 —

0 o 0 o

. /

-0.4
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0,

10 &0 " 100 0 2 10
1 1

(a.1) Plano fase - P11 e P12 (a.2) Tempo - P11 (a.3) Tempo - P12
(a) Pontos P11 e P12

0.4 —

0 o 0 o

02—

-0.4

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0,

10 &0 " 100 0 2 10
1 1

(b.1) Plano fase - P21 e P22 (b.2) Tempo - P21 (b.3) Tempo - P22
(b) Pontos P21 e P22
Figura 4.14: Comportamento no dominio do tempo dos pontos P11, P21, P12 e P22,
para @, = @, =1/3, 1= 0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti perfeito.
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X

(a) Ponto PS11 — 50% da (b) Ponto PQ11 — 50% da (c) Ponto PC11 - energia da
energia da sela energia da sela sela

Figura 4.15: Seces de Poincaré dos pontos PS11, PQ11 e PC11, para ax = a» = 1/3,

1=0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti perfeito.

Os modos ndo-lineares, decorrentes dos pontos P11 (P12 é igual) e P21 (P22
é igual), que surgem devido ao acoplamento modal do sistema sdo similares, pois,
como se verifica na Figura 4.14, tais modos apresentam uma relagéo linear entre

as coordenadas 6, e #,. E importante observar que estes dois modos n&o-lineares

estaveis estdo contidos nos planos das variedades dos pontos de sela, Figuras
4.6(a) e 4.7(a).

Nesse contexto, verifica-se que o modelo de Augusti perfeito pode ser
desacoplado em um dos planos das variedades dos pontos de sela, ou seja, pode-se
representar o0 modelo perfeito através de um modelo reduzido com um grau de
liberdade. Mas, para isso, faz-se necessario obter-se a funcéo linear que representa
0 modo similar, expressao (4.23). Percebe-se que os pontos de sela que possuem
os deslocamentos com sinais iguais localizam-se em uma diagonal a 45° do eixo

6, e que aqueles que possuem sinais opostos ficam sobre a diagonal de —45° do
eixo g, . A partir dessa observacdo, pode-se aplicar uma mudanca de coordenadas

que permite obter as equagdes de movimento desacopladas, nos eixos auxiliares u
e Vv, ou seja, as equagdes nos planos das variedades dos pontos de sela, como

mostra a Figura 4.16.
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A0
//u

</,

Figura 4.16: Coordenadas auxiliares, Modelo de Augusti perfeito.

Observando a Figura 4.16, pode-se deduzir que as funcgdes lineares que

representam os modos similares séo:

u - u u . u .
0=—,0,=—,0,=—¢e 0, =—, considerando v=v=0. 4.27a
R R (4.273)

v . v -V . -V .
=—,0,=—,0,=—=¢ 0, =—, considerando u=u=0. 4.27b
1 \/E 1 \/E 2 \/E 2 \/E ( )

sendo que as expressdes (4.27a) fornecem a equacdo de movimento desacoplada
no plano uxdu/dt e as expressdes (4.27b) fornecem a equagdo de movimento
desacoplada no plano vxdv/dt.

Assim, substituindo nas parcelas de energia do modelo de Augusti perfeito
as expressdes (4.27a), e adotando como coordenada generalizada u, obtém-se a

equacdo de movimento desacoplada no plano uxdu/dt, a saber:

2 1+cos(u\/§) . \/ESGH(U\/E) 12
™ {[ 2COS(U\/§) Ju+2+2cos(2u\/§)u ]+ku—

U\EJ cos(u\fj (4.28)

sen[ 5
PIV2 -0

\/1—25en2[u\/5]
2

De forma similar obtém-se a equacao no plano vxdv/dt.
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Na Figura 4.17 apresentam-se as relacdes freqiiéncia-amplitude para o
modelo de Augusti perfeito. A Figura 4.17(a) mostra a relacdo n&o-linear,
freqliéncia-amplitude, que representa o comportamento dos modos nédo-lineares
desacoplados estaveis que surgem dos modos lineares (freqliéncia linear) e
tornam-se ndo-lineares pelo movimento do sistema, sendo que tais modos
apresentam um comportamento hardening, ou seja, com ganho de rigidez. O

comportamento de €, é igual ao de ¢,. Ja a Figura 4.17(b) apresenta a relagéo

nédo-linear que representa o comportamento dos modos ndo-lineares similares
estaveis que surgem devido ao acoplamento modal do sistema, onde se observa
um comportamento softening, ou seja, com perda de rigidez. O comportamento de
v € igual ao de u. Para o modelo perfeito tem-se ressonancia interna 1:1, sendo

neste exemplo @, = @, =1/3. Todas as curvas tém inicio neste valor.

1.6 1.6
14— 14
1.2 1.2 —
1 - 1 —
E g | “
= 08 E o8
06 06
0.4 04
0.2+ 0.2 —
L s S N EE ) R L L 0 ] B T L
0 0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7
(u] (U]
(a) Modo néo-linear estavel desacoplado (b) Modo néo-linear similar estavel
para o modelo perfeito com 2GL acoplado para o modelo perfeito com 1GL

Figura 4.17: Relag6es frequéncia-amplitude para o, = @, = 1/3, 1= 0.9 e @, = 1.0/s. Modelo

de Augusti perfeito.

Mostra-se na Figura 4.18 as relagOes frequéncia-amplitude geradas pelos
pontos de sela (PS11, PS21, PS12 e PS22). Observa-se que 0s pontos de sela séo
movimentos periddicos resultantes do acoplamento de dois modos de vibracéo,
decorrente da ressonancia interna do sistema. Neste caso, como mostram Jiang et
al. (2005), o comportamento é bem mais complexo. Neste caso, a deducdo da
variedade invariante que contem este movimento deve ser obtida usando-se como

sementes tantos pares de coordenadas deslocamento-velocidade quantos forem os
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modos envolvidos na vibragdo (multi-mode invariant manifold). No presente caso,
onde se observa a interagcdo de dois modos, tém-se dois pares de coordenadas e a
variedade invariante tem quatro dimens@es. Neste caso cada coordenada pode
apresentar uma relacdo frequéncia-amplitude diferente, bem como diferentes
freqiiéncias de vibragdo. Essas relacGes foram obtidas através da determinacéo
direta da relacdo freqiiéncia-amplitude pela reposta no tempo, tendo como
condicdes iniciais as coordenadas dos pontos de sela da se¢do de Poincaré para
niveis crescentes de energia. Como foram determinados poucos pontos as curvas
dos modos instaveis sdo aproximadas. Estas relacdes poderiam também ser
obtidas através do chamado shooting method, juntamente com técnicas de

continuacao (Silva, 2008).

1.4 1.4
12 12
1 1 —
= 0.8 0.8
0.6 — 0.6 —
0.4 — ' 0.4 —
1 b .
| |I .l
0.2 ; 0.2
' ¥
0 T i 1 o T 7 1 T
0 01 02 03 04 05 06 07 0 01 02 03 04 05 06 07

1.4 1.4
12 12
1 1
= 0.8 0.8
0.6 — 0.6 |
0.4 —| 0.4 —| ¢
1 . -
| . !
0.2 k 0.2 ,
“ :
0 L s o T T |
0 0l 02 03 04 05 06 07 0 0l 02 03 04 05 06 07

(b) Modos instaveis - PS12 e PS22
Figura 4.18: Relagdes freqiiéncia-amplitude dos modos acoplados instaveis dos pontos
de sela PS11, PS21, PS12 e PS22, para @, = @, = 1/3, 4= 0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de

Augusti perfeito.
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4.1.4.2.
Influéncia da Rigidez Relativa das Molas

Quando se considera a influéncia da rigidez relativa das molas, ¢ = =0° e
a =1, tem-se que as condicdes iniciais 6, e 6,, referentes, respectivamente, aos

pares iniciais (6,,6,) e (6,,6,), sio dadas por:

2 %
. . o
0, =J_{—912— ;t” 6, +20,"(1-cos6, )+ ZhJ (4.292)
o2 %
6, = i{— 6, —Tpej +2m,°(1-cos @, )+ 2h] (4.29b)

e, com isso, tem-se que os limites dessas regides sdo dados por:

2
. w
h :%012 +%T"912 ~w,*(1-cos6,) (4.309)
1., a)pz 2 2
h=20,"+=2-0," -0, (1-cosé,) (4.30b)

A Figura 4.19 mostra as se¢des de Poincaré para 5% da energia dos pontos

de sela associados a essa situagdo, considerando o =1.3, 1=0.9 e @, =1.0/s.

A diferenca de rigidez relativa entre as molas causa uma perda de simetria do
sistema e, conseqiientemente, faz o sistema apresentar duas cargas criticas e duas
freqliéncias naturais distintas, ou seja, desaparece o acoplamento que gera 0s
modos similares. Neste caso as frequéncias naturais séo: w, =1/3 e w, =2/3.
Tem-se pois uma ressonancia interna 1:2.

Para um nivel de energia baixo verifica-se, como no modelo perfeito, a
existéncia de movimentos quase-periddicos no entorno da origem, pontos POl
(6,=6,=0) e P02 (0,=6,=0), Figuras 4.19(a) e 4.19(b). O ponto P01
corresponde ao modo de vibragdo nédo-linear desacoplado no plano 6, xdé, / dt,

Figura 4.20(a), e o ponto P02 corresponde ao modo né&o-linear desacoplado no
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plano 6, xdég, /dt, Figura 4.20(b), ambos os modos emergem naturalmente dos

modos lineares.

0.1 — = 0.1 —
' PO

:3_ 0 ::, 0 = P02
_0-1 a\ _:..' - ' _0-1
—0.2 | T | T —0.2 | T | T
0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.4 0.2 0 0.2 0.4
01 0,
(a) Plano éxda,/dt (b) Plano &xdé&/dt

Figura 4.19: Sec6es de Poincaré com 5 % da energia do ponto de sela, para = 1.3,
o =1/3, @, =2/3, 2= 0.9 e w, = 1.0/s. Modelo de Augusti considerando a influéncia da

rigidez relativa das molas.

04 — . 04 —
0.2 — 0.2 —
B, 0 B, 0
0.2 0.2
-0.4 | -0.4
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0, 0,
(a) Plano fase - PO1 (b) Plano fase - P02

Figura 4.20: Comportamento no dominio do tempo dos pontos P01 e P02, para a=1.3,
;o =1/3, @, =2/3, 2= 0.9 e w, = 1.0/s. Modelo de Augusti considerando a influéncia da

rigidez relativa das molas.

Observando a Figura 4.19(b), verifica-se o surgimento de quatro selas e
novos quatro centros, que se referem a novos modos de vibragédo: quatros modos
estaveis (centros P12, P22, P32 e P42), que correspondem aos modos acoplados
ndo-lineares que surgem do acoplamento modal, e quatro selas, que se referem aos

modos acoplados instaveis. Para niveis mais altos de energia (acima de 50% do
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nivel de energia dos pontos de sela) o centro desaparece e toda a regido delimitada

pelo principio de conservacgdo de energia é tomada pelo caos, verificando-se uma

grande complexidade dinamica.

0.4 —

04— :

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0,

(a) Plano fase - P12 e P32

02
0.1+
/'l:

=]
w0
g

-0.1 | k32

-02 T T

0.4 0.2 0 0.2 0.4

(c) Secéo de Poincaré - P12 e P32

0.2

0.4 —

04— :

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0,

(b) Plano fase - P22 e P42

02
01 N:\
s
w0
3
-0.1 4 P2
-02 T T
04 0.2 0 0.2 0.4
65

(d) Secéo de Poincaré - P22 e P42

0.2

0.1 1 ,I | | | | | |
82 o — | | I. | | | I. | | |

01— |

-02 —
0 20 10 60 80 100

(e) Reposta no tempo - P12

Figura 4.21: Comportamento dos pontos P12, P22, P32 e P42, para a=1.3, @, = 1/3,

@, =2/3, 2=0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti considerando a influéncia da rigidez

relativa das molas.
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Os modos ndo-lineares gerados pelos pontos P12, P22, P32 e P42 séo
acoplados, e, como se constata nas Figuras 4.21(a) e 4.21(b), exibem uma
variagdo ndo-linear entre as coordenadas &, e 6,. Observa-se pelas Figuras
4.21(c) e 4.21(d) que os pontos P12 e P32 e os pontos P22 e P42 sdo solugdes
sub-harmdnicas de ordem 2. A partir da reposta no tempo do ponto P12, Figura
4.21(e), verifica-se que a coordenada ¢, vibra com a freqliiéncia w, =2/3 e a
coordenada 6, vibra com a freqiéncia @, =1/3, 0 mesmo comportamento se
observa para 0s pontos P22, P32 e P42. Neste caso 0 movimento periddico é
regado pela ressonancia 1:2, e 0 movimento ocorre em uma variedade invariante
com quatro dimensoes.

Apresentam-se na Figura 4.22 as relacBes frequéncia-amplitude para o
modelo considerando a influéncia da rigidez relativa das molas. Verifica-se que as
relagcbes ndo-lineares, que representam o comportamento dos modos nao-lineares
desacoplados, apresentam um comportamento hardening, ou seja, ganho de
rigidez. A pequena diferenca no grau de ndo-linearidade entre os modos

associados a ¢, e €, é devida a magnitude de « . A relacéo freqiiéncia-amplitude
associada a menor frequiéncia (@, =1/3) permanece igual a do modelo perfeito,

enquanto a relagdo associada a @, =2/3, apresenta um menor grau de nao-

linearidade.
1.6 1.6
1.4 — 14 4
1.2 | e
1 1 -
=038 = 03
& &
0.6 — 0.6 —
0.4 04
0.2 — 02—
0 T | T | T T T | T | T 0 T T | T | T T T | T |
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(0] (u]
Figura 4.22: Relacdes freqiiéncia-amplitude dos modos nao-lineares estaveis
desacoplados, para a=1.3, o, = 1/3, @, =2/3, 1= 0.9 € @, = 1.0/s. Modelo de Augusti

considerando a influéncia da rigidez relativa das molas.
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4.1.4.3.
Modelo com Imperfeicdo Geométrica
Quando se introduz a imperfeicdo geométrica deve-se partir das expressées

(4.3) e (4.4), assim, tem-se que as condigbes iniciais 6., e 6,,, correspondentes

aos pares iniciais (6,,,0y,) € (6p,.6,, ), s4o dados, respectivamente, por:

_ —14-COS” (0, + 0 + 005 (0
b2 cos? (eDl + Hestl) cos® (eestZ )

COS(@Dl + eestl)sen (eDl + eestl) Cos(eestz )Sen(eestz )éDl
—1+cos’ (Opy + ) + cos® (eestz )

+ COSZ (eDl + eestl)sen 2 (eDl + Hestl) COSZ (gestz )sen ’ (eestz )éDl2

. { (_1+ cos’ (Opy +Oci) + cos’ (‘9est2 ))2

2 2
_ 2cos (eDl + Hestl) C0sS (eestz) [_ h+ lCOSZ (eDl +60 tl)éDlz (431&)
—1+cos® (Opy +0u0) + cos® (eest2 ) 2 B

1605 Oy + 0y )58N° (0 + 00 @,

2 —1+C08% (B, +Ouyy) +€08° (O,) 22

est2
2 2 2
-o, (\/1—sen 0., —Senéo,

est2

2 2
] )
(00, + 0,7 - 0,%)

el
- \/1—S€n2 (eDl + eestl) - Sen2 (eestz)) j}

_ —1+cos? (Hestl) +cos’ (HDZ + eestZ )
b1 cos?(6,,,)cos* (0, +6,,,,)

Cos(eestl)sen (Hestl) COS(&DZ + HestZ )Sen(eDZ + eestz )éDZ
— 14005 (Bg) + €0S* (0, + O,q5)

+ cos’ (Oogy)SEN ? () cos’ (902 + Otz )Sen ’ (902 + Oz )9022

B { (_1+ COSZ (estl) + COSZ (‘9D2 + ‘9est2 ))2
2c0s*(6,,)cos*(6,, + 6

est2) 1 2 2
- —h+=c0s°(6p, +6.4,)6, (4.31b)
—1+c032(995t1)+c032(0D2+Hest2)( 2605 (02 + bs2)00s

1 cos’ (65, + Hestz)senz (0p, + eestz)ézz @y
2 —1+008%(f,y,) +C08%(0p, +O.y,) 22
~0, (\/1—59”29e5u —sen?q

est2

2

((902 + 952)2 - 9522)

%
_\/1_S€n2 (eestl) —Sen2 (QDZ " 065(2)) j}
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As secdes de Poincaré sdo delimitadas por:

2 2 5 2
h= 10032 (O, + eestl)9'12 +l €os” (Op, +2t9€5tl)Sen (O, + eezstl)eDl
2 2 —-1+cos (0, +6.,)+cCos" 6

est2

2
+ az)_;((@m +0,) -0’ )— o’ (\/1— sen’d,.,, —sen’d,,,, (4.32a)

— \/1—S€n2 (HDl + aestl) _Sen2 (aestz))

105 (O, + O,5)5eN° (B, + 0,45 05;°
2 —1+08° (fpy) + 08" (O + Ou)

h= %cosz(eD2 +0,,,)0," +

2 4.32b
+a2)_pﬂ((0D2 + 032)2 _0322)_ wpz(\/l_senzeestl _Sen2095t2 ( )

- \/1—sen2 (O.q,) —SEN ? (O, + eestz))

As secbes de Poincaré para diferentes niveis de energia, considerando
w=0° ¢=1° 4=09 e w, =1.0/s, sdo apresentadas na Figura 4.23. Neste
caso as frequéncias naturais sédo: @, =0.311 e w, =0.353. Verifica-se, quando se

observa a sec¢do de Poincaré 4.23(a) considerando 20% da energia dos respectivos

pontos de sela, a existéncia do ponto PO1 no plano 6., xdé,, / dt, que representa
um modo acoplado estavel. Neste caso, as coordenadas 6, e 6, vibram com
diferentes freqiiéncias, sendo a frequéncia 6., aproximadamente igual ao dobro
da freqliéncia de &,,. O plano de fase da resposta para 20 % da energia do ponto

de sela é mostrado na Figura 4.24(a). Este modo surge da presenca da imperfei¢do

inicial ¢ =1° na dire¢éo de 6, ( =0°), e converge para 0 modo desacoplado no
plano 6,,xd@,,/dt quando ¢ —0. Na secdo de Poincaré no plano
6, xd8,,/dt observa-se a existéncia do ponto P02, que representa 0 modo néo-
linear desacoplado estavel no plano 6,, xd@,, /dt, proveniente do modo linear

em virtude do fato de  =0°, como mostra as Figuras 4.24(b).
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0.1 0.1

0.05 o 0.05

P02

2 5 S
z £
- -
-0.05 el -0.05
-0.1 T — -0.1 I B e
03 0.2 0.1 0 0.1 02 0.3 03 0.2 0.1 0 0.1 02 03
Op1 Op2
(a.1) Plano 651xd&p,/dt (a.2) Plano 6h,xd 6p,/dt
(a) 20 % da energia do ponto de sela
0.1 0.1
P12
CEL .2
0.05 0.05 :
2 5 S
g g

-0.05 -0.05

-0.1

03 0.2 0.1 0 0.1 02 0.3 03 0.2 0.1 0 0.1 02 03
Opy Op2
(b.1) Plano 65;xd &y, /dt (b.2) Plano 6hxd 6p,/dt

(b) 50 % da energia do ponto de sela
Figura 4.23: Secdes de Poincaré para y=0°, ¢=1°, & =0.311, @,=0.353, 1=09 e

@, = 1.0/s. Modelo de Augusti com imperfei¢do geométrica.

Para 50% da energia do ponto de sela, Figura 4.23(b.1), observa-se o
surgimento de uma sela e dois centros (modos acoplados, P11 e P21). A sela surge
de uma bifurcacdo pitchfork Hamiltoniana do modo acoplado P01, dando origem
aos dois modos acoplados P11 e P21. Na secdo de Poincaré do plano

65, xd8y,/dt verifica-se que o modo ndo-linear desacoplado P02 continua

estavel para esse nivel de energia e que as duas novas solugdes presentes, P12 e

P22, se referem aos modos acoplados P11 e P21, oriundos da bifurcagéo de PO1.
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-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
By, O,

(a) Plano fase - PO1 (b) Plano fase - P02
Figura 4.24: Comportamento no dominio do tempo dos pontos P01 e P02, para y=0°,
¢=1° 01 =0311, @, =0.353, 1= 0.9 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti com imperfei¢éo

geométrica.

As Figuras 4.25 e 4.26 mostram as relagcbes freqliiéncia-amplitude para o

modelo com imperfeicdo geometrica, considerando  =0°, ¢=1°, 1 =09 e
w, =1.0/s. Verifica-se na Figura 4.25 que o modo nao-linear desacoplado no
plano 6, xd@,, /dt, proveniente do ponto P02, apresenta um comportamento
hardening. Este modo esta associado a frequéncia natural @, =0.353. A Figura

4.26 mostra o comportamento do modo n&o-linear acoplado referente ao ponto
PO1. Verifica-se que o comportamento € do tipo hardening e que a relagéo entre a

coordenada 6, e a coordenada 6,, apresenta uma grande ndo-linearidade.

0.8

1 OD1 |

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
o]

Figura 4.25: Relacao freqiiéncia-amplitude do modo néo-linear estavel desacoplado no
plano é:1xdéb./dt, para y=0°, ¢=1°, @, =0.311, @, =0.353, 1= 0.9 e w, = 1.0/s. Modelo de

Augusti com imperfeicdo geométrica.
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1.6 0.8
1.4 — T
1.2 0.6
1 4
% %
2 g
o 08 1 04—
) <
06—
04 02
0.2 — b
0 T | T | T | U T | T | T | T
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.01 0.02 0.03 0.04
0 | Op1 |max
(@) Modo acoplado estavel (b) Relagdo n&o-linear entre 6y, e 6,

Figura 4.26: Relacéo frequéncia-amplitude do modo acoplado estavel do ponto P01, para
w=0° ¢=1° 0 =0.311, @ =0.353, 1=0.9 e w, = 1.0/s. Modelo de Augusti com
imperfeicdo geométrica.

Na Figura 4.27 mostram-se as secdes de Poincaré para uma imperfeicdo

geométrica inicial com y =45° e ¢=1°, considerando 50% da energia do

respectivo ponto sela. Nessa situagdo o sistema ndo apresenta nenhum modo néo-

linear desacoplado. Neste caso tem-se que @, =0.302 e @, = 0.361.

0.1 0.1

P12

0.05 0.05

5 0 a o
=) : =) :
= i = i
-0.05 -0.05
P21 P22
0.1 I — . 0.1 T ] 7
03 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 03 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3
Op1 Op2
(a) Plano 6h1xd 6p,/dt (b) Plano ébh,xd 6y,/dt

Figura 4.27: Seces de Poincaré com 50 % da energia do ponto de sela, para y=45°,
¢=1° an=0.302, @, =0.361, 1= 0.9 € @, = 1.0/s. Modelo de Augusti com imperfei¢do

geomeétrica.
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Para este nivel de energia e em niveis inferiores verifica-se a existéncia de
dois centros, que correspondem a dois modos estaveis, P11 e P21 (Figura 4.27(a)),
e P12 e P22 (Figura 4.27(b)). Os modos estaveis correspondem aos modos
normais néo-lineares que ocorrem devido ao acoplamento modal com o sistema
vibrando com 6, e 6,, em fase, pontos P11 e P12 — Figura 4.29(a), e com 6, e
6, fora de fase, pontos P21 e P22 — Figura 4.29(b).

A sela que divide as solucBes P11 e P21 na secdo de Poincaré do plano
0y, xdb,, /dt e as solugdes P12 e P22 na segdo de Poincaré do plano
0, *xdb,,/dt pode ser observada na se¢do de Poincaré do plano 6, x6,,,
Figura 4.28. Para esta secdo se considera II= {91 = O} com
D= {él =0,6, >O}m{H =h}. O ponto PS1 refere-se a sela que divide os pontos
P1, P2, P3 e P4 que séo referentes aos quatro centros presentes na Figura 4.27, ou
seja, 0s pontos P11, P21, P21 e P22 (ha uma sela similar na secdo oposta, as duas
selas sdo conectadas por quatro oOrbitas heteroclinicas). Para niveis superiores de

energia verifica-se uma grande complexidade dinamica, com um conjunto difuso

de pontos que indicam uma dinamica caotica.

0.3

0.1

Bpa 0

-0.1

Opy
Figura 4.28: Secéo de Poincaré com 50 % da energia do ponto de sela no plano éy1x6b,,
para y=45° ¢=1° @ =0.302, @, =0.361, =09 e w, = 1.0/s. Modelo de Augusti com

imperfeicdo geométrica.

O modo ndo-linear denotado pelos pontos P11 (Figura 4.27(a)) e P12
(Figura 4.27(b)) é similar como se observa na Figura 4.29(a), ou seja, possui uma

variacdo linear no plano dos deslocamentos, sendo este o plano das variedades
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invariantes do ponto sela, Figura 4.11(a). J4 0 modo ndo-linear associado aos P21
e P22 é ndo-similar, como se verifica na Figura 4.29(b). Este modo provem do
modo similar do modelo perfeito apresentado na Figura 4.14(b.1), e converge para

este modo quando ¢ — 0.

0.2 — 1 0.2 —

0.1 | i 0.1

0.1 —~ / 0.1+

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2
Opy Opy

(a) Plano fase - P11 e P12 (b) Plano fase - P21 e P22
Figura 4.29: Comportamento no dominio do tempo dos pontos P11, P21, P12 e P22,
para y=45° ¢=1° @ =0.302, @, =0.361, =09 e @, = 1.0/s. Modelo de Augusti com

imperfeicdo geométrica.

Partindo-se das constatacdes anteriores, tem-se que o modelo de Augusti
com imperfeicdo geométrica, considerando y =45°, pode ser desacoplado no
plano relativo ao modo similar (plano que contem a imperfeicdo), ou seja, pode
ser reduzido a um modelo de 1 grau de liberdade. Mas, para isso, faz-se necessario
obter a fungéo linear que representa o modo similar, expressao (4.23). Percebe-se
que o ponto de sela e suas variedades, Figura 4.6(a), estdo localizadas em uma

diagonal a 45° do eixo 6,. Assim, pode-se aplicar uma mudanca de coordenadas

que permite obter a equacdo de movimento desacoplada no plano auxiliar

uxdu/dt, como mostra a Figura 4.30.
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AO:
/{u

Figura 4.30: Coordenadas auxiliares considerando y=45°. Modelo de Augusti com

imperfeicdo geométrica.

Observando a Figura 4.30, pode-se deduzir que as funcgdes lineares que

representam o modo similar séo:

O=—,0,=—,0,=—e 0, =— 4.33
1 \/E 1 2 2 \/E ( a)

€s €s u
estl = \/Et' O :thv 031=_21 s, :ﬁ' ¢1=ﬁ e ¢, =% (4.33b)

Assim, substituindo nas parcelas de energia do modelo de Augusti com
imperfeicdo geométrica, referéncia original, as expressdes (4.33a), e adotando
como coordenada generalizada u, obtém-se a equacao de movimento desacoplada

no plano uxdu/dt, a saber:

2 1+cos(u\/§) . \/Esen(u\/i) -2
m {( 2cos(u\/§) ]U+2+2cos(2u\/§)u J+k(u—ulo)—

sen{uf}os(uf} (4.34)
PIy2 0

\/1— Zsenz[u\EJ
2
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Para se obter a equag@o de movimento desacoplada tendo como referéncia a
configuracdo de equilibrio estatico do sistema imperfeito, devem-se substituir as
relacdes (4.33b) juntamente com as relacbes
L]D

) 9Dl:ﬁ’ HDZ =

% e 6y, =UTD2 (4.35)
nas parcelas de energia do modelo de Augusti com imperfeicdo geométrica e,
adotando como coordenada generalizada u,, obter a equagdo de movimento
desacoplada no plano up xdu, /dt.

A Figura 4.31 apresenta a relagdo frequiéncia-amplitude relativa ao modo
ndo-linear ndo-similar estavel (pontos P21 e P22). Verifica-se que devido a
simetria do sistema as coordenas &, e &,, mostram 0 mesmo comportamento, ou
seja, estdo oscilando com a mesma freqiéncia. Este modo estd associado a

freqiéncia natural w, = 0.361.

0.4 — 0.4 —
0.3+ 0.3+
w 1 » 1
E E
:5 0.2 E 0.2
0.1 0.1
0 | | 0 | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4

mw mw

Figura 4.31: Relacdes frequéncia-amplitude dos modos ndo-lineares ndo-similares
estaveis acoplados dos pontos P21 e P12, para w=45°, ¢=1°, @y = 0.302, a» = 0.361,

4=0.9 e m, = 1.0/s. Modelo de Augusti com imperfeicdo geomeétrica.

A Figura 4.32 mostra a relacdo ndo-linear freqiiéncia-amplitude que
representa 0 comportamento do modo ndo-linear similar que surge no devido ao
acoplamento modal do sistema (pontos P11 e P12), obtida a partir do modelo com

1GL, expressdo (4.34). Ambos o0s modos apresentam um comportamento
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softening, em concordancia com o sistema perfeito, Figura 4.17(b). Este modo

esta associado a frequéncia natural @, =0.302.

04

0.1 —

0.1 02 0.3 0.4
o]

Figura 4.32: Relacao freqiiéncia-amplitude dos modos nao-lineares similares estaveis
acoplados dos pontos P11 e P12, para w=45°, ¢=1°, @ =0.302, @, =0.361, ==09 e

@, = 1.0/s. Modelo de Augusti com imperfeicdo geomeétrica.

4.2,
Modelo de Torre Estaiada
Partindo das equagdes (2.15), assumindo que U, =V, =0 e que as

constantes de amortecimento sdo nulas, tém-se as equac¢Ges de movimento, em

termos das coordenadas generalizadas u, e u,, que regem o0 comportamento do
modelo de torre estaiada apresentadas na sequéncia. Considera-se que k, =K;,
k, =0K e k, =(1-2v)K . As equagdes estdo adimensionalizadas em fungéo da
carga critica do sistema perfeito, Pcr = Kl/4. Além disso, adotam-se as varaveis

auxiliares: v =a/4sen’f, 1=P/Pcr, P=mg, a =k /k,, KIm’=w /1 e

w,"=gll.
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G, (L—u,” —2u,” +uu,” +u,t) + 00, (uu, —u’u, —u,u,®)

2
[0400]
+0, (U, —uyu,®) + 0,7 (u, —u,’) + 2u,2u,u,u, J{/iser: {

((\/(Senﬁ_um)z +(C0S 3 —Uy,)? +1_u102 _U202

—\/(sen,B—ul)2 +(cos f—u,)? +1-u,” —u,” )/
\/(senﬂ—ul)z +(cosf—-u,)?+1-u,’ —uzzj

(4.363)

—([\/(—sen,é’—um)2 +(COS B —Uy)? +1—Uy° — Uy

_\/(—senﬂ—ul)er(COSﬁ—Uz)z +1_u12_u22 ]/

\/(—Senﬁ—ul)z +(COSﬂ—u2)2 +1_U12 _uzzj}

u,w 2

—% (—1+u12+u22) =0
y1-u,"—u,

t,(1—u,” —2u,” +u u,” +u,*) + 0, (uu, —uS’u, —uu,

aw,’ cos B
Asen’f

3

+U,” (U, —u,’u,) +0,° (u, —u,’) + 2u,u,’u,u, +{

((\/(Senﬂ—um)2 +(COSB—Uy)? +1-U,,° — Uy,

—\/(sen,b’—ul)2 +(cosf—u,)?+1-u,” —u,” )/
\/(senﬂ—ul)2 +(cos f—u,)? +1-u’ —uzzj

—(W (=SeNB —Uyp)? +(COS = Uy )” +1-Uy," —Uyy” (4.36b)

_\/(—senﬁ—ul)z +(COSﬂ—U2)2+1_u12—u22 )/

\/(—senﬂ—ul)z +(cosB—u,)? +1_u12 _uzz J}

) 4o, (J2-2u, —2-20,) 200,® ([2=2u, —2-2u,)

AJ2-2u, Asen’ J2-2u,
2

u,w 2
% 1wl vu) =0
u,
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4.2.1.
Freguéncias Naturais

Como no modelo anterior, para se obter as frequéncias naturais € necessario
utilizar como referéncia a configuracdo de equilibrio estatico do sistema
imperfeito, tomando-se como coordenadas generalizadas os deslocamentos

dinamicos, ug, .

Assim, pode-se definir em termos das variaveis do problema:

ROtagAO estatica = Uy = Uygy/1—Ug,® +Ug 41Uy, €

(4.37a)
Uesto :uzo'\/l_usz2 +usz'\/l_u202
Rotacéo total > u,, = uesmll—um2 +u.m/1—uesu2 €
(4.37b)

[ 2 [ 2
Ury =Ugyo 1_UD2 +Up, 1_uest2

onde ug, e ug, sdo as deformacdes estaticas, e u,, e u,, sdo as deformagdes
dinamicas.

A parcela de energia cinética é dada por

2 2

1 2 . 2 UgU Dlu D1 ; 2 uest2uD2uD2
T =Em| uDl\ll_uestl - > + uoz\/l_uestz - >
w/l—Um 1-up,

2 / 2 2 U tluDluDl
- (um 1_uest1 +Uess 1_u01 ) Upy 1_uest1 - \9/172
—-u
D1 (4.38)

2
2 / 2 ; / 2 uestZUDZUDZ
+(u02 1_uest2 * Uesto 1_UD2 J Up, 1_uest2 - 2
w/l—uD2

2 2
(1_(uDlvl_uest12 +uesthl_uD12) _(UDZ\/l_uestzz +uest2V1_uD22) ]j

pois
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T =1/2ml?(x? + y? + 22) (4.39a)

Isen(eestl—i_ng ( D1V estl +uest1V D1 ) (439b)
y Isen(0e5t2+0D2 ( DZV]‘ uestz +uest2 Vl uD2 ) (439C)

Z= I\/l_senz(eestl + 901)_sen2(9estz +6’02) =

2 2
I\/l_(um\/l_uesuz +uest1‘\/1_u012) _(UDZ\/l_uestzz +uest2'\/1_uD22)

(4.39d)

Com base na Figura 4.1 e observando as expressoes (4.37), tem-se que a
variacdo da energia interna de deformacdo, AU, e a variacdo do potencial

gravitacional das cargas externas, AL, sao:

|2 2 k2

AU :%(rigl)+%(rigz)+37(rig3) (4.40a)

AL, = PI(\/l ) - (U, ) —zj (4.40b)

onde

rig, = {((senﬂ—u10 ) +(cos f—uy, ) +1-u,,’ —uzoz)yz
{(senﬂ—um,/l—uesuz —uesm/l—umzjz

+(cos,8 Uppy/1=Upg” —Uggoy/1—Up, ] +1

(Um Uesty Jruestl\' _uDlZJZ (4.41a)
2
(u Uego +uest2\/1—uD22j2}%}
-l

senf—uy, )’ +(cos B —u,, | +1—u102—u202)%

2
2V2
((Senﬂ uestl (COS ﬂ uest2 ) + 1 uestl - uestz )}/ }
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rig; = {((_Senﬁ_ulo )2 +(COS,B—U20 )2 +1_u102 _uzoz)%

2
_|:[_ senfs — uDl‘Vl_ uestl2 - uestl‘\]]-_ UD12 )

+(C03ﬁ uD2V est2 est2 1 uD2 j +1
2
(uDl estl +uesth Dlzj
(4.41b)
[UD est est2V1 uD2 ) }
2 2 2 V2
{ —senf - Ulo (Cosﬂ_uzo) LUy — Uy )}/
2
(( Senﬂ uestl (COSﬂ uestz) +1- Uest1 _uestzz)}é}
2
rigl :(\lz_zuzo _\/Z_Z(UDz‘\]l_uestz2 +uest2'\Jl_uD22]j (4 a1 )
41C

RN T e |

A variagdo da energia potencial total é dada por AV = AU - AL .

Utilizando a equacéo de Lagrange em termos das coordenadas generalizadas

Up;, Obtém-se as equagdes de movimento. Linearizando o sistema, tem-se:

aux,,Up, +aux,Up, +aux,,Uy, +aux,,uy, =0 (4.423)
aux;,Up, + auXg,Upy, +auXg,ly, +aux,uy, =0 (4.42h)
onde,
( 1+u ZX 1+u 2)
aux]_z — estl est2 (443&)

2
1- uestl — Uegto
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@," [ Ugu~/2—2U,08eN3 — 2, COS B

/;  senfBy2—2u,,senf— 2u., cos B
N J2-2u,8enB —2U,0 COS B Uy, "+/2— 2 588N —2u,, cOs 3
(2—-2u,senf—2u,,,cos B)2  (2—2u,,senf—2u,,, cos B)2
Ugga /2 + 2U3SEN/3 — 2U 5, COS 3
SeNnf/2+ 2, senf — 2U,, cos B

aux,, =

N J2+42U,88NB—2U, COS B Uyyy®+/2+2U 086N — 2U, COS (4.43b)
(2 + 2uestlsenﬂ - 2uest2 COSﬂ)% (2 + 2uestlsenﬂ - 2uest2 COSﬂ)%

2
2 1 2uest1
~ @ 2 2 2 2
\/1_ Ugstr —Uesto \/1_ Ugstn — Uesto
2 4
u u

estl estl

3/ 3
2 2 V2 2 2 V2
(1_uestl —Ugsz )/ (1_uest1 —Uggz )/

+

uestl\/l_ uestlzuestz\/l_ ueStZZ (4.43c)

2 2
1- Ugst — Uesto

aux,, =

0,2 c0s B\[2+ 25N — 2y COS Byl 41— Uy’
A senp/2+ 2u ., senf — 2U,, cos B

aux,, =

, c0s B2 20,5568 — U COS By/1—Upey® 41— Upyy,” (4.430)

senBy/2 — 2U,,,5enf — 2u,, COS B

2 2
2 uestl\/l_ Ugstr Uesto \/1_ Uesio

P 3
2 2 V2
(1_ Uesy —Uesto )/
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4a)p2 _[1 ZSen ﬂj(\/z 2u10 \/2 2uest2 )‘lestz

auxs, =

V 2- 2uestZ
1 ) [
(1_Zsenzj(\/2_2u10 _\/Z_Zuestz :I'_uestz2
N B

(2 2uest2 )/

1 2
1-————— K1-u
+( Zsenzﬁ] etz

2-2u

1-u_,’

est2

est2

est2

N ,” cos B [_ Ugepy/ 2 — 2U;(SENS — 2U,, COS 3
asen’f | \J2-2u,senf - 2u,,, cos B
, 008 B2 =2u senf - 2u,, cos B
(2 2u,,,5enf — 2u,,,, cos )2
Uggo” COS Brf2 — 2U,48N3 — 2U,, COS B
) (2—-2u,senf—2u,,, cos )2
N Ugerpy/ 2+ 2U1SEN/3 — 2U COS 3
J2+2U,
, oos 2+ 2u senB — 2u,, cos 3
(2 +2u,, senf — 2u,,, cos B) 2
Uggrp” COS /2 + 2U;,56N 13 — 2U,, COS 3
) (2+2u, senf — 2u,,, cos B)2

.senp —2u g, cos f

1 2U est 2
2
\/1 —u estl est 2 \/1 u estl - est 2
2 4
+ Uesto Uesto

3/ 3
2 2 V2 2 2 V2
(1_ Uy —Uesto )/ (1_ Uest —Uesto )/

136

(4.43¢)

Os deslocamentos estaticos, u.y, € U.,, S40 as coordenadas dos pontos de

minimo obtidos na analise estatica para 0 modelo com imperfei¢cdo geométrica. As

parcelas ug, e ug, séo calculadas a partir das expressoes (4.37).
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Admitindo como solugdes para as coordenadas generalizadas uy; =Upye 7,
as duas freqliéncias naturais do modelo sdo dadas por:
V2

w, = A . {(auxlz2 - aux322Xaux12aux52
2(aux12 —auxs, )

(4.44a)

— 2aUX,,aUX,, + aUX,,auXx,, )+ (var, )2 Vz

2

2(aux,,” —aux,,

w, = , ){(aux122 - aux322Xaux12aux52

(4.44b)

— 28UX,,aUX,, + AUX,,aUX,, )— (var, )2 }%
onde,

var, = aux,, auXs,” — 4auX,,auXs,auXx,,auX,, — 2aUX,, aUXs,auX,,
— 4aUX ,,8UX,,aUX,,aUX,, + aUX,, aUX,,” +4aux,, aux,,” (4.45)

+ 4aUX,, aUX,,aUXs,

As freqliéncias naturais e 0os modos lineares de vibracdo para o modelo
perfeito, para 0 modelo considerando a influéncia da rigidez relativa das molas e
para 0 modelo com imperfeicdo geométrica sdo apresentados na Tabela 4.2.
Admitindo u,, =u,, =0 e a=1 obtém-se as frequéncias naturais do modelo
perfeito, que sdo iguais, pois k, =k,, k, =vK , k, =(1-20)K, v=al4sin’ B e
f=120°, e com isso Pcr, = Pcr, = Pcr =KI/4. Considerando a influéncia da
rigidez relativa das molas, ou seja, U, =U,, =0 e a =1, 0 modelo passa a
apresentar duas frequéncias naturais distintas, dependentes diretamente da
magnitude de « . Na Figura 4.33 apresenta-se a variagao das frequéncias naturais
em funcdo do parametro que representa a rigidez relativa das molas, «. Os
valores extremos de «, minimo e maximo, séo ditados pela magnitude de A,

como se constata na Tabela 4.2. Fora deste intervalo ndo ha freqiéncias reais. Os

autovetores sdo similares a aqueles derivados para o modelo de Augusti.
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Tabela 4.2: FregUiéncias naturais e modos lineares de vibracao. Modelo de torre

estaiada.
Modelo de torre o )
) Freqguéncias Naturais Modos
estaiada
1 V2 1]
o =0, i > 0
Perfeito o
LV
0, =0, —— > 1]
Considerando a o 72 1]
o o =0, —— >
influéncia da A LV
rigidez relativa 2-a) % 0]
0y =@, ——— >
das molas 1]
~ i 1 ]
Expressédo (4.44b) -> q
Imperfeicéo MO0, |
Geométrica 1]
Expressdo (4.44a) >
p (4.44a) mod.,
onde:
mod,, = —(auxlzzaux52 — 28UX,,AUX ,8UX, — 8UX,, AUX,, + auX,,/Var,
+2aUX,,aUXs,” )/ (auxazauxlzaux52 + aUX,,aUX,,aux,, + auxs, ,/var, (4.468)
— 2aUx,,aux,,” )
mod,, = —(— aUX,,”auX,, + aux,,auXx,,aux,, + aux,, auX,, + aux,,/var,
— 2aUX,,auXx,,” )/ (— aUXg,auX,,aUXg, — aUXz,auX,,auX,, + auX,, -/ var, (4.46b)

+ 2aux42aux122)
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(b) Segunda frequiéncia

0.8

Figura 4.33: Variacao das freqUéncias naturais em funcao de rigidez «, para A1=0.7 €

P=120°. Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das

molas.

Considerando agora uma imperfeicdo geométrica inicial, u., =U., #0 e

a =1, verifica-se que o sistema apresenta duas freqiiéncias naturais distintas e

dependentes diretamente da magnitude e direcdo da imperfeicdo. Mostra-se na

Figura 4.34 a variacao das freqiiéncias naturais do modelo imperfeito em funcgéo

dos dois parametros que caracterizam a imperfeicdo, a magnitude ¢ e direcdo v .

§ (graus)

10

(=]

Modelo Perfeito | %
—_—y=0 2 \
w= 15"z 45° N
N y=T75°
—_— = 9
| LI T L | |
0.1 02 03 04 05 06 07 08

o)/,

(a) Primeira freqiiéncia

0.9

§ (graus)

10

8
5=
._1
Modelo Perfeita |
2 ——y=0
y=15" s 45°
y=T75°
o 807
0 T T~ T T 7T T 7]
0.1 02 03 04 05 06 07 08

0/ 0,

(b) Segunda freqliéncia

0.9

Figura 4.34: Variagéo das freqiiéncias naturais com os parametros ye ¢, para A=0.7 e

B=120°. Modelo de torre estaiada com imperfeicdo geométrica.
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Observa-se que uma das freqiiéncias (expressao (4.44a)) torna-se maior que
a frequéncia do sistema perfeito quando ¢ cresce, para qualquer valor de v,
apresentando a maior variacdo para y =45°. A outra frequéncia (expressao
(4.44b)) é sempre menor que a freqiiéncia do modelo perfeito, decrescendo com

¢, ocorrendo & maior variagdo para w =45°. O modelo imperfeito s6 apresenta

freqliéncias reais quando o valor da carga 4 € menor que o valor de A

lim

associado aos valores de ¢ e y, como ilustra a Figura 3.29.

4.2.2.
Principio da Conservacao de Energia

Adimensionalizando as expressdes da energia cinética (2.17) e da energia

potencial total (2.21), tem-se:

- T 1., . U,u, +u.u, )
T :—=—[u12+u22 ——( 121 22 2) J (4.473)
u,”+u,” -1

vl V _2a)p2 3 a . 3 . 2
V== (1 23en2,6’J(\/2 2,y —2-2u, )

2
aw

+m((\/(senﬂ_um)2 + (cosﬂ_uzo)Z +1—u102 _U202

_\/(senﬂ_ul)2 T (cosf—u,)? +1-uS —u,’ )2

(4.47Db)

+W(—senﬂ—um)2 +(C0S B—Uyp)? +1—Uyy” — Uy’

—\/(—senﬂ—ul)2 +(cosf—u,)? +1-u’ —u,” )2]

—a)pz(\/l—ulo2 —Up? —y1-u,? —uzzj

A funcdo de Lagrange do modelo de torre estaiada é apresentada na

sequéncia, u, sdo as coordenadas generalizadas, U, as velocidades generalizadas,
oL/ou, = p,, as forgas generalizadas e oL/du; = p; as quantidades de movimento

generalizadas.
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2 u’+u,” -1

_{2‘:92(1 2 ﬂ](ﬁ 2, —2—2u, |

o

: v
(Hl’el) -V = E(uf +u,” +M]

m((\/(senﬁ ulo) +(cos B - Uzo) +1-uy —u22

) (4.48)
—\/(senﬂ—ul)2 +(cosf—u,)? +1-u,’ —uzzj

+(\/(_Senﬂ_u10)2 + (Cosﬂ_uzo)2 +1_u102 _u202

—\/(—senﬂ—ul)2 +(cos f—u,)? +1-u,’ —u,’ jzj

2 2 2 2 2
-o, (\/1—u10 —Uy, —\/l—u1 —-u, )}

A funcdo de Hamilton tem a forma:

H= pl(pz(l—u?_z)— plulu2)+ pz(pl(l_ulz)_ p2u1u2)

_%((pz (1_u22)_ pluluz)2 +(p1(1—u12 )_ p2ulu2)2
[(pz (1_ uzz)_ pluluz)“‘ll + (pl(l_ulz )_ pzuluz)Jz]z
+ 2
u +

u,’ -1

+{2a;"2(1 — ﬂj(Jz 2,y —2-2u, |

2
- 4.49
+m((\/(senﬂ—um)2 +(COS Uy )2 +1—Uyy” — Uy, (4.49)

_\/(Senlb’_ul)2 +(COSIB—UZ)2 +1—u12 _u22 )2

+(\/(_senﬁ_u10)2 + (COS,H—UZO)Z +1_u102 _U202

—\/(—senﬂ—ul)2 +(cosf-u,)? +1-u,” —u,’ )2}

_a)pz[\/l—um2 —Up? =410, —u,? )}
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Tomando-se a constante C igual ao nivel de energia fornecido pelas
coordenadas de um dos pontos de sela associados a fronteira de estabilidade da
posicdo de equilibrio pré-critica, obtém-se a solucédo analitica da superficie que
define esta regido, expresséo (4.17).

A Figura 4.35 mostra as secdes da fronteira de estabilidade em 3D
(u, xu, xdu, /dt), para 1=0.7, f=120° e w, =1.0/s.

Na Figura 4.35(a) observa-se claramente que a bacia de atracdo conservativa
do sistema perfeito € delimitada pelos trés pontos de sela. Considerando a
influéncia da rigidez relativa das molas verifica-se uma acentuada reducdo na
regido segura do sistema. Para a <1 (a=0.82, Figura 4.35(b)), o sistema
apresenta dois pontos de sela delimitando a bacia segura, ja para a >1 (a =1.18,
Figura 4.35(c)) se verifica que a bacia segura passa a ser delimitada por um ponto
de sela. Quando se considera o efeito de uma imperfeicdo geométrica, constata-se
gue a regido segura diminui consideravelmente, reduzindo significativamente o
conjunto de condicGes iniciais que levam o sistema a oscilar em torno do ponto
fixo estavel, solucdo pré-critica. Para w=0° e ¢=1° a regido segura é
delimitada por um ponto de sela e para ¥ =90° e ¢=1° a bacia segura é
delimitada por dois pontos de sela.

Secbes em 2D para diversas condigdes, considerando 4 =0.7, f=120° e
w, =1.0/s, sdo apresentadas na Figura 4.36. Verifica-se claramente a erosao da
bacia segura em virtude das imperfeicdes. Essa regido segura define as amplitudes

méaximas dos deslocamentos e das velocidades as quais o sistema pode ser

submetido sem que perca a estabilidade.
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dul

(b) Modelo considerando a influéncia da (c) Modelo considerando a influéncia da

rigidez relativa das molas a=0.82 rigidez relativa das molas a=1.18

dul

(d) Modelo com imperfeicdo geométrica (e) Modelo com imperfeicdo geométrica
w=0%e ¢=1° w=90°e g=1°
Figura 4.35: Secdes das bacias de atracdo conservativas em 3D (u;xu,xdu,/dt), para
o, =1.0/s, 1=0.7 e f=120°. Modelo de torre estaiada.
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03y

03

L] a1

(c) Plano uyxdu,/dt (d) Plano du,/dtxdu.,/dt

Modelo de torre estaiada perfeito

Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas - . =0.82
Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da rigidez relativa das molas - «=1.18
Modelo de torre estaiada com imperfeicdo geométrica-w=0"e ¢=1°

Modelo de torre estaiada com imperfeicdo geométrica - w=90"e ¢=1°

Figura 4.36: Sec¢0es das bacias de atragéo conservativas em 2D, para a, = 1.0/s, 1=0.7

e f=120°. Modelo de torre estaiada.

4.2.3.
Variedades Invariantes dos Pontos de Sela

Partindo das coordenadas dos pontos de sela do modelo perfeito e utilizando
o critério dindmico de estabilidade, obtém-se os autovalores e 0s respectivos
autovetores associados a cada ponto de sela. A Figura 4.37 mostra o
comportamento das variedades invariantes dos pontos de sela do modelo perfeito,

atraves de projecOes em diversos planos para A =0.7, #=120° e w, =1.0/s.
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e
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-1 -0.5 0 0.5 -0.3 -0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3
bl duy /dt
(c) Plano u,xdu,/dt (d) Plano duy/dtxdu,/dt

Figura 4.37: Projecdes das variedades invariantes dos pontos de sela, para 1=0.7,

£=120°e a,=1.0/s. Modelo de torre estaiada perfeito.

Verifica-se que no plano dos deslocamentos e das velocidades as variedades
apresentam variacOes lineares. Observa-se, ainda, que as variedades estdo em trés
planos igualmente espacados, cada um contendo um ponto de sela e a origem.
Este comportamento se deve a triplice simetria do modelo perfeito. Constata-se
que em cada um destes planos o sistema exibe uma 6Orbita homoclinica.

Tomando as coordenadas do primeiro ponto de sela do sistema perfeito
(aquele que possui u, =0) e adicionando uma pequena perturbacéo na dire¢éo do
vetor que define a variedade instavel, obtém a respectiva orbita homoclinica. A

Figura 4.38 mostra duas projecdes desta orbita.
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duy /dt

-1.2 03— " ; ; |
-1 -0.5 1] 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5
uy bl

(a) Plano u;u, (b) Plano u,du,/dt
Figura 4.38: Projecdes da reposta no tempo do primeiro ponto sela perturbado, para

A=0.7, f=120°e a,=1.0/s. Modelo de torre estaiada perfeito.

Considerando a influéncia da rigidez relativa das molas com « =0.82,
verifica-se que as variedades ndo mais estdo contidas em um plano, mas em uma
superficie curva imersa no espaco de fase, Figura 4.39a. A resposta no dominio do
tempo tendo como condicdes iniciais a coordenadas perturbadas de uma das selas,
Figura 4.39(b), apresenta um comportamento com forte acoplamento,

preenchendo a orbita toda da fronteira de estabilidade (vide Figura 4.35(g)).

0.4 0.4

% y,
02 / 02
\\k . r
us 0.1 \,i j/ us 0.1
\ /
1
0+ ) 0
\\_-_-/x“\ /
0.1 o 0.1 o
0 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
uy |
(a) Variedades invariantes (b) Resposta no tempo

Figura 4.39: Projecdes das variedades invariantes e da reposta no tempo no plano u;xu,,
para =0.82, 1=0.7, f=120°e @, =1.0/s. Modelo de torre estaiada considerando a

influéncia da rigidez relativa das molas.

Para o sistema considerando a influéncia da rigidez relativa das molas com
a =1.18, como mostrado nas Figuras 4.35(c) e 4.36(a), a fronteira de estabilidade

estd associada a um Unico ponto de sela. A Figura 4.40 mostra projecdes das
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variedades e da resposta no dominio do tempo do sistema perturbado. Verifica-se
que as variedades invariantes apresentam uma variagdo linear no plano dos

deslocamentos e das velocidades e que a oOrbita definida pelas variedades é

homoclinica.
0.4 0.4
0 0
u 0.4 us-04
+
-0.8 — 0.8 —
12 1 .
-1 0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
uy |
(a) Variedades - plano u;xu, (b) Resposta no tempo - plano u;xu,
02 02
01— ‘ 7N 01— TN
5 N\ / ] B / |
~ gl Y r W 0 { :
= /\ | = \ '
0.1 ” \ 0.1 \ /
02 — - - - - - | 02 —
1 1.5 0 (1] 1 1.5 0 0
(c) Variedades - plano u;xdu,/dt (d) Resposta no tempo - plano u;xdu,/dt

Figura 4.40: ProjecOes das variedades invariantes e da reposta no tempo, para o= 1.18,
A=0.7, f=120°e @, =1.0/s. Modelo de torre estaiada considerando a influéncia da

rigidez relativa das molas.

As Figuras 4.41 e 4.42 ilustram o comportamento do sistema considerando
uma imperfeicdo geométrica com, respectivamente, w =0° e ¢=1°,e w =90° e
¢ =1°. Verifica-se que, em ambos os casos, as variedades estdo em uma

superficie curva no espaco 4D.
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0.6
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04 -

0.6

0.5 ] 0.5 1
|

(b) Resposta no tempo

Figura 4.41: Projecdes das variedades invariantes e da reposta no tempo no plano u;xu,,

para y=0° ¢=1° 1=0.7, f=120°e @, =1.0/s. Modelo de torre estaiada com

imperfeicdo geométrica.

0.6

04

<04

<} 0.5 0 0.5
Y

(a) Variedades invariantes

0.6

04

<04

-1 -0.5 0 0.5 1
|

(b) Resposta no tempo

Figura 4.42: ProjecBes das variedades invariantes e da reposta no tempo no plano u;xus,

para y=90°, ¢=1° 1=0.7, f=120°e w,=1.0/s. Modelo de torre estaiada com

imperfeicdo geométrica.

4.2.4.

Modos Né&o-Lineares de Vibracao

Com o intuito de identificar os modos ndo-lineares de vibracdo da torre

estaiada, foram escolhidos dois planos para os mapas de Poincaré, a saber:

u, xdu,/dt e u, xdu, /dt. Assim, tem-se que os respectivos planos de corte e as

respectivas sec¢bes de Poincaré, Z , séo definidas por:

IM={u,=0} > > ={u,=0,u,>0}n{H =h} (4.50a)
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M={u, =0} > > ={u=0u>0n{H=h} (4.50b)

4.2.4.1.
Modelo Perfeito

Para 0 modelo perfeito, ¢ = =0° e o =1, pode-se avaliar H = h através
das expressdes (4.17) e (4.47) para um dado nivel de energia h. As condi¢cbes
Iniciais de u, e u,, correspondentes, respectivamente, aos pares iniciais (u,,u, ) e

(u,,u,), sdo dadas por:

-1+u, A

+(\/§—\/(—senﬂ—ul)2 +cosﬂ+1—uf)2]/sen2ﬂ

vl @, 2
U, =# —U°+——2———P [ J2—/(senf-u,)’ +cos g +1-u,’
2 1 2 1 1

(4.51a)
%
+2a)p2(1—,/1—u12)+2h J
. L2 U22L]22 460p [
ul:i[_uz +—1+u22_ y) ( 2sen’ ﬂj(\/__ 2- ZUZJ
o ﬂ(\/_ Jsen?B+(cos B—u, ) +1—U22j2 (4.51b)

+2wp2[1—ﬁj+2h j%

onde somente as velocidades positivas sdo de interesse, sendo a fronteira dessas

regides dadas por:

2.2 2
h:lulZ_l( U1U12] -7 [[\/_ \/senﬂ u, )’ +cosf+1- uj

2 2\ —1+u,

+(x/§—\/(—sen,6’—ul)z+cosﬂ+1—u12)2j/sen2ﬂ (4.522)
o
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SRR S PR S e
S + - —2-2u? | +
277 2(-1+u?) 4 2sen’f3 ?
2 2
Zﬂj—pzﬁ(ﬁ—\/senzﬂﬂcosﬂ—uz)z +1—u22) (4.52b)
en

—a)pz(l—m)

Neste caso, tem-se uma ressonancia interna 1:1, sendo @, =@, =0.655.

Integrando as expressoes (4.36) para as condi¢des iniciais (u,, U, ) no interior
da regido definida por (4.52a) e impondo as restricdes para u, e u,, obtém-se a
secdo de Poincaré no plano u,xdu,/dt. De forma similar, integrando as
expressdes (4.36) para as condigdes iniciais (u,,U,) no interior da regido definida
por (4.52b) e com base nas restricdes de u, e u,, obtém-se a se¢do de Poincaré no
plano u, xdu, /dt.

Mostram-se na Figura 4.43 as secOes de Poincaré considerando 50% da
energia dos respectivos pontos de sela. Quando o nivel de energia é nulo tem-se
que a secdo transversal (secdo de Poincaré) se reduz a um ponto que corresponde
no plano u,xdu,/dt ao modo de vibracdo ndo-linear desacoplado no plano

u, xdu, /dt. No modelo de torre estaiada o sistema ndo apresenta modos n&o-

lineares desacoplados no plano u, xdu, /dt .

P11

0.1 — 0.1 —

PS12

22

P32

duy /dt
o
|
dus / dt
o
|

-0.1 -0.1

(a) Plano u;xdu,/dt (b) Plano u,xdu,/dt
Figura 4.43: Sec6es de Poincaré com 50 % da energia do ponto de sela, para

o = @, =0.655, 1=0.7, f=120° e w, = 1.0/s. Modelo de torre estaiada per