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Apêndice 

11.1.Demonstrações 

Lema 1: Não há perda de generalidade ao se restringir a estratégia do tipo: 

começar seguindo o dispositivo aleatório escolhendo o preço , continuar 

seguindo se todos o fizeram no período anterior ou se duas ou mais firmas 

desviaram simultaneamente e, caso contrário, jogar a punição ótima contra a 

firma desviante. 

Demonstração: Por Abreu (1988), existe uma punição ótima e, portanto, o 

conjunto de lucros de todos os equilíbrios perfeito em sub-jogos pode ser 

completamente analisado em termos de perfis de estratégia simples. Ou seja, o 

lucro de qualquer equilíbrio perfeito em sub-jogos pode ser replicado através de 

um perfil de estratégia simples , , … , , onde  é conjunto de perfis de 

ações , também chamado de caminho. Não há perda de generalidade 

ao se restringir ao mencionado tipo de estratégia, pois se pode replicar qualquer 

perfil de estratégia simples , , … ,  com   …  para  

e usando o mesmo caminho da punição ótima, .  

Lema 2: Sem perda de generalidade, pode-se analisar o equilíbrio de 

conluio em termos de um equilíbrio simétrico. 

Demonstração: Para todo equilíbrio assimétrico, existe um equilíbrio 

simétrico que gera o mesmo lucro total esperado ex-ante. Tome um perfil de 

estratégias …  que é um equilíbrio assimétrico com o vetor de lucros 

… . Como o jogo é simétrico, trocando arbitrariamente a ordem do vetor 

de estratégias, o vetor de lucros se altera da mesma forma, por exemplo, se 

     gera o vetor de lucro     , o perfil de estratégia 

     gera o vetor de lucro     . 

Sabe-se que  tem ! combinações possíveis e, para cada possibilidade, a 

soma o vetor de lucro se mantém inalterada. Portanto, define-se o seguinte perfil 

de estratégia : jogar cada possível combinação do equilíbrio assimétrico  com 

a mesma probabilidade 
!

. Como cada combinação de  é um equilíbrio por 

construção, então  também será um equilíbrio. Com perfil de estratégias , 
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cada firma recebe a média dos lucros do equilíbrio assimétrico , 
∑

, e o 

lucro total esperado ex-ante é o mesmo do equilíbrio assimétrico , ∑ .  

Lema 3: Sem perda de generalidade, pode-se analisar o equilíbrio de 

conluio em termos de um equilíbrio estacionário. 

Demonstração: Por Abreu, Pearce e Stacchetti (1990), pode-se 

representar o lucro do jogo repetido como a soma, ponderada pela taxa de 

desconto, do lucro do primeiro período com o valor de continuação do jogo. Se 

em algum período do jogo o lucro esperado varia, então se pode aumentar o 

valor de continuação do jogo jogando as ações do período com maior lucro em 

todos os períodos. Isso será um equilíbrio perfeito em sub-jogos, pois 

originalmente era um equilíbrio perfeito em sub-jogos e apenas se aumentou o 

valor de continuação o que relaxa as restrições de participação.  

Lema 4: Dado que qualquer desvio é observado, há três candidatos para o 

melhor desvio para o conluio de monopólio: (i) escolher o preço  que é um 

preço suficientemente baixo de modo que todos os consumidores pesquisem 

preços e a firma desviante vendará a todos os consumidores; (ii) escolher o 

preço  marginalmente menor que o menor preço escolhido pelo dispositivo 

aleatório, assim a firma desviante venderá a todos os consumidores com custo 

zero de busca; (iii) escolher o preço min , ̂  para a firma desviante vender a 

uma parcela dos consumidores com custo positivo de busca pelo maior preço 

possível, onde  é o preço de reserva considerando o desvio em si. 

Demonstração: O resultado de existir apenas três possíveis desvios vale, 

pois para qualquer outro preço há um melhor desvio. Se , então um 

aumento em  aumenta o lucro do desvio, pois a firma continuaria vendendo a 

todos os consumidores a um preço maior. 

Se , , então um aumento em  aumenta o lucro do desvio, pois a 

firma continuaria vendendo aos consumidores com custo zero de busca a um 

preço maior. Se , min , ̂ , então a firma venderia apenas aos 

consumidores com custo positivos de busca e qualquer aumento no preço 

aumentaria o lucro do desvio. Por último, se min , ̂ , então a firma ou 

venderia zero unidade do bem caso  ou venderia aos consumidores com 

custo positivo de busca a um preço maior que o de monopólio ̂ , em 

ambas as situações min , ̂  gera um desvio com maior lucro. 

Caso o conluio proposto não seja de monopólio (com um único preço), 

então o primeiro desvio pode ser diferente. Caso exista dois preços praticados 

pelas firmas,  e   com  (lema 8 e proposição 2), os consumidores com 
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custo positivo de busca se dividirão entre as firmas. Portanto, a firma desviante 

pode escolher suficientemente baixo de modo que os consumidores, com custo 

de busca positivo e que observaram o preço alto, estejam dispostos a sortear 

outro preço, i.e. . Assim, a firma desviante venderia aos consumidores com 

custo de busca nulo e para uma parcela dos consumidores com custo positivo de 

busca, a parcela que observou . 

 Alternativamente, a firma desviante pode escolher um preço ainda menor 

para seu desvio tal que , dessa forma venderia para todos os 

consumidores. Logo, o resultado de três candidatos para o melhor desvio 

permanece válido na presença de apenas dois preços praticados pelas firmas.   

Proposição 1: Para todo  , 1 , há conluio com preço de monopólio ( ̂) 

como resultado de um equilíbrio perfeito em sub-jogos. A taxa mínima de 

desconto, , para tal resultado será: 

max ,  

Onde,  e . 

Demonstração: A proposição 1 é uma simples aplicação dos teoremas 

Folk. O preço que maximiza a função objetivo é o preço de monopólio ̂. Nesse 

caso a restrição (iv) não importa, pois não há como as firmas desviarem 

aumentando o preço e há penas dois desvios relevantes. Uma redução marginal 

no preço e uma redução maior no preço de modo que os consumidores 

pesquisem preços. A primeira opção será mais lucrativa se, e somente se, 

̂ , onde  é o preço que faz consumidores pesquisarem 

preços, i.e.  será tal que . 

Como 0  ,  será decrescente em relação ao  e, portanto, existe 

um único  tal que para todo , ̂ . Logo, se , a 

taxa mínima de desconto exigida para a existência de conluio com preço de 

monopólio será: 

1 ̂
1 ̂ ̂

 

Caso contrário, i.e. , o desvio relevante é uma redução maior no 

preço e a taxa mínima de desconto exigida para a existência de conluio com 

preço de monopólio será: 

̂
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Formalmente, sempre que max , , há conluio com preço de 

monopólio.  

Lema 5: A punição ótima é simétrica sem perda de generalidade. 

Demonstração: Suponha que não, a punição ótima não é simétrica. Se a 

punição ótima é assimétrica, a firma que está sendo punida pode sempre jogar 

igual à firma que tem o maior lucro. Usando o lema 2, pode-se adotar uma nova 

estratégia que é um equilíbrio no qual cada firma recebe o lucro médio, logo 

essa nova estratégia punitiva é melhor ou igual que a punição assimétrica. 

Lema 6: A restrição (iv) é ativa. 

Demonstração: Suponha que não, no ótimo a restrição (iv) não é ativa. 

Logo, pode-se ignorá-la para resolver o programa e a solução será 0 com 

probabilidade um e , pois minimiza a função objetivo e respeitas as 

demais restrições. Contudo tal solução viola a restrição (iv).  

Lema 7: Se , então . 

Demonstração: Suponha que não, · . Nesse caso, pode-se 

resolver o programa ignorando a primeira restrição, porém a solução será a de 

minmax com · , pois , contradição.  

Lema 8: Ignorando a restrição (iv), o dispositivo aleatório que indica qual 

preço cada firma deve escolher com o objetivo de maximizar lucros e que 

mantém as firmas cooperando deverá escolher no máximo dois preços. Ou seja, 

em cada período, o dispositivo aleatório escolherá algumas firmas para terem 

preços iguais a  e outras para terem preços iguais a . 

Demonstração: Suponha que não. Em cada período, o dispositivo 

aleatório indica para as firmas três ou mais preços9. Podem-se ordenar as firmas 

de modo que  e, para uma dada coleção de preços, os 

consumidores terão um preço de reserva . O preço de reserva dos 

consumidores será a raiz de  

caso exista e ∞, caso contrário. Logo,  é crescente em  para todo . 

Seja   … : min , ̂ , define-se inf  e 

sup . O dispositivo aleatório pode aumentar o lucro das firmas realocando 

todas as firmas com preço diferentes de  para escolherem o preço , sem 

reduzir o preço de reserva dos consumidores garantindo que os consumidores 

                                                 
9 A distribuição de probabilidade usada pelo dispositivo aleatório não importa, pois para 

qualquer distribuição (continua ou não), o dispositivo indicará um vetor de preços que é a 
realização do dispositivo e o argumento usado na demonstração é válido para qualquer realização. 
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estejam dispostos a comprar por . Ignora-se a restrição (iv), pois o preço de 

reserva pode aumenta o que poderia eventualmente violá-la.  

Proposição 2: Para todo , , há conluio como resultado de um 

equilíbrio perfeito em sub-jogos no qual o dispositivo aleatório seleciona  

firmas para terem preço igual a  e 1  para terem preço igual a , onde 

. max ,  é o mesmo usado na proposição 1 e  será crescente 

em relação à taxa de desconto . 

Demonstração: Usando o lema 8 e solucionando o problema de 

maximização, mostrou-se que min , , ̂ , max , , e que 

uma das restrições (ii) ou (iii) será ativa no ótimo. Logo,  será determinando 

implicitamente pela restrição ativa o que depende de qual é o desvio relevante e, 

portanto, do custo de busca . O  determinando implicitamente depende 

positivamente de , pois qualquer aumento em  torna o problema menos 

restrito ao reduzir o lado direito das restrições (ii) e (iii) permitindo um aumento 

em  à medida que .  

Lema 9: Quando há compra, um consumidor pesquisa por novos preços 

se, e somente se, troca de firma, i.e. compra de uma firma diferente da firma que 

ele conhece o preço gratuitamente. 

Demonstração:  Se o consumidor comprou de uma firma diferente da 

qual dele estava associado, necessariamente pesquisou preços, pois caso 

contrário não poderia realizar a compra. 

 Se o consumidor pesquisou preços, o seu ganho esperado ao sortear 

outro preço era maior que o custo de busca, logo sempre que encontrar um 

preço maior ou igual ao inicial, o consumidor sorteará outro preço à medida que 

a distribuição dos preços não muda e o ganho esperado de se sortear 

novamente continua sendo maior que o custo de busca. O consumidor pára de 

pesquisar novos preços quando encontra um preço menor que o inicial de modo 

que não é mais vantajoso continuar a busca, portanto, terminada a busca, a 

compra se realiza necessariamente de outra firma.  

11.2.Lucro esperado ex-ante 

Pela lei das expectativas iteradas, para uma dada distribuição de 

probabilidade acumulada, o lucro esperado ex-ante da firma  em cada período 

será: 

, , |  
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, | Pr

, |  para algum  1 Pr    

Se  não for o menor preço, o lucro esperado será: 

, |  para algum 
1

 

Seja M o número de firmas com preço igual a , se  for o menor preço, o 

lucro esperado será: 

, |
1

||  

1

|
 

A segunda igualdade vale à medida que 0 sempre e que a função 

acima é diferenciável em M, então pode-se usar o teorema do valor médio e tirar 

a esperança. O número esperado de firmas com preço igual a  é um (a própria 

firma ) mais o número médio das demais 1  firmas com preço igual a , 

isto é: 

| 1 1 Pr | 1 1
Pr

Pr
 

Portanto, dada a distribuição de probabilidade dos preços, o lucro 

esperado ex-ante da firma  será: 

1 Pr

1 1
Pr
Pr
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