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Apéndice

11.1.Demonstracdes

Lema 1: Nao ha perda de generalidade ao se restringir a estratégia do tipo:
comecgar seguindo o dispositivo aleatério escolhnendo o prego x;;, continuar
seguindo se todos o fizeram no periodo anterior ou se duas ou mais firmas
desviaram simultaneamente e, caso contrario, jogar a puni¢cdo otima contra a
firma desviante.

Demonstracao: Por Abreu (1988), existe uma puni¢ao 6tima e, portanto, o
conjunto de lucros de todos os equilibrios perfeito em sub-jogos pode ser
completamente analisado em termos de perfis de estratégia simples. Ou seja, o
lucro de qualquer equilibrio perfeito em sub-jogos pode ser replicado através de
um perfil de estratégia simples o(Q° Q%,...,Q"), onde Q é conjunto de perfis de
acoes {q(t)};~,, também chamado de caminho. Nao ha perda de generalidade
ao se restringir ao mencionado tipo de estratégia, pois se pode replicar qualquer
perfil de estratégia simples o(Q°, Q%, ..., QN) com (xy¢ Xy ... xy¢) = q(t)Vt para Q°
e usando 0 mesmo caminho da punicdo étima, Q'. m

Lema 2: Sem perda de generalidade, pode-se analisar o equilibrio de
conluio em termos de um equilibrio simétrico.

Demonstracdo: Para todo equilibrio assimétrico, existe um equilibrio
simétrico que gera o mesmo lucro total esperado ex-ante. Tome um perfil de
estratégias o = (0; ...ay) que é um equilibrio assimétrico com o vetor de lucros
(my ...my). Como o jogo é simétrico, trocando arbitrariamente a ordem do vetor
de estratégias, o vetor de lucros se altera da mesma forma, por exemplo, se
o = (0, 0, 03) gera o vetor de lucro @ = (7, m, m3), 0 perfil de estratégia ¢ =
(05 04 0,) gera o vetor de lucro T = (m; m, 73).

Sabe-se que g tem N! combinacdes possiveis e, para cada possibilidade, a
soma o vetor de lucro se mantém inalterada. Portanto, define-se o seguinte perfil

de estratégia ¢': jogar cada possivel combinagéo do equilibrio assimétrico o com

a mesma probabilidade (Ni) Como cada combinagao de ¢ é um equilibrio por

construgdo, entdo o' também sera um equilibrio. Com perfil de estratégias o',
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N
. y g Y . . Iy . 4 TT;
cada firma recebe a média dos lucros do equilibrio assimétrico o, (%) eo

lucro total esperado ex-ante é o mesmo do equilibrio assimétrico o, (Z’i"=1 ni). [ ]

Lema 3: Sem perda de generalidade, pode-se analisar o equilibrio de
conluio em termos de um equilibrio estacionario.

Demonstracdo: Por Abreu, Pearce e Stacchetti (1990), pode-se
representar o lucro do jogo repetido como a soma, ponderada pela taxa de
desconto, do lucro do primeiro periodo com o valor de continuagdo do jogo. Se
em algum periodo do jogo o lucro esperado varia, entdo se pode aumentar o
valor de continuagao do jogo jogando as a¢bes do periodo com maior lucro em
todos os periodos. Isso sera um equilibrio perfeito em sub-jogos, pois
originalmente era um equilibrio perfeito em sub-jogos e apenas se aumentou o
valor de continuagao o que relaxa as restricbes de participacédo. m

Lema 4: Dado que qualquer desvio é observado, ha trés candidatos para o
melhor desvio para o conluio de monopdlio: (i) escolher o pregco p' que € um
preco suficientemente baixo de modo que todos os consumidores pesquisem
precos e a firma desviante vendara a todos os consumidores; (ii) escolher o
preco b’ marginalmente menor que o menor preco escolhido pelo dispositivo
aleatorio, assim a firma desviante vendera a todos os consumidores com custo
zero de busca; (iii) escolher o preco min{r’,p} para a firma desviante vender a
uma parcela dos consumidores com custo positivo de busca pelo maior preco
possivel, onde r’' é o preco de reserva considerando o desvio em si.

Demonstracéo: O resultado de existir apenas trés possiveis desvios vale,
pois para qualquer outro pregco ha um melhor desvio. Se p <p’, entdo um
aumento em p aumenta o lucro do desvio, pois a firma continuaria vendendo a
todos os consumidores a um prego maior.

Se p € (p',b"), entdo um aumento em p aumenta o lucro do desvio, pois a
firma continuaria vendendo aos consumidores com custo zero de busca a um
pregco maior. Se p € (b',min{r’,p}), entdo a firma venderia apenas aos
consumidores com custo positivos de busca e qualquer aumento no preco
aumentaria o lucro do desvio. Por ultimo, se p > min{r’, $}, entdo a firma ou
venderia zero unidade do bem caso p > r’ ou venderia aos consumidores com
custo positivo de busca a um prego maior que o de monopodlio (p > p), em
ambas as situagdes p = min{r’, p} gera um desvio com maior lucro.

Caso o conluio proposto ndo seja de monopdlio (com um Unico prego),
entdo o primeiro desvio pode ser diferente. Caso exista dois pregos praticados

pelas firmas, p e p com p <p (lema 8 e proposi¢cao 2), os consumidores com
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custo positivo de busca se dividirdo entre as firmas. Portanto, a firma desviante
pode escolher suficientemente baixo de modo que os consumidores, com custo
de busca positivo e que observaram o preco alto, estejam dispostos a sortear
outro prego, i.e. r' < p. Assim, a firma desviante venderia aos consumidores com
custo de busca nulo e para uma parcela dos consumidores com custo positivo de
busca, a parcela que observou p.

Alternativamente, a firma desviante pode escolher um preco ainda menor

para seu desvio tal que r'<p, dessa forma venderia para todos os

consumidores. Logo, o resultado de trés candidatos para o melhor desvio
permanece valido na presenca de apenas dois precos praticados pelas firmas. m
Proposicao 1: Paratodo 6 € [5, 1), ha conluio com prego de monopdlio (p)
como resultado de um equilibrio perfeito em sub-jogos. A taxa minima de
desconto, 5, para tal resultado sera:
5 = max{3,,5,)

p(N=1)R(P) = _ Rep)-EP
W(N-DR@B)+RP)-Nv* = 2 R@)H-v""

Onde, 6; =

Demonstragdo: A proposicdo 1 € uma simples aplicacdo dos teoremas
Folk. O pregco que maximiza a fungéo objetivo € o preco de monopdlio p. Nesse
caso a restrigdo (iv) ndo importa, pois ndo hd como as firmas desviarem
aumentando o prego e ha penas dois desvios relevantes. Uma redugdo marginal
no preco e uma redugdo maior no preco de modo que os consumidores

pesquisem pregcos. A primeira opcdo sera mais lucrativa se, e somente se,

[1_7”+,u]R(73) > R(p'), onde p’ é o prego que faz consumidores pesquisarem

precos, i.e. p' sera tal que ﬁff,D(x)dx =c.
Como D(x) > 0 Vx, p' sera decrescente em relagdo ao c e, portanto, existe
um Unico c* tal que para todo ¢ > c*, [1_7”+,u]R(ﬁ) > R(p'). Logo, se c = c*, a

taxa minima de desconto exigida para a existéncia de conluio com preco de
monopolio sera:

5 - u(N — 1)R()
Y7 u(N = DR(P) + R(H) — Nv*

Caso contrario, i.e. ¢ < c¢*, o desvio relevante € uma redugao maior no
preco e a taxa minima de desconto exigida para a existéncia de conluio com
preco de monopdlio sera:

-  R®" —@

5, =— N
27 R@)-v
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Formalmente, sempre que & > § = max{6;,5,}, ha conluio com prego de
monopdlio. m

Lema 5: A punigdo 6tima é simétrica sem perda de generalidade.

Demonstracdo: Suponha que ndo, a punigao 6tima nao é simétrica. Se a
punigao 6tima é assimétrica, a firma que esta sendo punida pode sempre jogar
igual a firma que tem o maior lucro. Usando o lema 2, pode-se adotar uma nova
estratégia que é um equilibrio no qual cada firma recebe o lucro médio, logo
essa nova estratégia punitiva € melhor ou igual que a punigdo assimétrica.

Lema 6: A restrigdo (iv) é ativa.

Demonstragdo: Suponha que ndo, no 6timo a restricdo (iv) ndo é ativa.
Logo, pode-se ignora-la para resolver o programa e a solugao sera p = 0 com
probabilidade um e v = v*, pois minimiza a fungdo objetivo e respeitas as
demais restricdes. Contudo tal solug&o viola a restrigdo (iv). m

Lema7:Se s <6, entdov; =7 .

Demonstracdo: Suponha que ndo, v(-)<7¥ . Nesse caso, pode-se
resolver o programa ignorando a primeira restricdo, porém a solugao sera a de
minmax com v(-) > ¥, pois § < §*, contradicdo. m

Lema 8: Ignorando a restrigao (iv), o dispositivo aleatério que indica qual
preco cada firma deve escolher com o objetivo de maximizar lucros e que
mantém as firmas cooperando devera escolher no maximo dois precos. Ou seja,
em cada periodo, o dispositivo aleatério escolhera algumas firmas para terem

pregos iguais a p e outras para terem pregos iguais a p.

Demonstracdo: Suponha que ndo. Em cada periodo, o dispositivo
aleatério indica para as firmas trés ou mais precos’. Podem-se ordenar as firmas
de modo que p; <p, <:-<py € para uma dada colecdo de precos, os
consumidores terdo um prego de reserva r. O preco de reserva dos
consumidores sera a raiz de |%pr1 D(x)dx + %fprz D(x)dx + -+ + %fpriD(x)dx —c
caso exista e r = oo, caso contrario. Logo, r é crescente em p; para todo i.

Seja S ={p; € {p1p2..pn}:pi < min(r,p)}, define-se p=inf(S) e p=
sup(S). O dispositivo aleatério pode aumentar o lucro das firmas realocando

todas as firmas com preco diferentes de p para escolherem o pregco p, sem

reduzir o pregco de reserva dos consumidores garantindo que os consumidores

°A distribuicdo de probabilidade usada pelo dispositivo aleatério ndo importa, pois para
qualquer distribuicdo (continua ou n&o), o dispositivo indicara um vetor de pregos que é a
realizagao do dispositivo e 0 argumento usado na demonstragao é valido para qualquer realizagao.
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estejam dispostos a comprar por p. Ignora-se a restricdo (iv), pois o preco de
reserva pode aumenta o que poderia eventualmente viola-la. m

Proposicdo 2. Para todo 6 € [Q,S], ha conluio como resultado de um
equilibrio perfeito em sub-jogos no qual o dispositivo aleatério seleciona a*N

firmas para terem preco igual ap” e (1 — a*)N para terem preco igual a p*, onde
p* <?". 8§ =max{8;,5,} € o mesmo usado na proposigéo 1 e p* sera crescente

em relacao a taxa de desconto 4.

Demonstracdo: Usando o lema 8 e solucionando o problema de
maximizagdo, mostrou-se que ;7* = min{r (p*, a),ﬁ}, a® = max{aj,a;}, € que
uma das restricoes (ii) ou (iii) sera ativa no 6timo. Logo, p* sera determinando

implicitamente pela restricao ativa o que depende de qual é o desvio relevante e,

portanto, do custo de busca c¢. O B* determinando implicitamente depende

positivamente de §, pois qualquer aumento em § torna o problema menos
restrito ao reduzir o lado direito das restricées (ii) e (iii) permitindo um aumento
em p* a medida que [1_7” + M] R (Q) >v'. ;

Lema 9: Quando ha compra, um consumidor pesquisa por Novos pregos
se, e somente se, troca de firma, i.e. compra de uma firma diferente da firma que
ele conhece o prego gratuitamente.

Demonstracao: (<) Se o consumidor comprou de uma firma diferente da
qual dele estava associado, necessariamente pesquisou pregos, pois caso
contrario ndo poderia realizar a compra.

(=) Se o consumidor pesquisou pregos, 0 seu ganho esperado ao sortear
outro prego era maior que o custo de busca, logo sempre que encontrar um
preco maior ou igual ao inicial, o consumidor sorteara outro pre¢co a medida que
a distribuicdo dos pregos ndo muda e o ganho esperado de se sortear
novamente continua sendo maior que o custo de busca. O consumidor para de
pesquisar novos precos quando encontra um preco menor que o inicial de modo
que nado é mais vantajoso continuar a busca, portanto, terminada a busca, a
compra se realiza necessariamente de outra firma. m

11.2.Lucro esperado ex-ante

Pela lei das expectativas iteradas, para uma dada distribuicdo de
probabilidade acumulada, o lucro esperado ex-ante da firma i em cada periodo

sera:

n¢ = By, p-0)] = Ep, |Ep_ [n(pi, p-)Ipi]
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= E, {E,_,[m(pi, p-)|p: < p;Vj]| Pr(p;: < p;V))
+ Ep_i[n(pi,p_i)lpi > p; para algumj][l — Pr(pi < p;Vi ])]}
Se p; nao for o menor prego, o lucro esperado sera:

—u)

R(p:)

Seja M o numero de firmas com preco igual a p;, se p; for o menor precgo, o

E,_ [m(pi,p-)lp; > pj paraalgum j| =

lucro esperado sera:

1-w
N

. u .
E,_[n(oip-Dlp: < p;Vij] = EM{ + M] R(p)lIp; < PjV}}

_ [(1 —u)

E[Mlpl < P]V]]] Ps)

A segunda igualdade vale a medida que M > 0 sempre e que a fungao
acima é diferenciavel em M, entdo pode-se usar o teorema do valor médio e tirar
a esperanga. O numero esperado de firmas com preco igual a p; € um (a propria
firma i) mais o numero médio das demais (N — 1) firmas com preco igual a p;,
isto é:

Pr(p; =p))
Pr(p; <p))
Portanto, dada a distribuicdo de probabilidade dos pregos, o lucro

E[Mlp; <p;Vj]=14+ (N =D Pr(p; =p;lpi <p;) =1+ (N - 1)

esperado ex-ante da firma i sera:

(M 1 )
. l(1-w Pr(pi <pVi)u |
S T Pr(p; p;)IR
[ 1+(N—1)P(pl<p])J


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812358/CA




