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Anexo A. 
Conceitos Básicos de Escoamentos Turbulentos 

O primeiro trabalho sistemático realizado sobre turbulência foi conduzido 

por Osborne Reyolds em 1883. Seus experimentos realizados em tubos 

mostravam claramente a existência de dois regimes de escoamento: laminar e 

turbulento. Ele estabeleceu a existência de um parâmetro adimensional de 

controle da transição à turbulência, conhecido como número de Reynolds. 

 (A1) 

onde,  é a velocidade média do fluido,  é a longitude característica do fluxo e 

 é a viscosidade cinemática. Reynolds estabeleceu ainda, que um escoamento 

turbulento no interior de uma tubulação só pode ser sustentado para  acima 

de 2300, hoje sabe-se que este valor depende da forma que o escoamento está 

sendo perturbado. 

Os escoamentos turbulentos são caracterizados por uma constante 

flutuação da velocidade devido a uma instabilidade inerente ao fluxo, (Prasuhn, 

1980). A Figura A1 mostra um gráfico da velocidade turbulenta e seu 

comportamento no tempo. A velocidade instantânea  pode ser definida pela 

soma da velocidade média temporal, , e da velocidade flutuante, . 

 (A2) 

 

 

Figura A1 - Flutuação da velocidade com o tempo em escoamentos turbulentos 
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Se a velocidade média temporal  é constante com o tempo, conforme 

Figura A1, então se diz que o escoamento é permanente. Se  varia com o 

tempo em um ponto, o fluxo é dito transiente. Assim, mesmo que a velocidade 

instantânea, , varie com o tempo, o fluxo turbulento será definido como 

permanente se a velocidade média temporal em cada ponto não variar com o 

tempo. O conceito de uniformidade também se aplica neste caso ao movimento 

médio. Diz-se que o escoamento turbulento é uniforme quando o campo dos 

vetores que representam as velocidades médias temporais se repete ao longo 

do escoamento. 

A velocidade média temporal é obtida pelo processo usual de cálculo de 

variáveis médias com o tempo. 

 (A3) 

onde  é o tempo sobre o qual a média é tomada,  

 
(a) (b) 

Figura A2 - Perfis de velocidade de escoamentos laminares e turbulentos, 

respectivamente, entre contornos paralelos 

A Figura A2a, mostra a distribuição uniforme das velocidades de um 

escoamento bi-dimensional, permanente e laminar, entre contornos paralelos. 

Um escoamento turbulento com a mesma vazão é mostrado na Figura A2b. Isso 

é indicado pela mesma média das velocidades  para cada caso. Para o fluido 

laminar sabe-se que a média das velocidades é dois terços da velocidade 

máxima, ou em termos da taxa de fluxo, a vazão dividida pela área, que pode ser 

também determinada pela seguinte integração: 

 (A4) 

O escoamento turbulento, Figura A2b, apresenta uma distribuição flutuante 

das velocidades que varia com o tempo e a posição. O gráfico apresentado 
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mostra a distribuição das velocidades em um instante qualquer. Num instante 

seguinte essa distribuição é alterada. Porém, examinando-se a velocidade em 

um dado ponto, por exemplo, , obtém-se um gráfico com o mostrado na Figura 

A1. Repetindo-se esse mesmo procedimento para o ponto , obtém-se algo 

similar, porém a magnitude da velocidade média temporal nesse caso deve ser 

maior que no caso anterior. Repetindo-se esse procedimento para cada ponto do 

escoamento, obtém-se a distribuição das velocidades médias temporais , 

conforme mostrado na Figura A2b. A velocidade média, tanto no escoamento 

laminar como nesse caso, pode ser relacionada com o perfil de velocidades, 

integrando-se a velocidade média temporal sobre a área. 

 (A5) 

As componentes cartesianas ,  e  da velocidade instantânea serão 

iguais a ,  e  respectivamente. Reescrevendo cada componente da 

velocidade instantânea em termos da velocidade média temporal e da 

velocidade de flutuação, tem-se: 

 

 

 

(A6) 

Como não há taxa liquida de fluxo nas direções  e , as velocidades  e 

 são iguais a zero. A flutuação representa a velocidade instantânea relativa à 

média, e conseqüentemente a média das flutuações deve ser igual a zero. Isto 

pode ser mostrado matematicamente. Sendo a velocidade instantânea  definida 

como: 

 (A7) 

Tomando-se a média de cada lado da eq. (A7), tem-se: 

 (A8) 

Porém, a média da soma é igual à soma das médias, então: 

 (A9) 

e 

 (A10) 

Uma vez que a média das flutuações desaparece, deve-se definir outro 

termo para descrever a flutuação em uma dada direção. Assim, a intensidade da 

turbulência é dada pelo valor quadrático médio, rms, da média temporal tomada 
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das raízes quadradas de , para que os valores sejam positivos. Isto é, a 

intensidade da turbulência é o valor quadrático médio, rms, das velocidades de 

flutuação, . 

Embora a média das flutuações seja igual a zero, isto não implica que a 

média do produto  também o seja. De fato, esse valor é geralmente menor 

do que zero. 

 (A11) 

Isto fica claro analisando-se o perfil de velocidades  apresentado na 

Figura A3. 

 

Figura A3 – Croqui para explanação da tensão de cisalhamento turbulenta 

Observando-se as velocidades nos pontos  e , pode-se notar que a 

velocidade no ponto  é um pouco maior que a velocidade no ponto . Quando 

há uma flutuação positiva da velocidade vertical, , no ponto , partículas 

fluidas com velocidade média de  serão carregadas em direção ao ponto , 

dessa forma diminuindo a velocidade no ponto mais alto. Essa redução 

representa uma flutuação negativa na direção x, . Reciprocamente, a 

flutuação negativa da velocidade vertical, , no ponto  carrega as partículas 

fluidas com velocidade média de  na direção do ponto . Isto 

temporariamente aumenta a velocidade no ponto , acima dos valores médios 

de , o que corresponde a uma flutuação positiva da velocidade . 

Conseqüentemente, flutuações positivas das velocidades verticais são 

usualmente acompanhadas por flutuações negativas das velocidades 

horizontais, e vice-versa. 

A Figura A4 mostra que a quantidade  quando multiplicada pela 

densidade resulta na tensão de cisalhamento turbulenta, dada por: 

 (A12) 
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A flutuação positiva da velocidade vertical através da unidade de área 

horizontal, Figura A4, carrega uma descarga de massa com magnitude , 

verticalmente através da superfície. Se a correspondente velocidade de variação 

na direção x é  

 

Figura A4 – Componentes da velocidade turbulenta em termos do fluxo 

 

A.1. Aproximação Empírica 

Apresenta-se nesta seção um enfoque empírico e bastante aproximado, 

baseado na viscosidade turbulenta e na teoria conhecida como mixing-length ou 

comprimento da mistura. Não se pretende apresentar toda a teoria referente ao 

assunto nesta seção, mas sim, apenas os tópicos necessários para o 

entendimento e desenvolvimento das equações que descrevem a distribuição de 

velocidades que prevalecem em determinados casos de escoamentos 

turbulentos. 

A primeira hipótese adotada é creditada a J. Boussinesq, (1877). Para 

escoamentos turbulentos, a tensão de cisalhamento total, é devida a duas 

componentes. Uma resultante dos efeitos viscosos e outra devida às flutuações 

turbulentas, logo: 

 (A13) 

De acordo com a eq. (A13), a tensão cisalhante turbulenta  é 

combinada com a viscosidade para se obter a tensão de cisalhamento total. 

Boussinesq assumiu que uma analogia semelhante poderia ser feita entre a 

ação molecular, responsável pela viscosidade e os turbilhões maiores que 

causavam as tensões turbulentas. Ele conseqüentemente definiu a viscosidade 

turbulenta  tal que a tensão turbulenta poderia ser obtida por , assim: 
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 (A14) 

Logo, a tensão de cisalhamento total é expressa por: 

 (A15) 

Dividindo  pela densidade, obtém-se a viscosidade cinemática turbulenta 

, assim pode-se escrever a eq. (A15) como: 

 (A16) 

É razoável assumir que próximo aos contornos à turbulência será 

suprimida pela presença do próprio contorno e as eqs. (A15) e (A16) serão 

revertidas às equações de viscosidade. Por outro lado, a mistura é muito mais 

intensa em escoamentos turbulentos do que em laminares, a viscosidade 

turbulenta terá magnitudes muito maiores do que em laminares através de todas 

as regiões do escoamento. Conseqüentemente pode-se expressar a tensão de 

cisalhamento por:  

 (A17) 

A segunda relação empírica que será apresentada deve-se a Prandtl 

(1952). Essa formulação é conhecida como hipótese do comprimento da mistura, 

mixing-length hypothesis, Figura A5. 

 

Figura A5 – Hipótese do comprimento da mistura 

Os pontos  e  e suas respectivas velocidades médias  e  , estão 

separados por uma distância , igual à média dos tamanhos dos turbilhões, isto 

é: 

 (A18) 

Assim como discutido anteriormente, uma flutuação positiva  no ponto 

 causa uma redução na componente  da velocidade instantânea no ponto , 
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que é aproximadamente proporcional à diferença na velocidade média. Desse 

modo então, no ponto : 

 (A19) 

Na eq. (A19) assume-se uma variação linear da velocidade ao longo da 

distancia . Desprezando-se a contribuição da viscosidade, tem-se: 

 (A20) 

Comparando-se a eq. (A20) com a eq. (A17) tem-se: 

 (A21) 

Assim, a viscosidade cinemática turbulenta, que pode ser entendida como 

um coeficiente da mistura depende da magnitude da flutuação turbulenta e o 

tamanho dos turbilhões. 

Se  é mais ou menos igual a magnitude de , a eq. (A20) pode ser 

escrita como: 

 (A22) 

O sinal de módulo é colocado apenas em torno de um gradiente de 

velocidades, assim a tensão de cisalhamento irá refletir algebricamente o sinal 

do gradiente. Para um gradiente de velocidades positivas, o valor absoluto do 

sinal pode ser ignorado e a equação rearranjada para: 

 (A23) 

 Para se obter a distribuição da velocidade dessa expressão, a variação 

em , com relação a  e , deve ser conhecida ou pelo menos estimada. Prandtl 

assumiu que o tamanho dos turbilhões, ou do comprimento da mistura, era 

diretamente proporcional a distância do limite . 

 (A24) 

onde  é a constante de proporcionalidade. Ele posteriormente assumiu que se  

é mantido suficientemente pequeno, a tensão de cisalhamento  pode ser 

substituída pela tensão de cisalhamenot da parede .  

 (A25) 

Convencionalmente, o temo da tensão de cisalhamento da parede é 

substituído pela velocidade de cisalhamento  definida por: 
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 (A26) 

Assim a eq. (A25) assume a seguinte forma final: 

 (A27) 

Integrando a eq. (A27) obtém-se o perfil de velocidades turbulentas. 

 (A28) 

 

A.2. Distribuição da Velocidade Turbulenta 

Como nesta seção as componentes das flutuações turbulentas não serão 

consideradas, as barras serão omitidas. Desta forma, assume-se que as 

velocidades e as pressões daqui em diante serão expressam em termos dos 

valores médios. 

Estudos experimentais mostram que a constante  da eq. (A28), conhecida 

como constante universal de von Kármán, é igual a 0,4, em certos casos esse 

valor pode variar consideravelmente. Assim, a eq. (A28) pode ser reescrita 

como: 

 (A29) 

Aplicando-se a eq. (A29) no limite onde  tem-se uma velocidade 

negativa infinita, Figura A6.  Para contornar essa dificuldade é localizar o ponto 

de velocidade igual a zero, , como mostrado na Figura A6. 

 

Figura A6 – Esquema para avaliação da constante de integração para perfis de 

velocidades logarítmicas 
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Substituindo esse ponto na eq. (A29) obtém-se: 

 (A30) 

 

e então: 

 (A31) 

Para avaliação de  é necessário considerar se o perfil de velocidades é 

dado sobre uma superfície suave ou uma superfície áspera. 
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