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Modelos Nao-Lineares

3.1.
Modelos Nao-Lineares Univariados

3.1.1.
Modelo TAR

O modelo Auto-regressivo com limiar (TAR — Threshold Autoregressive)
foi proposto inicialmente por Tong (1978). Um pouco mais trabalhado, foi mais
bem desenvolvido por Tong e Lim (1980) e Tong (1983). Conforme os avangos
das pesquisas, este modelo se popularizou com indmeras aplicagdes em séries
temporais ndo-lineares. As andlises tornaram-se interessantes pelo fato deste
modelo atribuir um modelo linear diferente para distintas regides onde se
encontram os valores de uma varidvel determinada varidvel de transi¢do. Definiu-
se que se a varidvel de transicdo for uma defasagem da varidvel endégena, o
modelo é, entdo, denominado modelo auto-regressivo com limiar auto-excitante

SETAR (Self-Exciting Threshold Autoregressive).

3.1.1.1.
Formulacao Matematica

Defina y; como uma série temporal. Esta série segue um processo TAR

caso,
P h P
Yo = o + Z QjYs-j + Z [/\os + Z /\jiyt—j] Li(q:) + &,
=1 =1 j=1 (31)
onde,
0S8 termos g, Ay, «.., &y € Agj, Ayjy s Api 1 =1, ..., h, s80 0s coeficientes reais do
modelo;

&~NID(0,02);

I;(.) é uma funcéo indicadora, definida por


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721356/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0721356/CA

30

1, seqy =Tt
0, caso contrario

I;(q¢) :{

O modelo pode ser reescrito na forma vetorial,

h

U =o'z + Z )‘:sz:'(%} + Egy
po (3.2)

onde,
os coeficientes do modelo sio os vetores a = [ag ay, ...,ap] e
A= [/101',/111', ...,Api] e, ainda, z; = [1,yt_1,yt_2, ...,yt_p].

Esta representacdo do modelo permite verificar que, dependendo do valor
assumido pela varidvel g,, o modelo ativa um dos h+1 modelos lineares auto-
regressivos de ordem p, AR(p). Conforme dito, caso q; = y;_4 0 modelo TAR ¢é

denominado SETAR, e tem a seguinte representacdo matricial:

h
Yo = 'z + Z Nz Li(y,-a) + &,

i=1 (3'3)
onde, o escalar d € conhecido como tamanho do limiar ou pardmetro de
defasamento.

3.1.2.
Modelo STAR

Uma generalizacio do modelo SETAR com dois regimes, incorporando
uma transicao suave entre eles, foi proposta por Chan e Tong (1986). Este modelo
foi denominado modelo STAR (Smooth Threshold Autoregressive). Para uma

revisdo, consulte Terdsvirta (1994).

3.1.2.1.
Formulacao matematica

Considere y, uma série temporal univariada. A expressdo matemadtica

representada pelo modelo com dois regimes € dada por:

Ve = ¢£Xt(G(5t;V' C)) + ¢éxt(1 —G(ss v, C)) + & (3.4)

onde,
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o vetor ¢; = (gbi,o, i1, ...,gbi,p)’ ; 1=1,2 sdo os coeficientes dos modelos
lineares ligados aos regimes

o vetor X; = (1,Y¢—1,Yt—2, -, Ye—p)'s € formado por 1 na posicdo inicial
indicando o intercepto do modelo e nas demais posicoes as defasagens da varidvel
endégena

a fungdo G(.) é uma funcédo limitada no intervalo [0,1], aqui determinada como a

funcdo logistica, dada por:

1
14 e 760 (3.5)

G(sgy,c) =
O vetor de parAmetros 8 = (y,c) dessa fungdo contém os pardmetros de
suavidade e locagdo, respectivamente, com a restricdo y > 0. O primeiro € o
responsavel pelo grau de suavidade da fun¢do de transicdo, e o segundo representa
o limiar entre os dois regimes. Para o mesmo valor de y, a distancia entre o valor
de s; e ¢ determina o grau de pertinéncia dos regimes do modelo. Na situacdo em
que s; =c, a observacdo pertence a ambos os regimes com igual grau de
pertinéncia.
Obtemos o modelo TAR se definirmos a fungéo de transi¢do G(.) como

uma func¢do indicadora do tipo:

(1, st <c
G(')_{O, Se>¢C

Neste caso, o limiar entre os dois regimes é abrupto e determinado por ¢, 0
parametro de limiar ou locagao.

Uma das grandes vantagens na utilizagdo dos modelos de transi¢do suave € a
possibilidade de especificar a funcdo de transi¢cdo de forma a evitar este problema
da busca por um limiar “rigido” entre os regimes. A escolha mais comum para a
funcdo de transicao € a funcdo logistica. O modelo com esta funcdo de transicao é
denominado modelo LSTAR (Logistic Smooth Transition AutoRegressive).

A fim de experimentar a funcdo logistica, fixou-se alguns pardmetros e

avaliou-se o seu comportamento através do Grafico 3.1. O parametro de suavidade
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y assumiu os valores do conjunto {1, 2.5, 5, 50}, para representar diferentes niveis

de suavidade da func¢do logistica, e o parametro de locagdo ¢ assumiu o valor zero.

Transiticn

Grifico 3.1: Fungdo logistica com pardmetros fixos

Quando y tende para zero, a funcao logistica torna-se uma constante igual a
0,5 e o modelo LSTAR se reduz a uma média de dois modelos lineares AR(p).
Este comportamento permite concluir que ndo existe distingdo entre os regimes.

Conforme aumentamos o valor do pardmetro de suavidade y, ou seja, com
y tendendo para infinito, a funcio logistica aproxima-se de uma fun¢do do tipo
degrau e a transicdo de um regime para o outro se torna uma transicado abrupta.
Neste caso, a funcdo logistica torna-se uma fun¢do indicadora e o modelo é
denominado TAR. E ainda, caso a varidvel de transicdo seja uma defasagem da
varidvel enddégena, s; = y;_4, 0 modelo € entdo denominado SETAR (Self-
Exciting Threshold Autoregression).

Para valores no intervalo (0,1) assumidos pela fungdo logistica G(.), o
modelo LSTAR com dois regimes € definido como uma média ponderada de dois
modelos AR(p), onde os pesos das observacdes sdo determinados por esses
valores da fungdo de transi¢do, G(s:; y,¢) e (1 — G(ss; v, ¢)).

O modelo STAR citado anteriormente possui 2 regimes. Porém, este pode

ser estendido para um nimero maior de regimes. Neste caso, denomina-se como
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MRSTAR (Multiple Regime Smooth Transition AutoRegression). Por exemplo, a
representacdo de um modelo MRSTAR de 4 regimes pode ser escrita da seguinte

forma:

Ye = [¢1xt61(51t; Y1,€1) + ¢éxt(1 — G1(516; V1, C1))] * G (Sze5 V2, C2)
+ [¢§xt61(51t; Y1,€1) + ¢4,1-xt(1 — G1(S1¢; Y1, C1))]
5 (1= Gy(s303¥2,¢2)) + & (3.6)

Considerando conhecidas as varidveis de transicao S;; € Sp¢, hota-se que os
regimes na equagdo sao ponderados por uma composi¢do de funcdes logisticas
(G,1(.) e G5(.)). Essa composi¢do soma a unidade, por isso podem ser vista como
funcgdes de pertinéncia. O conceito de pertinéncia € largamente utilizado na teoria
da Loégica Fuzzy (Zadeh, 1965). Maiores detalhes referentes aos modelos

MRSTAR podem ser obtidos em van Dijk e Franses (1999).

3.1.2.2.
Especificacao do modelo

Esta secdo apresenta uma estratégia de especificagdo do modelo STAR.
Estratégia esta, definida como ‘“‘especifica-para-geral”. Este procedimento inicia
com um modelo simples e, de acordo com os resultados dos testes estatisticos
aplicados, o modelo tem sua complexidade aumentada.

A primeira preocupacgdo refere-se a selecdo das varidveis que ird compor o
modelo, tanto as varidveis que formardo o vetor z; quanto aquelas denominadas
varidveis de transi¢do, que formam o vetor X;.

A modelagem STAR parte de um modelo simples e aumenta sua
complexidade de acordo com os resultados dos testes aplicados. van Dijk,
Terasvirta e Franses (2002) em seu trabalho, propuseram um processo de
construcdo destes modelos, o qual segue um ciclo de modelagem. Os passos sdo:

1) Especificacdo de um modelo AR(p)

Diversos modelos lineares sdo estimados, come¢ando com um modelo
AR(1) e aumentando a ordem p do modelo, com p = 1,2, ..., Dimax-
Aquele modelo que minimizar os critérios de informacdo AIC (Akaike,

1974) ou BIC (Schwarz, 1978) deve ser selecionado. Todas as
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propriedades dos modelos lineares AR(p) devem ser verificadas,
incluindo a que se refere aos residuos do modelo, definindo-os como

aproximadamente um ruido branco.

Teste da hipétese de linearidade contra uma alternativa da familia
STAR

Na constru¢cdo do modelo STAR, o teste de linearidade tem duas
fungdes. A primeira verifica a adequagdo do modelo linear para
descrever os dados. A hipétese nula do teste € a de linearidade. No
caso em que esta ndo for rejeitada, ndo € necessario estimar um modelo
ndo-linear para os dados. A segunda determina as varidveis que
formam o vetor de transicdo Xx,. Tsay (1989) propds a aplicacdo do
teste de linearidade para cada uma das defasagens da varidvel
endégena (y;_4) e selecionar como varidvel de transicdo aquela que

apresentar o menor p-valor do teste.

Estimacdo dos parametros do modelo STAR selecionado

Para estimar os parametros do modelo, utiliza-se o método de Minimos
Quadrados Ordinarios (MQO) para os pardmetros lineares e o método
de Minimos Quadrados Nao-Lineares (MQNL) para os parametros
nao-lineares do modelo STAR. Este ultimo, sob a normalidade dos

erros, € equivalente a0 método de Médxima Verossimilhanga (MV).

Andlise de diagndstico do modelo
O modelo STAR selecionado e estimado deve apresentar residuos com
boas propriedades. Basicamente, verifica-se a correlagdo dos residuos

de forma que eles se comportem como ruido branco.

Re-especificagdo do modelo de acordo com os resultados do
diagnostico

No caso de selecionar um modelo STAR que ndo produza residuos
com boas propriedades, deve-se voltar a etapa 1 e re-especificar um

modelo AR(p) e, assim, seguir todas as etapas.
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6) Utilizagdo do modelo com fins descritivos ou de previsdo
Com todas as etapas acima verificadas, determina-se este modelo como

o modelo final e este deve ser utilizado de acordo com os seus fins.

3.2.
Modelos Nao-Lineares Multivariados

3.2.1.
Modelo TVAR

Tsay (1998) estendeu a abordagem dos modelos TAR (Threshold
Autoregressive) para modelos multivariados, definindo-os como modelos TVAR
(Threshold Vector Autoregressive). Este modelo teve como motivacdo uma
aplicagdo no mercado financeiro, onde um ativo foi negociado em dois mercados,

simultaneamente.

3.2.1.1.
Formulacao matematica

Considere que os modelos lineares locais dependam de algumas varidveis
exégenas. Seja y: = (Vig ) Vie) uma série temporal k-dimensional e x; =
(X1g -or Xpe)' uma série temporal v-dimensional de varidveis exdgenas. Seja
—0=13<1; < <Tg_q <Tg =00, entdo y, segue um modelo multivariado de

limiar com varidvel de limiar z; e um lag d dado pela seguinte expressao:

(3.7)

onde,
Jj =1,...,s; ¢; sdo vetores de constantes; p € g sdo inteiros nao negativos.

A inovagao satisfaz

onde,

o primeiro termo € uma matriz positiva definida simétrica;
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o segundo é uma seqiiéncia de vetores descorrelatados aleatérios com média zero
e matriz de covariancia I, a matriz identidade.

O modelo apresentado tem s regimes € ¢ um modelo linear com relagdo ao
espaco de limiar z,_;, mas € ndo linear no tempo se s >1. Assume-se que a

varidvel de limiar z, € conhecida, estaciondria e apresenta uma distribui¢do

continua e o lag d, o nimero de regimes s, € os limiares r; sdo desconhecidos.

3.2.1.2.
Teste de Linearidade

Primeiramente, Tsay (1998) propds um teste estatistico para detectar a
necessidade de estimar o modelo TVAR ao invés de um modelo linear, isto &,
testou s =1 contra s > 1. O teste é simples e apresenta um bom desempenho em
amostras finitas. Este teste ¢ uma generalizacdo do proposto em Tsay (1989) para
0 caso univariado, e apresenta uma distribuicdo assintdtica Qui-Quadrado. A
generalizacdo também leva em conta a presenga de varidveis exdgenas e
heterocedasticidade condicional.

Em seguida, o autor considerou o teste LM com a hip6tese nula que y; é
linear contra a hipdtese alternativa que y, segue um modelo TVAR definido
anteriormente. O teste LM usa a varidvel de limiar para construir uma regressao
arranjada. Este regressdo baseada no crescimento da ordem da varidvel de limiar

z

Zt—d c.

Yiiea = Xigyra® + €iyoa. i=1.--.n—h (3.8)

onde (i) € o indice temporal de z(;).

E importante notar que a dindmica da série y, nio mudou. O que mudou
foi a ordem que cada dado entra na regressdo, isto €, a ordem das linhas, se
vissemos a regressao em um contexto matricial. A idéia do teste é simples: se y; €
linear, entdo o estimador de minimos quadrados recursivo da regressdo arranjada é
consistente, logo os residuos previstos sdo aproximadamente um ruido branco.

Conseqiientemente, os residuos previstos sdo descorrelatados do regressor

Xi(iy+a- Por outro lado, se y, seguir um modelo de limiar, os residuos previstos
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ndo serdo ruido branco, pois o estimador de minimos quadrados serd viesado.
Neste caso, os residuos previstos serdo correlatados com o regressor X¢(;)4+q-

Ap6s a aplicacdo do teste o autor descreve um procedimento de construcao
do modelo incluindo a estimacdo de s e dos limiares. O método de estimagdo
aplicado € o de minimos quadrados condicional e a selecdo do modelo € realizada

com base no critério de informac¢do de Akaike.

3.2.1.3.
Estimacao

Considerando estimacdo por minimos quadrados condicional e assumindo
que p, g e s sdo conhecidos, e que a varidvel de limiar z; € dada, escrevemos o

modelo para o caso de s = 2 da seguinte forma:

1,2 . .
X, +3""a; iz 4=

Yy, = ' L1z .
X, +3,7a; if 2 4>n

Os parametros do modelo sio
(. D, 3. 5. . d)
e a sua estimagdo pode ser obtida em dois passos. Primeiro, para um dado d e 1y, o
modelo acima nada mais € do que duas regressdes lineares multivariadas

separadas, cujas estimativas de minimos quadrados dos seus parametros sao um

resultado conhecido:

Yy, - X @, )y, - X @, )

‘:L‘,.[-",.rfj—[ZX,_X:] '[Z.Xl.y:], ¥ir.d) = )
, , ng — k

Define-se a soma do quadrado dos residuos como
Slr.d) = 8, (ry. d) += Salry. d)
onde S;(rq,d) € o traco de
(o, — )X . d)
No passo 2, as estimativas de minimos quadrados condicional de d e ; sdo

obtidas fazendo

(1. d) = argmin, ,S(r.d)
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Os estimadores de minimos quadrados condicionais sdo estimadores

consistentes dos coeficientes, do lag e dos limiares e da matriz de covariancias.

3.2.1.4.
Identificacao do modelo

O problema de identificagcdo e especificacio de um modelo de limiar
multivariado envolve a selecdo de muitos parametros. Os problemas mais dificeis
sdo: a identificacdo da varidvel de limiar e a especificacdo do nimero de regimes.
A identificacdo de s pode levar em consideragdo experi€ncias passadas e
informacdes a priori sobre o conjunto de dados, ou a complexidade computacional
pode restringir s a um nimero pequeno.

Assumindo que z; e s sdo dados, o autor usa o critério AIC para selecionar
um modelo. Dados p, g, d e s, o critério AIC do modelo de limiar multivariado é

dado por:

M

y !|_||r|f- Il: I:'.l. |'.,'. |'.|II. .'H:l — Z L_} ||J|: .||r.",'|: Il'-'. f..'- Il»lll- el :I :I T f-’fl |: .ffl Il'-' T l"l'..' T | ||
' (3.9)

onde Lj(p,q,d,s) € a fungdo de verossimilhanga do regime j avaliado na

estimativa de mdxima verossimilhanca de c;, ¢§] ), B gl ),

3.2.2.
Modelo STVAR

O modelo STVAR (Smooth Transition Vector Autoregressive) é a versao
multivariada do modelo STAR descrito na secdo 3.1.2. Este modelo ¢é
severamente utilizado para modelar vetores de séries temporais, citando aqui o

campo da Macroeconomia.

3.2.2.1.
Formulacao matematica

Considere Y; = (V14 Yorr -r Vi)' como um vetor (K x 1) de séries
temporais. Uma analogia K-dimensional da expressdo matemdtica representada

pelo modelo STAR com dois regimes € dada por:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0721356/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0721356/CA

39

Y = ®1X (G (557, 0)) + DX, (1= Glsi;v,0)) + & (3.10)

onde,
os vetores @; 5 , 1 =1,2 sdo vetores (K x 1) dos coeficientes interceptos ligados aos
regimes;
a matriz ®; = (Cl)i,l, ...,CI)i,p)’ 1 =1,2 tem dimensdo (K x K) e é formada pelos
coeficientes dos modelos lineares ligados aos regimes;
o vetor & = (€4, ..., €x)’ € 0 vetor k-dimensional de ruido branco com média
zero e matriz de varidncia-covariancia positiva definida X;
a matriz X, = (1,...,1,Y_4, Y5, ...,Y,_p,), é formada por 1 na posi¢do inicial
indicando o intercepto do modelo e nas demais posicOes as defasagens das
varidveis endogenas;
a funcdo G(.) € a funcio logistica.

Observe que no modelo STVAR os regimes sdo comuns as K varidveis, no
sentido de que uma mesma funcdo de transicdo determina o regime e a troca de

regimes de todas as K equacdes do modelo.

3.2.2.2.
Teste de Linearidade

Para realizar os testes de linearidade enfrentamos o mesmo problema do
caso univariado. Isto é, o STVAR contém parametros que nio sio identificaveis
sob a hipdtese nula. Para solucionar o problema de identificagdo os autores usam
uma aproximac¢do de Taylor adequada para a funcao de transi¢do. Por exemplo no
caso da funcdo logistica utiliza-se a aproximacao de Taylor de terceira ordem em

torno de y = 0, resultando em um modelo re-parametrizado:
vi = Bog + BolL)yi-1 + Byl L)ye-15: + BalL)y. I-“‘:-'1 + Ba(L)y: I-"'f +e (3.11)

Desta forma, a hipdtese nula original é equivalente a de que B; = 0,i =
1,2,3. A estatistica do teste de multiplicador de Lagrange (LM) resultante tem
uma distribuicdo assintética qui-quadrada com 3pk? graus de liberdade sob a

hipé6tese nula.
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3.2.2.3.
Estimacao

Quando a linearidade € rejeitada e a varidvel e a fung@o de transi¢cdo foram
selecionadas, os parametros do modelo STVAR podem ser estimados através de
minimos quadrados ndo lineares (MQNL). Sob algumas condi¢des de
regularidade, os estimadores sdo consistentes € com distribuicdo assintoticamente

Normal.

3.2.24.
Adequacao

Como proposto em Eitrheim e Terédsvirta (1996), trés testes sao realizados
com o objetivo de checar se o modelo estimado € adequado. Testa-se se os
residuos apresentam auto-correlacdo, se os dados ainda apresentam alguma nao
linearidade e se os parametros sdo constantes. Camacho (2004) descreve esses

testes detalhadamente.

3.2.3.
Modelo SBTVAR

O modelo TVAR proposto por Tsay (1998) € um modelo linear local com
matrizes auto-regressivas diferentes em cada regime, determinados por uma
varidvel de limiar (uma das varidveis endégenas), um /ag e um limiar. O modelo
SBTVAR (Structural Break Threshold Vector Autoregressive) proposto por
Galvao (2006) também divide a amostra em dois periodos, determinados por um
ponto de quebra, o qual permite diferentes dinamicas antes e depois desta quebra.
O que mostra que este modelo caracteriza em mudangas abruptas de um regime
para o outro.

Apesar dos modelos ndo-lineares capturarem algumas caracteristicas de
modelos de quebras estruturais, pode ser que a quebra também implique em

mudancgas nos parametros que determinam a ndo-linearidade.
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3.2.3.1.
Formulacao matematica

Defina x; = (X1, «+, X;pt)'cOmo um vetor (m x 1) de m varidveis endégenas
e defina x,_; = (1,Xt_1, ...,Xt_p) como uma matriz (m x (mp+1)), onde p € a

ordem auto-regressiva. O modelo SBTVAR pode ser escrito como:

X = {1 B 1 i—a, (1) + (1 B2) (L — Ty pmg, () U (D)}
e —1 832 1—ay (r2) + (1 B (1 — T g, (P21 — L (T))} + 1 (3.12)
onde,
I;¢—q,(r;) é uma fungdo indicadora, a qual depende de uma varidvel de transi¢io
Zi_q;, do limiar 7; € do lag d;, e I;(7) € uma fung¢do indicadora que depende do
ponto de quebra.
O SBTVAR tem um TVAR em cada subconjunto determinado pelo ponto
de quebra, ou seja, a quebra também afeta os parametros da funcdo indicadora que

determina os regimes. Se ndo houver limiar, o VAR com quebra estrutural

(SBVAR) ¢ dado por:
Xy = [.lf—[,ﬁ] ]ffrT] + [.lj—jﬁ]][] — .IF,-TT’]] +Hf (313)

Por outro lado, se houver limiar, mas ndo quebra estrutural, temos o VAR

com limiar (TVAR), que pode ser escrito como:

3.2.3.2.
Estimacao

A estimagdo do SBTVAR pode seguir duas abordagens, a de minimos
quadrados condicionais, usada em Tsay (1998), apresentada na secdo 2.3, ou
maxima verossimilhanga, sugerida em Hansen and Seo (2002).

Usando os residuos, a matriz de covaridncia € computada de forma

consistente como
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Y(ry, r, 1) = (w'n)/T

O estimador de minimos quadrados condicionais (MQC) € obtido fazendo

Da mesma forma, o estimador de miaxima verossimilhanca (ML) é obtido

fazendo

Fl.F1, T = n‘_‘__ﬂl'lt_!_m log(det(X(ry, ra, 7))
s

TIETETu
O estimador de ML € construido assumindo que as matrizes de covariancia
sdo as mesmas em cada regime. Essa hipdtese pode ndo ser vdlida quando
aplicada a dados macroecondmicos com variancia ndo constante no tempo, mas o

estimador pode ser modificado para este caso.

3.2.3.3.
Selecao do modelo

Em Galvao (2006) é apresentado um procedimento de sele¢do entre modelos
de limiar. A questdo a ser estudada € qual modelo € mais adequado ao conjunto de
dados, um VAR, TVAR, SBVAR ou um SBTVAR.

Mesmo se podendo estimar modelos SBTVAR’s, ndo fica claro a
necessidade de ter limiares ou transicOes que variam no tempo para capturar a
estrutura dinamica dos dados. Testes para limiar em um SBVAR ou para quebra
estrutural em um TV AR sdo complicados devido a descontinuidade das mudancas
e da presenca de parametros mal comportados.

A autora propde um método de especificagdo do modelo baseado nos limites
assintéticos para os testes LM e de Wald, derivados por Altissimo e Corradi
(2002). A regra de decisdo para a selecdo do modelo usa limites assintéticos e 0s
valores maximos das estatisticas de Wald e LM em uma grade de possiveis
valores para os pardmetros mal comportados, como proposto por Altissimo e
Corradi (2002). As estatisticas de Wald e LM sdo calculadas usando a soma do

quadrado dos residuos (SSR) sob a hipdtese nula e alternativa:
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SSR(A,) — SSR(# SSR(A,) — SSR(#
W) = n ) = SR ) i) = n (61) = S5R(82)
SSR(H2) SSR(A,)

O vetor 6, contém parametros como limiares e quebras do modelo sob a
hipétese nula, e o vetor 8, contém os mesmos parametros sob a hipdtese

alternativa.

3.24.
Modelo TVEC

Lo e Zivot (2001) definiram um modelo de co-integracdo com limiar
multivariado, chamado TVEC (Threshold Vector Error Correction), que € um

caso especial do TVAR do Tsay (1998).

3.24.1.
Formulacao matematica

De acordo com todas as consideracdes e suposicOes feitas no modelo
TVAR, Tsay (1998), define-se um modelo de limiar bivariado com 3 regimes pela

expressao:

pr=aV 4ol p +0¥p o+ tolp el iUV 22 315)
Pode-se reescrever este modelo como:

-1
() (i Y P .
Ap, =o' + | | Py + E lIJ,-l“”.&p_r_, +el, iU < Z(t—ay < ¢V
i—1 I (3.16)

onde

k

M = ijc:b}?"“ ~L ad vW=-Y of
i=l1

I=i+1

Se, em cada regime j, p; € I(1) e co-integrado com o vetor de co-integracdo

comum ' = (1,—f3,), entdo o rank (JJ]?) =1e

- ()
}"5‘”
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Desta forma, a representacao do modelo TVEC € dada por:

k-1

Ap,=a P +4038p 1+ WAp,_ +e), ifel™D <z ;=W
P ! Pr-1 i Pi—y i t—d

i=1 (3.17)

3.24.2.
Teste de co-integracao

Lo e Zivot (2001) consideram testes de ndo co-integracdo contra co-
integracdo linear e co-integracdo com limiar, além de testes de linearidade depois
de determinado que existe co-integra¢do nos dados.

Balke e Fomby (1997) discutiram alguns problemas associados a testes de
co-integracdo com limiar. Os autores notaram que testar a hipétese nula de ndo
co-integracdo contra a hipdtese alternativa de co-integracdo com limiar é
complicado. Além disso, para construir testes com alto poder para um tipo
especifico de TVEC, € preciso especificar e estimar a forma do modelo de limiar
sob a hipétese alternativa, e isto pode ser dificil, uma vez que existem muitos
tipos de modelos de limiar.

Baseados em resultados de simula¢des de Monte Carlo, Balke e Fomby
(1997) sugeriram a seguinte estratégia, que Lo e Zivot (2001) estenderam:

1) Testa a hipdtese nula de ndo co-integragdo contra a alternativa de co-
integracdo linear.

2) Se a hipdtese de ndo co-integracao for rejeitada, testa a hipdtese nula
de co-integracdo linear contra a alternativa de co-integracdo ndo-
linear (com limiar).

3) Se a hipétese de linearidade for rejeitada, € realizada a especificacao

e estima¢do do modelo de limiar.

3.2.4.3.
Teste de linearidade

Para testar a linearidade, os autores usaram o teste generalizado
apresentado em Tsay (1998), que também € vélido para processos co-integrados.
Para implementar esse teste, foi considerada uma regressao arranjada multivariada

para VEC.
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3.24.4.
Especificacao do modelo

ApOs a realizag@o dos testes e de rejeitar a ndo co-integracdo e linearidade,
€ necessario determinar que tipo de modelo de limiar é mais apropriado para o
conjunto de dados. Algumas questdes a serem respondidas sdo o nimero de
regimes do modelo, se os valores dos limiares sdo simétricos, qual modelo é mais
apropriado, entre outras.

Duas linhas gerais foram seguidas para determinar a especificacdo do
modelo de limiar apropriada. A primeira, adotada por Tong (1990), Clements e
Krolzig (1998), e Tsay (1998), usa um critério de selecio como AIC para
determinar a melhor especificagdo do modelo. A segunda, recentemente revisada
por Hansen (1999), usa um procedimento de testes seqiienciais baseados em
modelos aninhados. Lo e Zivot (2001) seguiram Hansen (1999) e consideraram

testes de hipoteses em ninhos baseadas em estimagao irrestrita do modelo TVEC.

3.2.4.5.
Estimacao

A estimagdo do modelo € realizada usando minimos quadrados

condicional seqiienciais, como em Hansen (1999).

3.2.5.
Modelo STVEC

O modelo STVEC (Smooth Transition Vector Error Correction) € a versao
ndo-linear do modelo VEC (Vector Error Correction). A julgar pelas aplicagcdes
destes modelos multivariados ndo-lineares que estdo atualmente disponiveis, um
modelo de particular interesse € aquele em que os componentes do Y; linear estdo
ligados por uma relagcdo de equilibrio de longo prazo, enquanto a adaptacdo para
este equilibrio € ndo-linear e pode ser caracterizado como troca de regimes, com
os regimes determinados pelo tamanho e/ou o desvio de sinal de equilibrio. Em
modelos lineares de séries temporais, este tipo de comportamento € capturado

pelo modelo vetorial de correcido de erros, consulte Johansen (1995) para os
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tratamentos em profundidade. Recentemente, extensdes ndo-lineares destes

conceitos foram consideradas na literatura.

3.2.5.1.
Formulacao matematica

Concentrando-se na incorporacdo do mecanismo de transicdo suave em um
VEC para permitir a ndo-linearidade ou assimetria dos dados, define-se como um
modelo vetorial de correcdo de erros com transicdo suave (Smooth Transition

Vector Error Correction — STVEC) dado por:

p—1
AYy = (P19 + a1z + Z Q1 ;AY; )1 — G(s4:7,¢))
i=1
p—1
+ (P20 + @z + Z‘l’z._jﬂ)"i—ﬂ(;{rﬁ; 7, ¢) +
j=1 (3.18)

onde,

os vetores q; ,1=1,2 sdo vetores (K x 1) e z, = B'Y; para algum vetor (K x 1);

p € o termo de correcdo de erro, isto €, z; € o desvio da relacdo de equilibrio a
qual € dada por 'Y, = 0;

a matriz ®; = (Cl)i,l, ...,CI)i,p)’ 1 =1,2 tem dimensdo (K x K) e é formada pelos
coeficientes dos modelos lineares ligados aos regimes;

o vetor & = (€4, ..., €x)’ € 0 vetor k-dimensional de ruido branco com média
zero e matriz de varidncia-covariancia positiva definida X;

a matriz X, = (1,...,1,Y_4, Y5, ...,Y,_p,)’, é formada por 1 na posi¢do inicial
indicando o intercepto do modelo e nas demais posicOes as defasagens das
varidveis endogenas.

Afigura-se que as formas de corre¢do de erros ndo-lineares freqiientemente
afetam diferentes ajustes para desvios positivos e negativos, ou para desvios
grandes e pequenos do equilibrio. Efeitos assimétricos de desvios positivos e
negativos do equilibrio podem ser obtidos definindo a fungdo G(.) como a fungéo
logistica e s; = z;_1. No modelo resultante, a forca de reversdo de z; ao seu
atrator muda monotonicamente para valores crescentes de z;. A constante de
locagdo ¢ pode ser reduzida a zero para tornar a mudanca simétrica em torno do

valor de equilibrio zero.
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Ja os efeitos assimétricos de desvios grandes e pequenos do equilibrio
podem ser obtidos definindo a fungdo G(.) como a fungdo exponencial, dada por:
G(spy,0) =1—exp{-y(s;,—c)?}, y>0.
com S; = Z;_; € novamente com a constante de locacdo c¢ reduzida a zero para

centrar a forca de equilibrio em zero.

3.2.5.2.
Teste de Linearidade

A selecdo da varidvel de transicdo € feita testando a linearidade do modelo.
A hipétese nula € de que o conjunto de dados segue um modelo VEC e a
alternativa é de que seguem um STVEC. Para isso, preparam-se uma seqiiéncia de
candidatas a varidveis de transicdo. Para solucionar o problema de identificacdo
dos parametros sob a hipdtese nula, segue-se a abordagem de Luukkonen,
Saikkonen, Terdsvirta (1988) e substitui-se a funcdo de transicdo por uma
aproximacdo de Taylor adequada. Desta forma, a metodologia aplicada no teste é
a mesma da aplicada em modelos STV AR.

O teste proposto por Luukkonen, Saikkonen, Terdsvirta (1988) vem sendo
usado em muitos estudos empiricos. Mas esse teste estatistico € baseado em uma
aproximacdo polinomial, e os erros de aproximacdo podem afetar a inferéncia
estatistica. Além disso, os testes ndo sdo diretamente relacionados com o modelo
de transi¢do suave, logo ndao pode apontar o que causa a rejeicdo da linearidade.
Com esta motivagdo, Seo (2004) considerou testes diretos para ajuste ndo-linear
em um modelo STVEC, baseados na especificacdo exata da transi¢do suave.
Hansen e Seo (2002) consideraram os testes para nao-linearidade de limiar em um
VEC e Seo (2004) estendeu para VEC de transicao suave (STVEC). Os testes sdo

baseados na estatistica LM, que pode ser calculada sob a hip6tese nula.

3.3.
Metodologia CART

3.3.1.
Introducao

A metodologia Classification and Regression Tree (CART), proposta por

Breiman, Friedman, Olshen e Stone (1984), ¢ um método de particionamento
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recursivo, o qual estrutura os modelos definidos para sub-amostra dos dados,
dividindo de forma conveniente o problema em partes. Isto define a estruturagcdo
por arvores de decisdo, servindo de alternativa aos métodos tradicionais de
classificacdo (varidvel dependente bindria) e regressdo (varidvel dependente
continua).

O modelo CART ¢ ndo-paramétrico, sendo, portanto, nao-probabilistico,
pois ndo assume uma distribuicdo de probabilidade e ndo seguem suposi¢oes
sobre componentes aleatérios e a forma do modelo. A principal vantagem do
CART vem da facilidade de interpretacdo da estrutura de arvore de decisdo. As
varidveis envolvidas na defini¢do da 4rvore formam um conjunto de sentencas
l6gicas do modelo final.

O ciclo da modelagem envolve o crescimento da drvore a partir da raiz (né
inicial), que contém todas as observacdes do conjunto de dados, até as folhas (nés
terminais), cada qual contendo parte das observagdes.

Primeiramente, realiza-se um teste no né inicial, o qual s6 admite resposta
do tipo bindrio {0,1}, sendo entdo um teste l6gico. Este teste € realizado em cada
observacdo de cada uma das varidveis preditoras e, de acordo com as respostas
l6gicas obtidas, a raiz dard origem a dois filhos (novos nds), contendo parte das
observagdes originais. Por convencdo, se a resposta for 1, aloca-se a observacao
no né esquerdo, caso contrdrio, no né direito. Para cada né gerado, este
procedimento de teste l6gico deve ser repetido até que ndo seja mais possivel
dividir a drvore. Desta forma, cada um dos nés que ndo geraram novos nds sao 0s
chamados nés terminais. E cada né que gerou dois filhos sdo denominados nés
ancestrais, ou nos de divisao, ou ainda nds intermediarios.

O modelo final estimado € representado por um grifico com o formato de
uma arvore binaria de decisdo, com os nds ancestrais (ou nds de divisdo) e os nos
terminais (ou folhas). Um procedimento importante de numeragdo dos nds deve
ser adotado. A raiz é sempre o nd 0. E cada né gerado a partir do né 0 segue uma
seqiiéncia numérica crescente da esquerda para a direita. Quando os nds ndo
forem gerados, deve-se saltar os seus nimeros correspondentes e prosseguir a
numeragdo com o no a direita mais proximo. A Figura 3.1 ilustra um exemplo de

arvore com auséncia de alguns nos.
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0
raiz
1 2
no gerador no terminal
3 4
né terminal né gerador
9 10
noé terminal noé terminal

Figura 3.1: Exemplo de drvore com auséncia de alguns nds

3.3.2.
Formulacao matematica

Seja Xy = X1¢, X2¢, -, Xpr € X € RP um vetor com p varidveis preditoras de
uma determinada resposta univariada e continua y,’ € R. Defina f(.) como uma

funcdo desconhecida através da expressao:

Ve = f(xe) + & (3.19)

tal que, nao ha suposicdes sobre o termo aleatdrio &;.

Define-se, conforme Lewis,Stevens (1991), um modelo estruturado por
arvore com K folhas por uma fungdo geral ndo-linear H(x;; ) de x; e definida
pelo vetor de parametros Y € R", onde r é o niimero total de pardmetros, através

da expressao:

f(xe) = Hxp ) = §<=1 Bili (x¢; 6;) (3.20)

onde, /(.) ¢ uma funcdo indicadora, dada por:

1, sex, € k;(0;
[;(x¢;0;) = {0 cc. ¢ € ki6)

ey = (Bq, ..., Bk, 01, ..., 0)" é 0 vetor de pardmetros envolvidos na drvore.
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Usualmente, H(.) é uma funcdo constante definida por K sub-regides
ki(6),i =1,..,K, de algum dominio K c RP.

A Figura 3.2 é um exemplo de um modelo gerado por uma drvore de
regressao que explica a relagdo entre a varidvel resposta y € um conjunto de duas
varidveis preditoras x; e x> (¢ = 2). Define-se cj, j = 0,1,...,N, como o valor limite

da particdo k; que determinard a inclusdo da observacdo na regido.

)(1 =< CD
raiz
Xp< ¢ Regime 1
né1 ne 2
Regime 2 X1< €4
né3 noé 4
Regime 3 Regime 4
né 9 né10

Figura 3.2: Exemplo de um modelo gerado por uma arvore de regressao

3.3.3.
Algoritmo de crescimento

A arquitetura da drvore € definida a partir de um ciclo iterativo que escolhe
um nd a cada passo para ser subdividido e gerar mais 2 nés. A cada iteracao, além
do no a ser dividido, também € especificada uma varidvel de transicdo e o limiar
desta divisdo (c;). A escolha desta especificacdo visa minimizar a soma dos erros
quadraticos de previsdo. Para a raiz da arvore (primeira divisdo), a equagdo a ser

minimizada é dada por:

SQE(s,) = ?:1{% - [ﬁ11(xt; So, Co) + ﬂz(l — I(x¢; So'Co))]}z (3.21)
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Ap6s a especificagdo, estimam-se os parametros dos modelos locais para as
observagdes alocadas dentro dos nds gerados pela divisdo. Esse ciclo se repete até
que ndo haja mais ganho em efetuar subdivisdes na drvore.

Com o modelo final estimado, é possivel realizar cortes de algumas folhas,
técnica conhecida como podagem (prunning), a partir de medidas de custo e

complexidade, ou da capacidade preditiva do modelo.
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