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Definicdo e conceitos basicos de Opcdes Reais

3.1

Processos estocasticos

Um dos principais diferenciais da abordagem de Opgdes Reais, como ja
descrito em sec¢des anteriores, ¢ a maximizacdo do valor da empresa a partir da
tomada de decisdes (por exemplo: expandir em uma determinada diregao,
abandonar um determinado projeto ou continuar como esta), explicitando a
incerteza futura e as agdes Otimas nesses cendrios. Ou seja, a empresa esta atenta a
informagdes atuais e cenarios futuros.

Uma vez impossivel prever o futuro com exatiddo, dado o fator de
aleatoriedade a ele intrinseco, a evolu¢ao do ambiente de negocios ao longo do
tempo (com suas respectivas incertezas) se representa por um conjunto de
variaveis aleatdrias denominada de processo estocastico X(t); ou seja, para cada t,
normalmente relacionado com o tempo, tem-se uma variavel aleatoria obedecendo
a uma distribui¢ao de probabilidade.

Tal processo pode ser analisado sob diversos pontos de vista, tais como:
estacionariedade (situagdo em que os principais momentos estatisticos, média e
varidncia sdo mantidos ao longo do tempo), independéncia e ser ou ndo
markoviano (quando a distribui¢do de probabilidade de um processo s6 depende
do resultado anterior).

Devido a sua importancia, nesta secdo serdo apresentados os principais

processos estocasticos basicos, aqui, utilizados.

3.1.1

Processo de Wiener

Um processo estocastico fundamental tanto para financas quanto para outras

, . 168« . 17 . .
areas (como, por exemplo, fisica ") ¢ o Processo de Wiener ', muito utilizado, por

'® O processo de Wiener é utilizado para descrever o movimento de uma particula.
7 Wiener (1923)
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exemplo, em Reversio a Média'® ¢ Movimento Geométrico Browniano”. E a
partir dele que se desenvolve a chamada aleatoriedade dos processos.

Classifica-se Processo de Wiener aquele que atender a trés propriedades
principais:

e A variacdo entre qualquer intervalo (ou incremento) de tempo ¢
estacionaria e independente;

e O processo segue a propriedade de Markov;

e As variagdes do processo obedecem a distribuicdo de um ruido branco -
normal com média 1 e variancia 0 -, com a variancia igual a raiz quadrada
do tempo.

Sendo w(t) um processo de Wiener, este pode ser descrito através das

seguintes equacdes:

dw(t) = gtﬂ, sendo & ~ N(0,1) (3.1
E[&,e,]1=0 para qualquer t # s (3.2)

A partir da equagdo 3.1, apos algumas manipulagdes matematicas™, prova-
se que o processo dw € uma normal de média zero e variancia dt ( N(0,dt) ).
Uma propriedade’’ bastante importante que sera utilizada em algumas

demonstragoes €:

(dw(t))* = dt (3.3)

3.1.2

Movimento Geométrico Browniano

Um dos processos mais populares na literatura, devido a facil estimagao dos
pardmetros e interpretagdo (matematicamente simples), ¢ o Movimento

Geométrico Browniano (MGB), bastante utilizado na previsdo em ativos

'8 Orntein & Uhlenbeck (1930)
" Dixit e Pindyck (1994)
% E[dw(t)] = E[&,Vdt] = v/dt E[5]=dtx0=0  V[dw(t)] =V[&/dt]=(dt)> V[g]=dtx1=dt

! Demonstragio no Apéndice Al.
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financeiros em geral (por exemplo: ag¢des e indice da Bovespa). Trata-se de um

caso particular do processo de Ito™, representado por:

d—):( = udt +odz (3.4)

Sendo:
. x(t) = o processo estocastico de interesse;
o p = drift ou tendéncia instantanea do processo;
o o = taxa de variancia instantanea do processo;
o dz = incremento de Wiener

O primeiro termo da equacdo esta relacionado com a tendéncia do processo,
enquanto o segundo com a aleatoriedade proveniente das incertezas do mercado
(técnica, econdmica ou estratégica). Esse processo mantém as propriedades do
processo Wiener. Conforme demonstram Dixit & Pindyck (1994), a média e

variancia sdo, respectivamente:

E[X()] = xe" 3.5)
Var[x(t)] = x,’e* (e’™* -1) (3.6)
Onde:
) xo = 0 valor do processo no instante inicial

Uma das desvantagens deste modelo ¢ que a varidncia aumenta de forma
ilimitada a medida que o tempo evolui.
A representacao discreta da equagdo 3.4, utilizada para gerar os cenarios em

simulagdes, entre intervalos At, descreve-se a seguir:

2

X(t+At) = X(t)epr,u—%jAt+g(At)l/2 a} (3.7)

*2 Dixit e Pindyck (1994)
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3.1.3

Processo de Reversao a Média

No mundo real, existem diversas situagdes em que, mediante as forgas
naturais do mercado, o valor do ativo de interesse (pre¢o de uma commodity; por
exemplo, do petréleo) tende, em longo prazo, a um valor de equilibrio (nivel de
equilibrio de mercado). Isso quer dizer que, em curto prazo, o ativo pode estar
bem acima ou baixo do preco de equilibrio; porém, com a progressao do tempo,
tende a este valor.

Tal caracteristica pode ser incorporada por um modelo que foi proposto por
Uhlenbeck & Ornstein (1930)*, ndo ¢ descrita com muita precisio pelo
Movimento Geométrico Browniano. Para solucionar esse problema, os autores
propuseram o processo denominado Reversdo a Média, de variavel aleatéria x,

descrito a seguir:

dx =n(X —x)dt + odz (3.8)

Sendo:
. x(t) = o processo estocastico de interesse;
o n = fator (velocidade) de decaimento;
. X = o valor de equilibrio de longo prazo;
° dz = incremento de Wiener;

. o = taxa de variancia instantanea do processo.

O primeiro termo da equacgdo esta relacionado com a tendéncia do processo,
enquanto o segundo termo com a aleatoriedade.

Observe-se que a variagdo dependera da diferenga entre x e X . Quanto maior
for essa diferenca (em mddulo), maior a variacdo esperada do processo. Por isso,
mesmo sendo um processo markoviano, o incremento nao sera independente das
fases do periodo anterior. Segundo Dixit & Pindyck (1994), média e variancia

sdo, respectivamente:

# As conclusdes foram obtidas por meio da analise de sistemas dindmicos de molas.
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E[x]=xe"+X(1—-e") (3.9)
Vix]= (1—9_2’7t)0—2 (3.10)
2n

Diferentemente do MGB, a variancia agora ¢ limitada ao longo do tempo.
No decorrer das paginas (e como sera explicado nas segdes posteriores), esse
processo estocdstico sera muito importante, porque é a partir dele que serd
apresentada a proposta desta dissertacao.

Por fim, para gerar os caminhos necessarios para a simulagdo, faz-se
necessario encontrar uma fungdo discreta que represente o processo de reversao a
média da equacdo 3.8. Dixit & Pindyck (1994) caracterizam-na como uma
equagao no tempo continuo de um processo auto-regressivo de primeira ordem

descrito pela equacao 3.11.

-2
Xt_xt—l:Xt_l(l_e_l7)+7(l—e_ﬂ)+o' idz (311)

2n

Esta equacdo ¢ obtida por meio de uma manipulacdo algébrica e da

aproximacao de At=1da equagdo 3.12.

l _ e—ZUAt
X(t+At) =x(t+At)e ™) +X(1-e ™)+ o z—dz
n

(3.12)

3.1.3.1
Meia Vida

Outro conceito importante no contexto da dissertacdo ¢ a Meia vida, H. Esse
compreende o tempo necessario para que um processo estocdstico chegue a
metade do caminho entre o valor inicial e o valor de equilibrio. Trata-se de um
recurso bastante poderoso devido a sua simplicidade e praticidade (como sera
visto no capitulo 5).

Para a reversdo a média de Uhlenbeck & Orntein, da equacao 3.8, o valor da

meia vida®* é :

** Demonstragio no apéndice A2.
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H=1In(2)/7 (3.13)

Onde:
e 1 ¢ velocidade (ou fator) de decaimento para o valor de equilibrio.

Para ficar mais claro, suponha-se que, que se esteja interessado em calcular

o tempo total para o processo descrito no grafico a seguir:

Exemplo Meia Vida

A AR
. nhnl N
WUV /

™\
W A PN A VAN |
v vV VT

A

i VA

00 030508 1013 1,518 2,0 2,3 2,5 2,8 3,0 33 3,5 3,8 4,0 43 4,5 48 5,0
Tempo (anos)

Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 3: Exemplo Meia Vida

Supondo que devido a justificativas economicas, pode-se afirmar que este
siga a reversaio a média de Uhlenbeck & Orntein e que a velocidade de
decaimento seja conhecida e igual a 10. Aplicando na equacdo 3.13 ¢ possivel

obter o tempo até a metade do valor de equilibrio, descrito a seguir:

H =1n(2)/10 = 0,069 (3.14)

3.1.4

Processo de Poisson

Até o momento, os modelos estocasticos consideram a evolu¢ao do mercado
em tempo continuo. Contudo, no mundo real, devido a fatos exogenos,
imprevistos (mudanca de uma politica cambial, crises financeiras, entrada
inesperada de novos concorrentes etc.), a varidvel estocastica pode sofrer

alteracOes bruscas e subitas. Mediante isso, ¢ importante incorporar a
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possibilidade de saltos (jumps) que descrevam esse fato. Na literatura®, um
processo bastante utilizado para a descrigdo dessas mudangas abruptas ¢ o
processo de Poisson.

O Processo de Poisson, dq, como o proprio nome diz, corresponde a um
processo estocastico de contagem de saltos (de tamanhos fixos ou aleatorios) cuja
possibilidade de ocorréncia dos saltos (ou eventos), apds determinado intervalo de
tempo dt, segue a distribuicdo de probabilidade de Poisson, Adt (onde A ¢ a
frequéncia média de chegada de um evento ao longo do intervalo de tempo).

Uma forma mais primitiva da sua utilizagdo ¢ aquela a qual o processo de
Poisson ¢ aplicado somente em um processo que segue uma tendéncia, descrita na
equacgao:

dx = f(x,t)dt+g(x,t)dq
dq = {O, com probabilidade (1-4)dt (3.15)
@,com probabilidade Adt

O primeiro termo da equacdo 3.15 estd relacionado com a tendéncia do
processo; ja o segundo, com o processo de Poisson. Caso seja sorteado, a

ocorréncia do salto, ele ird acrescentar g(X,t)@ ao processo.

Porém, para deixar o modelo mais real, o ideal ¢ colocar o efeito das
incertezas, descrito pelo termo h(x,t)dz (podendo ser, por exemplo, uma reversao

a média ou movimento browniano):

dx = f(x,t)dt+ h(x,t)dz+ g(x,t)dq
da = 0,com probabilidade (1-4)dt (3.16)
" | ¢, com probabilidade Adt

Além de gerar uma equacao mais complexa, outro problema do processo de
Poisson diz respeito ao fato de que os riscos dos saltos ndo podem ser eliminados
através da construcao de um portfolio. Tal fato impossibilita & analise por meio de
procedimentos tradicionais que dependam de um portfélio livre de risco (e. g.,
ativos continentes). Todavia, para solucionar esse problema, seguindo a estratégia

de diversos trabalhos na literatura, e. g. Merton (1976), aqui se assumira que ele ¢

> Um exemplo é Dias & Rocha (1999).
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ndo-correlacionado com os movimentos do mercado, de forma que sera possivel
construir um portfélio em que o retorno exigido pelo mercado seja igual a taxa

livre de risco e com isto aplicar as técnicas de otimizacao dinamica sob incerteza.

3.2

Técnicas de otimizacdo dinamica sob incerteza

Aqui ja se disse que o problema das opgoes reais, sob a Otica matematica,
pode ser interpretado como de otimizagdo dindmica (evolui ao longo do tempo)
das flexibilidades gerenciais e sujeito as incertezas de mercado. Na literatura,
diversas técnicas matematicas permitem avaliar as opgdes reais, dentre as quais se
destacariam dois métodos bastante conhecidos e utilizados por Dixit & Pindyck
(1994): a programagdo dindmica e os ativos contingentes (contigents claim).
Contudo, como a modelagem da dissertagdo ¢ desenvolvida por meio do primeiro

.. ~ , . 2
caso, a fim de ser objetivo, nesta secdo, serd somente explicado este caso 6

3.21

Programacéo dinamica

Devido as incertezas do futuro, as empresas possuem um trade-off entre a
decisdo imediata irreversivel ou esperar por um momento mais apropriado
(minimizando as perdas e/ou potencializando os ganhos). Nas secdes anteriores,
chegou-se a ressaltar este “conflito” promovido pelo seguinte impasse: a empresa
deve desfrutar do mercado imediato (vender o seu produto, por exemplo) ou
aguardar mais um pouco e tomar decisdes mais concretas com as novas
informacdes.

Inspirada na idéia de timing 6timo, a programagao dindmica, com o auxilio
da equacao de Bellman (equagdo 3.17), propde uma ferramenta matematica que
possibilita ao agente econdmico, para cada cendrio, selecionar a melhor decisdo.
Mediante o procedimento de backward induction (de tras para frente), os ganhos
da execu¢do imediata de uma decisdo (op¢ao) sdo comparados com uma fungao

relacionada aos resultados das decisdes subsequentes. Dessa forma, a ideia do

*® Para mais detalhes acerca dos Contigents Claim ver Dixit & Pindyck (1994).
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algoritmo permite que, a cada instante, seja escolhida a estratégia 6tima (Dixit &

Pindyck, 1994) e se encontre, assim, o valor da oportunidade da op¢ao.

P -1
R 04) = méax{z,(x,u) + (1+ ) ELF, (%1} (3.17)
Sendo:
. X; = variavel de estado no instante t — relacionado com o ativo em
analise;
. u; = variavel de decisdo no instante t — relacionada com o conjunto

de decisdes a serem tomadas em cada periodo, por exemplo: abandonar, investir
ou continuar;
o p = taxa de desconto (exdgena ao projeto);
) F; (x¢) = valor da oportunidade/opcao de investimento no instante t;
. IT; (x¢, u¢) = lucro imediato no instante t, caso ndo seja mais adiado;
. E: [Fit1 (Xt+1)] = fluxos de caixa futuros a partir do instante t + 1, do
ativo no periodo t. E por meio deste valor que se contabiliza o valor da

continuacao.

No caso da decisdo binaria de exercer uma opg¢ao de investir I ou esperar, a

equagao anterior ¢ simplificada para:
F.(x) =max{V, —1,(1+p) ' E[maxiy, ~1,0]] (3.18)

Sendo:
. Vi = beneficio recebido em determinado instante por uma variavel
de estado xt;

. I = investimentos/custos necessarios para usufruir de um ativo.

No planejamento estratégico de uma empresa, cujo horizonte do tempo de
analise seja até o periodo T, finito, o algoritmo propde que se inicie pelo ultimo
periodo. Nessa situacdo, o agente nao possui mais a possibilidade de adiar e, logo,

restringe-se a duas decisdes: investir ou abandonar, tal qual descreve a equacao:
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F (%) =max{V, —1,0} (3.19)

Uma vez calculados todos os valores da op¢ao do ultimo periodo em todos
0s cenarios, ¢ possivel avaliar para o periodo anterior qual ¢ a decisdo 6tima:
investir ou continuar (esperar). Para cada estado da varidvel (cenario) de T-1, a
decisdo de investir ou ndo ¢ obtido simplesmente através da comparacdo da
expressdao Vxr.i- [ (ndo adiar) e com o valor esperado dos ganhos futuros da opcao
futura, ja calculados e trazidos para o tempo de anélise por meio de uma taxa de

desconto p.

F._(X_)=max {v —1,(1+ p) " E[max{V, - |,0}]} (3.20)

Aplicando recursivamente esse algoritmo, até o periodo inicial, obtém-se o
melhor caminho para cada cendrio e, a0 mesmo tempo, o valor 6timo da opcao.

No caso de horizonte de tempo infinito, o tempo deixa de ser variavel de
estado, dado que a decisdo atual ¢ exatamente igual a anterior e, muitas vezes, 1SS0

gera uma solugdo analitica, cujo exemplo pode ser encontrado no apéndice.

3.3

Métodos numéricos baseados em simulacéo

As opgdes financeiras ou reais sdo classificadas de acordo com o seu tempo
de exercicio. Quando o agente s6 pode exercer o seu direito na data de expiracao,
tem-se a op¢do européia. Dada a sua simplicidade, Black & Scholes (1973)
desenvolveram uma solucdo analitica relativamente simples para a sua
precificagdo. Todavia, quando o agente possui um maior grau de liberdade de
escolha (podendo exercé-la em qualquer periodo até o tempo expiragdo), a opcao
recebe o nome de americana. Nesse caso, a analise ¢ mais complexa e ainda ndo
existe uma solu¢do analitica fechada que a precifique no caso de tempo de
expiragdo finito.

No que tange a complexidade natural da opc¢do americana, o modelo

utilizado nesta dissertagdo (Capitulo 5) serd composto por uma combinagdo de

processos estocasticos diferentes, nos quais alguns parametros e a duragdo
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dependerdo de suas interacdes. Além disso, a fim de uma melhor representagdo do
mundo real, o0 modelo incluira a possibilidade de eventos catastroficos e barreiras
absorventes; indicando o término do projeto devido a fatos exdgenos inesperados
e absorcao do produto pelo mercado (entrou em equilibrio), respectivamente.

Conforme observado por Schwartz (2002), métodos tradicionais, como, por
exemplo, Método de Diferenca Finita’” ¢ Arvore Binomial®®, ndo sio adequados
para precificar problemas complexos. O caso da arvore binomial somente tem a
capacidade de resolver problemas com baixa dimensionalidade, enquanto o
método de diferengas finitas ndo ¢ adequado quando o nimero de varidveis
estocasticas ¢ superior a trés. J4 o método binomial é particularmente util quando
ha interacdo entre as opgdes, mas para apenas uma variavel estocastica.

Tal dificuldade motivou diversos estudiosos a procurar alternativas.
Boyle(1977) propds a utilizagdo da simulagdo de Monte-Carlo para precificagao
das opgoes européias. A idéia de usar Monte Carlo para opgdes americanas antes
dos anos 1990 era vista de maneira cética, pois muitos pesquisadores nao
concordaram com a viabilidade da ideia, sobretudo sob o argumento de que a
simulagio de Monte Carlo ndo permitia uma regra 6tima clara®: enquanto este
evolui do inicio para o fim (forward), o de programagao dinamica (se¢do 3.2.1) é
analisado do ultimo periodo para o primeiro (backward). Gerando desta forma
uma incompatibilidade na resolu¢do matematica do problema.

Para contornar esse problema, Grant, Vora & Weeks (1996) ofereceram
uma metodologia (GVW) que, por meio da andlise da curva de gatilho, fosse
capaz de precificar a op¢do americana, suprimindo o conflito anterior. Poucos
anos depois, Longstaff & Schwartz (2001) criaram outra, denominada Minimos
Quadrados de Monte Carlo — Least Square Monte Carlo Method (LSM). Nesta, a
regressao ¢ conciliada com a programagao dinamica.

Na abordagem da aplicabilidade e da flexibilidade das duas metodologias
descritas anteriormente, bem como na solu¢do de opgdes americanas tradicionais
ou complexas, Frota (2003) mostrou ser possivel obter uma precisao satisfatoria.
Por meio de simulagdes, Frota acrescenta que o LSM ndo somente converge mais

rapido para os resultados desejados, mas também, a implementacdo e

" Brennan & Schwartz (1977)

¥ Cox, Ross e Rubinstein (1979)

¥ Até entdo, a simulagdo de Monte Carlo era somente utilizada para precificar opgdes européias,
em que a regra ¢ clara na expira¢do e ndo precisa trabalhar “backwards”.
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interpretacdo dos mesmos sdo mais simples e intuitivas. Diante da evidente
superioridade do LSM sobre o GVW, este trabalho optou por utilizar aquele no

lugar deste.

3.3.1

Simulacdo de Monte Carlo

Desenvolvida por Metropolis & Ulam durante a Segunda Guerra Mundial (o
primeiro artigo foi publicado por eles em 1949), a simulacdo de Monte Carlo foi
rapidamente absorvida pelos estudiosos da época por conta de sua facil
implementagdo e, principalmente, de sua flexibilidade, transparéncia e eficiéncia
para manusear multiplas varidveis estocasticas. Outra vantagem do algoritmo ¢ a
possibilidade, a critério do operador, de, por meio do aumento do niimero de
simulacdo (ao custo do aumento do tempo computacional), obter valores mais
precisos. Ferramenta bastante poderosa vem permitindo, com a evolugdo
tecnoldgica, solucionar diversos problemas nas areas financeira, atuarial, finangas
e engenharia, entre outras.

O apregamento das opgdes via simulagdo de Monte Carlo foi desenvolvido
por Boyle (1977), que as dividiu em trés etapas principais:

i.  Nesta se especificam, por meio de fundamentos econdmicos e
matematicos, as distribui¢cdes de probabilidade dos processos estocasticos
das varidveis de entrada (ativos-base) que melhor descrevem a realidade

desejada. Com auxilio dos numeros pseudo-aleatdrios ou quase-

aleat(')rios30, sdo gerados os possiveis cendrios (ex.: realizagdes do
incremento de Wiener) ou a evolugdo destes ativos-base.
ii. Para cada cenario gerado, ¢ em obediéncia a regra de uma opg¢ao
especifica, determina-se o payoff do ativo-base.
iii. O apregamento da opg¢do ¢ calculado por meio do calculo da média dos
valores presentes dos valores da opc¢ao nos diversos cenarios.
De acordo com Frota (2003), a simulacio de Monte Carlo permitiu nio
somente resolver modelos de opgdes tedricos, mas representar efeitos adicionais

importantes que representam o mundo real — payoffs complexos, barreiras

%0 sucesso da simulagdo dependera diretamente da qualidade dos nameros aleatorios.
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absorventes, incorporar relagdes (correlacdo) entre processos estocasticos,

incertezas adicionais, etc.

3.3.1.1

Método de Neutralidade ao Risco®

Um conceito muito importante que sera utilizado ao longo da simulacao de
Monte Carlo ¢ o método da neutralidade ao risco. Este afirma que ao penalizar o
valor esperado futuro de um ativo V pelo seu prémio de risco ¢ possivel utilizar a
taxa de desconto livre de risco para calcular, ndo somente, o valor presente de do
ativo V, como também, para qualquer ativo que seja uma fungdo de V, i. e., de

qualquer derivativo F(V).

3.3.2

Minimos Quadrados de Monte Carlo

Inspirada na ideia da programac¢do dindmica, Longstaff e Schwartz (2001)
desenvolveram uma nova metodologia de avaliagao (precificagdo) da opgao
americana, por meio da simulagdo de Monte Carlo, denominada Minimos
Quadrados de Monte Carlo (Least Squares Monte Carlo ou LSM).

O algoritmo LSM propde que, inicialmente, sejam gerados todos os
caminhos das varidveis de estado por meio da simulacio Monte Carlo. Na
proxima etapa, ¢ avaliado (definido) o caminho 6timo. Para tal fim, o valor
esperado da continuacgao, trazido para o valor presente em cada data de exercicio,
¢ estimado por meio de uma regressdao (utilizando-se minimo quadrado) cujas
variaveis descritivas (dependentes) sdo os ativos ou variaveis de estados geradas
na etapa anterior. Assim, quando se compara o valor do exercicio imediato com o
esperado, em todos os cenarios e periodos, ¢ possivel tomar a decisdo 6tima e,

. . ~ 32
com 1SSo, premﬁcar a opgao .

3! Fonte: Notas de Aula do material de aula de Analise de Investimentos com Opgdes Reais do
professor Marco Dias da PUC-Rio.

*2'Se o valor do exercicio imediato for maior do que o valor esperado da continuagdo, deve-se
exercer a op¢do. Caso contrario, a espera ¢ 6tima Isso ¢é feito até a data inicial, quando finalmente
se obtém o valor da opgao.
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Além de gerar os bons resultados, demonstrados por Frota (2003), o tempo
computacional ¢ menor (mais eficiente) do que o de outras metodologias, devido a
dois motivos principais:

e Os coeficientes estimados da regressao, em um determinado periodo, por
exemplo, t= 3, para um determinado caminho, sdo reaproveitados em
caminhos diferentes, porém no mesmo periodo, t=3;

e Inclui somente os caminhos onde a opgio esté in-the-money™.

Para melhor esclarecer a metologia, Longstaff & Schwartz (2001)
abordaram um exemplo bastante simples de uma acdo que ndo paga dividendos,
cujo valor inicial ¢ 1 e seu proprietario possui um direito devido a op¢do de venda
americana com preco de exercicio de 1,10 e 3 tempos de exercicio. Os autores
citados supdem que, a fim de explicar a evolugdo desse ativo, ¢ suficiente simular
8 caminhos ¢ a taxa de desconto livre de risco utilizada foi de 6%.*

Como primeiro passo, Longstaff & Schwartz (2001) fizeram a simulagao,

por Monte Carlo, dos possiveis cendrios, descritos na tabela 2.

Tabela 2: Matriz simulacdo (LSM)
Periodo

Caminho 0 1 2 3

1,00 1,09 1,08 1,34
1,00 1,16 1,26 1,54
1,00 1,22 1,07 1,03
1,00 0,93 0,97 0,92
1,00 1,11 1,56 1,52
1,00 0,76 0,77 0,90
1,00 0,92 0,84 1,01
1,00 0,88 1,22 1,34

0 NN L AW -

Seguindo a programacao dinamica e supondo que, até o terceiro periodo, em
nenhum momento anterior foi 6timo exercer a op¢do de venda, abordar-se-4 o
ultimo periodo. Nesse caso, s existem duas alternativas: abandonar (para valores

de preco de exercicio menores do que o valor do ativo) ou executar a opgao, o que

3 Uma opgdo esta in-the-money quando o exercicio imediato gera valores positivos para o seu
detentor (embora possa ser mais valioso a espera). Tal procedimento é vantajoso porque retira-se
da andlise as situagdes trivialmente ndo o6timas, isto €, se no tempo atual da analise o valor da
op¢do de venda ndo 6timo e, em algum momento no, existe a possibilidade de ganho, ¢ intuitivo
que o caminho 6timo esta no futuro.

** Os titulos da tabelas utilizados na atual dissertagdio sdo um pouco diferentes da utilizada
Longstaff e Schwartz (2001) a fim de deixar a explicagcdo mais simples.
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levara ao fluxo de caixa do terceiro periodo. Isto ¢, para o caminho 3 o céalculo da

opcao de venda seria:

méax {K -V,0} (3.21)

Sendo:
e K =preco de exercicio;

e V =valor do ativo.

Substituindo, por exemplo, o valor do terceiro caminho da tabela 2 na

equagao 3.21, obtem-se:

max {1.1-1.03,0}
max {0.07,0} = 0.07 (3.22)

Aplicando esse célculo para todos os caminhos ¢ obtido a tabela 3.

Tabela 3: Fluxo de caixa 6timo em t=3
Fluxo de Caixa Otimo em t =3

Caminho 1 2 3

- - 0,00
- - 0,00
- - 0,07
- - 0,18
0,00
- - 0,20
- - 0,09
- - 0,00

0 N N L AW~
1
1

A analise da tabela mostra que a opgao de venda sera exercida nos caminhos
3,4,6¢e7.

Dado que j& se conhece os valores 6timos do ultimo periodo, seguindo a
filosofia de backward (da programacdo dinamica), a proxima ectapa ¢ analisar
considerando também o periodo anterior (o segundo tempo).

A fim de diminuir o tempo computacional, o primeiro procedimento a ser

tomado nesta nova etapa ¢ excluir da andlise os caminhos que ndo geram as
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opgdes in-the-money no segundo periodo. Para isso, basta verificar se o preco de

exercicio ¢ menor do que o valor do ativo gerado, em cada caminho (tabela 4).

Tabela 4: Periodo 2 In-the-money

Antes In-the-money

Caminho 1 2 3 2 3

1 - 1,08 0,00 1,08 0,00

2 - 1,26 0,00 - -

3 - 1,07 0,07 1,07 0,07

4 - 0,97 0,18 0,97 0,18

5 - 1,56 0,00 - -

6 - 0,77 0,20 0,77 0,20

7 - 0,84 0,09 0,84 0,09

8 - 1,22 0,00 - -

Para cada caminho (in-the-money), deve-se decidir entre o exercicio

imediato da opgao (no segundo periodo) ou o adiamento da agdo (exercer a opcao

no terceiro periodo). Para isto, Longstaff & Schwartz (2001) propdem:

» 1° Passo) Estimar a equagdo, que possibilitara a obten¢do do valor da continuagéo,

E[Y / X], por meio de uma regressao cuja variavel dependente é o valor fluxo de

caixa futuro trazido ao valor presente, pela taxa de desconto livre de risco de 6%,

representado pelo vetor Y, em funcdo de uma equagdo do segundo grau dos pregos

da acdo no instante 2, como descrito pela equacao 3.23.

(Xt:3)xe'0’06 =B, +B X, + BZX12=2
Y =B, +BX+ BzX2

Os dados utilizados nesta etapa sdo descritos na tabela 5:

(3.23)
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Tabela 5: Regresséo segundo periodo

Regressao tempo = 2

Caminho Y X
1 0,00x0,94176% 1,08
2 - -
3 0,07x0,94176 1,07
4 0,18x0,94176 0,97
val5 - -
6 0,20x0,94176 0,77
7 0,09x0,94176 0,84
8 - -

Ap0s aplicar o critério de minimos quadrados, encontra-se a equacao:
E[Y / X]=B, + B,X + B, X’ (3.24)
Para o exemplo dado em Longstaff & Schwartz (2001) os valores obtidos foram:

E[Y /X]=-1,070+2,983x X —1,813x X (3.25)

= 2°Passo) Para cada caminho, no segundo periodo, fazer a previsdo do valor
de continuac¢do por meio da substituicdo do valor do ativo correspondente
na equacao 3.23.

Por exemplo, para o primeiro caminho, o valor da continuacao sera:

E[Y /1,08] = —1,070 + 2,983 x 1,08 — 1,813 x 1, 08> = 0,037 (3.26)

Procedendo para todos os outros caminhos, segue a tabela 6 de

“continuacdo Vversus exercicio imediato”.

33.0,94176 = exp(-0,06).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812724/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812724/CA

44

Tabela 6: Exercicio 6timo no segundo periodo
Exercicio Otimo t = 2

Caminho Exercicio Continuagdo
1 0,02 0,037
2 - -
3 0,03 0,046
4 0,13 0,118
5 i _
6 0,33 0,152
7 0,26 0,157
8 - -

= 3° Passo) Escolher o procedimento (exercicio ou continuagdo) que

possibilita maiores ganhos, em cada caminho.

A comparagao dos valores da tabela anterior sugere que sera 6timo adiar no

primeiro e terceiro caminho e exercer a op¢do no quarto, sexto e sétimo, no

segundo periodo.

Observe-se que, quando for mais vantajoso exercer a opg¢ao, isso estard

indicando que ndo existira a op¢do no proximo periodo e, dessa forma, o fluxo de

caixa no proximo instante sera igual a zero. Dessa analise, advém a tabela 7:

Tabela 7: Fluxo de caixaemt=2

Fluxo de Caixa Otimoem t =2

Periodo
Caminho 1 2 3
1 - 0,00 0,00
2 - 0,00 0,00
3 - 0,00 0,07
4 - 0,13 0,00
5 - 0,00 0,00
6 - 0,33 0,00
7 - 0,26 0,00
8 - 0,00 0,00

Finalmente, para o primeiro instante, mesmo parecendo um pouco

complicado (devido ao maior nimero de periodos futuros), os procedimentos sao

praticamente os mesmos feitos no segundo.

A primeira etapa ¢ eliminar as agdes que ndo estdo in-the-money, exposto na

tabela &.
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Tabela 8: Periodo 1 In-the-money
Antes In-The-Money
Caminho 1 2 3 1 2 3

1,09 0,00 0,00 1,09 0,00 0,00
1,16 0,00 0,00 - - -
1,22 0,00 0,07 - - -
0,93 0,13 0,00 0,93 0,13 0,00
1,11 0,00 0,00 - - -
0,76 0,33 0,00 0,76 0,33 0,00
0,92 0,26 0,00 0,92 0,26 0,00
0,88 0,00 0,00 0,88 0,00 0,00

0 3 N BN =

Estabelecidos os caminhos vidveis, o proximo passo ¢ decidir entre o
exercicio imediato ou o adiamento. Portanto, novamente, se recorre a regressao -
dos fluxos de caixa futuros 6timos®®, trazidos ao valor presente, pela taxa de
desconto de 6%, representado pelo vetor Y, em fun¢do dos pregos da agdo no

instante 1, representado pelo vetor X. Tais informagdes sdo resumidas na tabela 9.

Tabela 9: Regressdo primeiro periodo

Regressédo tempo =1

Caminho Y X
1 0,00x0,94176 1,09
2 - -
3 - -
4 0,13x0,94176 0,93
5 - -
6 0,33x0,94176 0,76
7 0,26x0,94176 0,92
8 0,00x0,94176 0,88

Aplicando-se o critério de minimos quadrados, chegou-se a equagao:

E[Y / X]=2,038-3,335x X +1,356x X’ (3.27)

36 - . . o ~ , -
Aqui sdo trazidos somente os periodos onde foi 6timo exercer a opgdo: se, no segundo periodo, foi dtimo

adiar, o valor que sera trazido para o instante inicial sera o fluxo de caixa do terceiro periodo. O exemplo de

Longstaff & Schwartz (2001) foi exposto a situagdes mais simples e somente regrediu o segundo periodo.
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Substituidos todos os X’s na equacdo anterior, os valores esperados de
continuagdo serdo encontrados e, por meio da comparacdo com o exercicio

imediato, sera sabida qual decisdo gerara um maior ganho, resumido na tabela 10.

Tabela 10: Exercicio 6timo no primeiro periodo
Exercicio Otimot=1
Caminho Exercicio Continuacio

1 0,01 0,014
2 - -
3 - -
4 0,17 0,109
5 - -
6 0,34 0,287
7 0,18 0,118
8 0,22 0,153

Comparando os valores da tabela anterior, percebe-se que ¢ preferivel, no
periodo 1, adiar no primeiro caminho e exercer a op¢do no quarto, sexto, sétimo e
oitavo caminho.

Todas as informacodes desta analise encontram-se resumidas na tabela 11.
Para precificar a opgao, basta descontar os valores nao nulos para o instante inicial

e tirar média em relagdo ao nlimero de caminhos realizados.

Tabela 11: Fluxo de caixa 6timoemt=1
Fluxo de Caixa Otimo em t =1
Periodo
Caminho 1 2 3
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,07
0,17 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00
0,34 0,00 0,00
0,18 0,00 0,00
0,22 0,00 0,00

0 N N L AW~

Mesmo sendo um valor provavelmente impreciso (devido ao baixo nimero
de simulagdes e tempos de exercicio), Longstaff & Schwartz (2001), a titulo de
ilustragdo, encontraram de forma simples e intuitiva o valor de 0,1144 para a

opc¢ao de venda, conforme abaixo se calcula:
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0,17+0,34+0,18+0,22+0,07xexp(-0,06)
8

Valor da opgdo = [ Jx exp(-0,06)=0,1144 (3.28)

3.3.21

Analise da sensibilidade dos parametros do LSM

Diversos trabalhos académicos’’ tém demonstrado que, por meio de
procedimentos matematicos, e.g. analise de sensibilidade, a eficiéncia e a acuracia
do LSM dependem de trés principais fatores: fung¢ao base da regressao, nimero de
datas de exercicio ¢ da simulacao (do nimero de realizagdes e de como sao
gerados os numeros aleatorios). Nesta se¢do, sera feita uma pequena revisao

desses pontos.

3.3.211

Funcéo base da regresséao

O primeiro ponto, fundamental, ¢ a determina¢do de uma fungdo base da
regressdo que permita fazer uma boa previsio do valor continua¢io®® (valor da
espera). Sem ela, de nada valerdo as informagdes dos ativos para a tomada de
decisdo otima, tornando o LSM obsoleto.

Segundo Longstaff e Schwartz (2001), esta fun¢do poderia ser expressa em
diversos formatos (Fourier, séries trigonométricas e polindmios). Porém, por
conveniéncia, eles optaram pelo formato de regressdo polinomial, que igualmente
gera bons resultados.

Assim, a solugdo restringe-se a escolher como utilizar as variaveis de estado
na regressdo, i.e., determinar qual grau deve ter a regressdo (incluindo a

possibilidade dos termos cruzados). Nascimento (2005) explica que:

“Embora os autores [Longstaff & Schwartz (2001)] ndo estabelecam uma regra
clara para a determinagdo da quantidade ideal de [variaveis de estado para] fungoes
base, seus resultados numéricos sugerem que este numero esteja relacionado ao
numero de variaveis de estado do problema analisado.” (pag. 42).

37 Por exemplo: Araujo (2004), Frota (2003) e Nascimento (2005).
3% 0 valor obtido caso um determinado agente opte em aplicar somente no futuro.
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A relagdo, mencionada na afirmacgdo anterior, estd ligada ndo somente ao
grau do polindmio de cada varidavel, mas também a interacdo entre eles. Por
exemplo, supondo-se que se deseje tomar o ativo desejado como Z e que se
pretenda descrever tais variaveis por meio de duas outras de estado X e Y, pode

ser 6timo que Z seja descrito por:

Z=B+BX+BX>+BY+BY+BXY (3.29)

Tal observagao pode levar a concluir que o grau de complexidade da fungao
base cresce exponencialmente com o aumento das varidveis de estados descritivas.

Contudo, em Araujo (2004) e Frota (2003), para avaliar a contribui¢do do
aumento do grau do polinomio da funcdo base (utilizando-se o método binomial
como referéncia), foi aplicado o LSM a fim de precificar uma opg¢ao americana de
venda de um ativo que ndo pague dividendos sobre os mais diversos graus de
polindmios da regressdo. Tais autores ndo conseguem identificar o aumento da
precisdo com o aumento dos graus dos polindmios. Ao contrario, em algumas
situagdes, a partir de determinado grau, ocorreu um aumento no erro relativo e
desvio-padrao.

Tal resultado ja era esperado sob a oOtica da Econometria, devido ao efeito
da multicolinariedade; ou seja, a medida que se pdem mais variaveis, aumenta
também a capacidade dessas variaveis em explicar os efeitos das outras variaveis
(até aquelas que ndo foram escolhidas). Ao incluir uma variavel que ja esta “sendo
utilizada” indiretamente, a estimagdo podera vir a ser corrompida. Soma-se a isso
o critério da parcimdnia, em que se afirma que os melhores modelos sdo aqueles
com o menor numero possivel de varidveis e que conseguem, assim, descrever

bem a varidvel desejada.

3.3.2.1.2

NUumero de datas de exercicio

Teoricamente, o agente econdmico que possui uma op¢ao americana pode
exercer o seu direto em qualquer momento até a data do exercicio. Contudo, como

existem diversos fatores a serem analisados (or¢amentarios e estratégicos), as
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empresas tomam as suas decisdes em intervalos “nao tdo continuos”. Além disso,
o modelo teérico é muito complexo e ser fiel a ele n3o necessariamente
possibilitara ganhos muito superiores do que o aproximado.

Consoante com Frota (2003), nessa dissertacdo a opgao sera aproximado por
uma op¢ao Bermuda® com o numero de datas suficientemente grande.

Para analisar a influéncia do nimero de datas de exercicio no LSM,
Nascimento (2005) fez uma analise de sensibilidade deste parametro sobre a
precificagdo (deixando todos os outros parametros fixos) de uma op¢ao americana

de venda. Os resultados resumem-se na figura 4, a seguir:

14.00%

12.00%
10.00% 4

B.O0%

Erro (%)

6.00% -

4.00% 4

2.00% 4

0.00%

1 10 20 50
Nimero de datas de exercicio por periodo (m)

Figura 4: Analise de sensibilidade — datas de exercicio®

Pela avaliacdo anterior percebe-se que o nimero de datas de exercicio ¢
fator fundamental para a acurdcia do modelo: a medida que aumenta, melhor a
descricdo do problema. Contudo, o ganho marginal entre periodos diminui
gradativamente, ao ponto que existe uma situacdo que computacionalmente nao ¢
vantajoso incluir novos periodos. Dai ser bastante aceitdvel a aproximacio por
opgdes Bermuda com poucas datas de exercicio.

Longstaff & Schwartz (2001) nao afirmam qual ¢ o nimero ideal de datas
de exercicios, mas ddo a entender que ele ¢ um fator muito importante para o

LSM.

%% Tradicionalmente as op¢des Americanas podem ser exercidas continuamente em qualquer
periodo. Contudo, tal fato, computacionalmente, ¢ impraticavel. Devido a isso, para contornar esse
detalhe, o exercicio ¢ somente avaliado em tempos discretos, denominado opgdes bermuda.

40 FONTE: Nascimento, 2005.
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3.3.2.1.3

Simulacéao

A forma com que sdo gerados os caminhos relacionados com as varidveis de
estado ¢ o pilar de qualquer método numérico de simulagdo (inclusive o LSM). E
por meio dessas trilhas que sdo desenvolvidas as metodologias, as regras de
avaliacao e os resultados.

Mesmo que se consiga obter um modelo matematico fiel a realidade para
realizar uma analise coerente, ¢ necessario — conforme Frota (2003) — um niimero
razoavel de simulagdes que caracterizem a movimento global do ativo
(distribui¢do de probabilidade).

Existem diversas técnicas de geragdo de niimeros com menor discrepancia
que acelera a convergéncia (Simulagdo de Quase-Monte Carlo tradicional e
Hibrida). Contudo, ndo serd o escopo desta dissertagdo, embora venha a abordar
esse detalhe. A quem interessar, ha que se tomar cuidado com o fator
dimensionalidade. No caso da dissertagdo, existe um grande nimero de periodos
possiveis para tomar decisdes para op¢ao e a dimensionalidade do problema aqui
abordado ¢ considerada alta. Por isso, Frota (2003) defende que a discrepancia dos
resultados obtidos pela simulacdo Quase-Monte Carlo sao maiores do que a de
Monte-Carlo. Uma alternativa, segundo o autor, ¢ a utilizacdo de geracdo de

nimeros quase-aleatdrios hibridos.
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