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Modelos em espaco de estado

5.1.
O modelo em espaco de estado linear e o filtro de Kalman

Este capitulo ird abordar a estimac¢do da reserva IBNR via modelos em
espago de estado. Mas primeiramente, faz-se necessaria a apresentacdo da

seguinte definicdo:

Defini¢cdo: Um processo estocdstico p-variado e observavel Y, t = 1,2,3,..., segue
um modelo em espaco de estado (EE) linear se, e somente se, existem duas

equagoes, uma das medidas e outra do estado, dadas respectivamente por

Y=Za +d, +¢, & ~WN(,H,) (19)
a,., = Ttat +c, +Rt77t’ n,~ VV]V(O, Qt)

As quantidades Z,, d, H, T, C, R, e Q, sdo as chamadas matrizes do sistema. O

processo estocastico m-variado e ndo observavel o, é chamado de vetor de estado,

e étal que E(a;) = a; e Var(a;) = P;.

O modelo apresentado em (19) ¢ chamado de modelo em espago de estado
Gaussiano (cf. Harvey, 1989; e Durbin e Koopman, 2001) quando o vetor de

estado a; tem distribuicdo Gaussiana e ¢ independente de (€.°,n:’)’ e

HRG M}

De agora em diante, supde-se que o modelo (19) ¢ Gaussiano. Para obten¢ao

de estimadores 6timos globais do vetor de estado em todo instante de tempo, sera
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utilizado o filtro de Kalman, cujas expressoes estdo apresentadas adiante. Porém,

¢ necessario estabelecer inicialmente a notagdo que serd adotada.

e 1 ¢ o nimero de posi¢des (células) do triangulo (ou seja, valores
observados ¢ valores ausentes);

e 3J,¢ao-dlgebra gerada pelas medidas até o instante j;
e q, EE(O{, | Sjl

e b, =E|e,-a, N -4, )3}

® Ut_Yt_E(Yt|St—l)

o F=Var(u]3,.)

Sob a notacdo acima, as recursdes de Kalman podem ser escritas como:

&, =Tia, +c, 20)
B+1\t = 7;[—:\17;'+RthRt'
dl‘\t l|l 1 +Pz|t IZ F U (21)
Pz|t Pz|t 1 Pt\t IZ F IZtPt\t 1

At|n t|t 1 +Pz\t 1

rl—l = Zl 'F;_ Ut + Lt 'rt (22)
Vi=F -FN_F

N, 1 :ZI'F;_IZI—'—Lt'NtLt’

t—

sendo que L =T -TPZ'F'Z, r,=0 e N,=0. As equagdes em (20) sdo
denominadas equagoes de previsdo enquanto que as em (21) sdo chamadas de
equagado de atualizagdo e as apresentadas em (22) sdo as equacgoes de suavizagdo.
Observe que, sob esta notacdo, as inovagdes e sua varidncia condicional podem

ser obtidas da forma


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713596/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0713596/CA

52

v, = Yt - Zzaz\t—l —-d

F=2P, Z'+H,.

ttle-1

t

O pressuposto de que o modelo ¢ Gaussiano nao necessariamente traduz-se
como uma perda de generalidade, posto que, fora de normalidade, expressdes do
filtro, preditor e suavizador de Kalman representam estimadores /ineares 6timos e
correspondentes matrizes de EQM (cf. Brockwell e Davis, 2002; ¢ Shumway e
Stoffer, 2006).

A utilizagdo das recursdes de Kalman requer o conhecimento da esperancga e
da variancia do vetor de estado em t = 1. Para séries ndo-estacionarias, ndo é
evidente a obtenc¢do de tais momentos de 1* e 2 ordens, o que exige uma extensao
da teoria até entdo apresentada que contemple esta dificuldade. Considere, entao,

o seguinte modelo geral para o vetor de estado inicial:

o, =a+Ao+Rn,, n,~0,0,), (23)

no qual a ¢ vetor mx1 de constantes, d € vetor gx1 ndo-observavel e tal que E(0) =
0, Var(d) = xl e E(dno’) = 0. A matriz 4 ¢ a matriz de selecdo do vetor de estado
relacionada as componentes ndo-estacionarias do vetor de estado, enquanto que a
matriz Ry ¢ a matriz de selecdo das componentes estaciondrias. Finalmente,
assume-se que Oy > 0.

Duas das possiveis abordagens que foram desenvolvidas para inicializacao
do filtro de Kalman, na tentativa de representar a falta de informagao em relagdo
aos dois primeiros momentos do vetor de estado, serdo aqui consideradas: a
abordagem big kappa e o filtro de Kalman inicial exato.

A abordagem big kappa, apresentada por Harvey e Phillips (1979), baseia-se
em atribuir um valor arbitrariamente alto para «x, relativo a varidncia de 6 na
expressao (23), para representar a ignorancia existente do pesquisador quanto ao
real valor da variancia do vetor de estado. Apesar de facil implementacdo, esta
abordagem geralmente mostra-se bastante instavel para diferentes valores de «,
gerando possivelmente problemas numéricos quando implementado o algoritmo.

Ademais, ndo se sabe ao certo o momento de estabilizagdo das recursdes de
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Kalman, a partir do qual os estimadores utilizando a inicializag¢do difusa do filtro
sdo iguais aos obtidos utilizando o filtro de Kalman apresentado em (20) e (21).

O filtro de Kalman inicial exato (cf. Koopman, 1997; Durbin e Koopman,
2001, cap. 5; e Koopman e Durbin, 2003) consiste em uma solugdo baseada em
escrever as equagoes (20), (21) e (22), como fungdes suaves de k, aproxima-las

por formulas de Maclaurin e fazer k — +o. As recursdes obtidas nesta abordagem

sao:
Foo,t = ZlPoo,tZl' E",l = ZtB‘,tZt '+Hl
FY=F, E® =-F_F, F,,
M*,t = P*,tZt' Moo,t = Poo,tZt'

K" =TM, F  K'=TM, F”+TM. FY
LEO) = Tt - Kt(O)Zz Lgl) = _Kz(l)Zt

Ut(O) = Yt - tht(O) - dt (24)
a =Ta" +K"v" +c,
— (0)1 _ M (0)1 l
Poo,t+1 - TtPoo,tLt P*,t+1 - T;Poo,tLt +TtP*,tLt +RtQth
&0 =a
P =44
— !
P*,l - oQoRo
0) _ 7(0)r_,(0)
I _Lt r
o _ (D), ,(0) 0)r_, (1) r_.(0)
rt—l _Zt F:: Ut +Ll rt +Lt rz
0) _ 7(0)1 A7(0) 7(0)
Nt—l - Lt Nt Lt
NY=Z'FVZ, +L""'N"L” + L"'NL? + L' N LV
2) _ 17 (2) (0)1 (2) 7(0) [UX] 1) (1)
NS =Z'F7Z +L"7'N”L”+L"7"'N,L,
+ L' NOLY + L)' N L
(25)

5 — A0 0 (O]
at\n - at + R“,trt—l + Poo,lrt—l

A

_ (0) 1) 1) 2)
Pt|n - P*,t - P*,th—l P*,t - R*,th—lpoo,t - Poo,th—IP*,t - Poo,tNt—l Poo,t
0) _
ry =71,
0 _
Nd - Nd
=0

NP =NP =0
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As equagdes em (24) representam as recursdes do filtro de Kalman inicial
exato (FKIE) e, as equagdes em (25), as do suavizador de Kalman inicial exato
(SKIE). Essas sao derivadas sob a hipotese de que F..; > 0. No entanto, observa-se
que, em alguns instantes iniciais de tempo ¢ — ainda no trecho em que o efeito de
se fazer kK — +oo ainda se faz presente —, esta matriz pode se anular. Em tais casos,
obtém-se equacdes mais simplificadas dos que as apresentadas em (24) e (25) e,
uma vez implementadas, espera-se que diminuam significativamente o tempo de
execucdo do programa. Essas expressdes simplificadas, para os casos respectivos

do FKIE e SKIE, encontram-se abaixo:

M.,=P,Z',

Kt(O) _ TIM*JF*;I,

LEO) — T; —KI(O)Z[,

Ut(O) =Y, _tht(()) _dt’ (26)
ay =Ta" + K0 +c,

P*,t+1 = T;P*JL(ZO)'-FRtQth',

POO,HI = T;POO,IT; ';

) = 2o+ 1

ry =1

N =Z'F]Z +L"' N"L" (27)
N =L N LY

Nz(—zl) — T;th(Z)Tl

O problema mencionado em relagdo a estabilizagdo na abordagem big kappa
¢ facilmente resolvido sob inicializacdo difusa exata, dado que esta ocorrera
quando P assumir zero. O momento imediatamente antes de P se anular sera
denotado por d. A existéncia tedrica de tal limiar ¢ demonstrada por Koopman
(1997).

Para utilizacao do das recursdes apresentadas em (24), (25), (26) e (27), €
necessario o conhecimento das matrizes do sistema que estdo em funcdo de
parametros desconhecidos. Denote-se por y o vetor que contém tais pardmetros. A

estimacdo deste € feita por mdxima verossimilhan¢a. Para os casos em que a
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inicializacdo ¢ ndo-difusa, a funcdo de verossimilhanca, ja se tomando seu

logaritmo, ¢ dada por:
log L(y) = I(y) o Y [log | F, | +v,'F v, ], (28)
t=1

uma vez que Y, ~N(Za, ,+d,,ZP, Z'+H,). Observe-se que (28) depende

tle-1 t* -1t

diretamente apenas de v, =v,(y)e F, =F,(y), sugerindo que a mesma seja,

muitas vezes, chamada de decomposicdo da verossimilhangca pelo erro de

predigdo (ct. Harvey, 1989, secdo 3.4; e Durbin e Koopman, 2001, se¢do 7.2).
Reconhecendo que as recursdes de Kalman assumem formatos

modificados para ¢ < d para os casos de inicializagdo difusa — cf. (24) e (25) —, a

funcdo de verossimilhanga conseqiientemente sofrera mudancas. Tendo em mente
que, em geral, v =v,"(y), F.,=F,(y) eF,, =F, (y), a fungio de log-

verossimilhan¢a difusa (conforme demonstrado em Durbin e Koopman, 2001,

secdo 7.2) ¢ dada por:

d n
1) =~"Llogm) - 3w~ Y log | £ [+0/F v (29)

t=1 t=d+1

na qual
log‘FwJ , se F,,>0

Wt:

loglF., |+ 0" F v, seF,, =0

Maximizagdes tanto de (28) quanto de (29) exigem métodos numéricos,
dado que estas sdao fungdes nao-lineares dos parametros desconhecidos. Também,
menciona-se que a dificuldade da otimizacdo pode aumentar consideravelmente

nos casos em que valores ausentes sdo proeminentes.

5.2.
O método do acumulador

O método do acumulador foi proposto por Atherino et al. (2010) e consiste
em acrescentar coordenadas ao vetor de estado, as quais tém como fungdo

acumular os sinais Z,«, associados a instantes de tempo especificos. No contexto
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do triangulo, sob a ordenag¢do por linhas proposta na secdo 2.4, uma dessas

adicionais coordenadas serviria para somar (os sinais dos) valores ausentes que

correspondam a um dado tipo de reserva, dentre aqueles discutidos na secdo 2.5.
Nos termos de um modelo em espago de estado genérico, mas pensando

em um unico acumulador, a extensdo proposta seria

Y =[z 0] “ +d, +¢,

t

|10 e el R (30)
Yea )l X0 LJv] [0] [0

Z, setegd
X, = s

0, seted

na qual @ representa o conjunto de indices para os quais ¢ de interesse acumular
os sinais, e ¥, =0.

A formulagdo apresentada em (30) contempla os casos os quais se obtém
apenas um Unico acumulador. Porém, pode ser de interesse a obtencdo de um
nimero maior de acumuladores em um tnico processo de utilizagdo do FKIE. A
partir deste ponto da Disserta¢do, e pensando ja em um modelo univariado a ser
estimado com os dados do tridngulo ordenados por linha, o vetor de acumuladores

para cada uma das reservas discutidas na se¢do 2.5 ¢ dado por

T
7

)
i

7
ve=| |,

)
7

)
Vi

(d)
7

@)

no qual ! D e y@

representa o acumulador da i-ésima linha, i=1,...,J,¢ ;" e 7,
representam os acumuladores para todos os valores ausentes e por ano de
calendério, respectivamente. Define-se também X, = (X DX Lx"x f‘”)’,

tal que
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" {Zt, t¢lete{s:s ¢ indice da i —ésima linha},
X" =

0, caso contrario,

3 Z, tel,
0, caso contrario,

X =

t

{Zt, tefFete{s:spertenceélinhaieécolunaJ+1—i,i=1,2,...,J+1}

0, caso contrario,

Uma das vantagens do método do acumulador ¢ a relativa facilidade de se
obterem estimativas das reservas desejadas e seus respectivos EQMs teoricos,
utilizando as recursdes de Kalman apenas uma Unica vez. Abaixo, apresentam-se
os estimadores para o caso da reserva total que sdo obtidos utilizando-se o método

do acumulador:

IBNR=E(y'\? |3)+Yd,, €2
tel
Var(IBNR) = Var(y® | 3)+ S H, , (32)

tel

nos quais‘:”s representa a o-algebra gerada pelas observagdes nao-ausentes da série
formada pela nova ordenacdo dos dados, ou seja, formada pelas observacdes
conforme mostrado na Figura 9.

E de interesse que o modelo (30) — ou extensdes do mesmo que
compreendam diversos acumuladores — seja tal que ndo comprometa a estimacao
dos parametros desconhecidos, os quais sdo os mesmos que os associados a
representacdo em EE original dada em (19). Na realidade, tal propriedade, de
utilidade pratica, ja havia sido perseguida — e alcancada — por Atherino et al.
(2010) no ambito de inicializagdes ndo-difusas do filtro de Kalman. Aqui, a
validade da mesma comprovar-se-4 para o ambiente de modelos em espago de
estado estimados via filtro de Kalman com inicializagdes quaisquer. Essa
invariancia de estimadores de maxima verossimilhanca, quando considera-se o
modelo (30) em detrimento do original (19), serd uma conseqiiéncia direta de

algumas outras (boas) propriedades do método do acumulador.
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O primeiro resultado, apresentado na seqii€ncia, garante que as recursoes
em (24) e (26), relativas ao FKIE, ndo se alteram para a estimagao recursiva do

vetor de estado original ¢, , quando se adota 0 modelo aumentado (30). A prova

se encontra na subse¢ao 5.5.1.

Teorema 5. Seja t€IN arbitrario. Denote por &\ ,P,,,P.,,F,, e F., os

00,t 2

resultados das recursoes do FKIE para o modelo em FEE (19) e

(0 a ay a ay
OKt( ) ~(0) Poo,t Pcc,t P*,t P*,z ~ ~
o PP , .. e F., os resultados das mesmas
- ra Y ra Y ’ ’
e Pl Pl F P
recursoes para 0 modelo aumentado (30). Entao,

5(0) _ Z(0) (0) _ 5(0) — pe — pa —Fa —F
a,; =a, 0,7 =0, ’POO,t_Poo,t’ R,z_R,z’F,t_Fw,te F*,t_F*,z'

Para fins de notagdo, considere y como sendo o vetor de parametros a ser
estimado no modelo apresentado em (19) e denote por y* o vetor de pardmetros
do modelo apresentado em (30) — convém mencionar, mais uma vez, que y= y* .
Sejam também [ e /* as respectivas fun¢des de log-verossimilhancga difusas.
Combinando o Teorema 5 com a expressao da fun¢do de verossimilhanca difusa
em (29), tem-se a ja mencionada extensdo do Teorema 2 de Atherino et al. (2010).

Formalmente:
Corolério 4. y = arg max [(y) = arg max [ * (w*) =y *.

O Corolario 4 garante que a incorporacdo do bloco y, no vetor de estado, da

maneira descrita no modelo (30), ndo altera a estimagdo dos parametros
desconhecidos por estimador de maxima verossimilhanga. Intuitivamente, isto
decorre de as coordenadas de acumulagdo adicionais dependerem apenas
recursivamente delas proprias, garantindo que as propriedades probabilisticas de
Y: sejam preservadas — até mesmo quando algumas das variancias do estado inicial
sejam infinitas. Este coroldrio acarreta aumento de eficiéncia em problemas
praticos, uma vez que ¢ possivel obter as estimativas de maxima verossimilhanca
associadas ao modelo (30) mediante estimagdo do modelo em (19), cujas matrizes

do sistema sdo de dimensdes menores.
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O proximo teorema a ser enunciado garante que o modelo (30) pode ser
utilizado no processo de suavizacao (SKIE — (25) e (27)) de forma a obterem-se
os mesmos vetores de estado estimados para cada instante de tempo, com base em

toda a informagao disponivel.

Teorema 6. Considere uma série temporal Y,,Y,,...,Y,. Denote por a,, eV, os

‘O n t

A
~

tin

a
resultados das recursoes SKIE para o modelo em EE (19) para Y,, epor | ™ |e
j/t\n

t

Vta VO!}/
ve v

} os resultados das mesmas recursoes para o modelo em EE

aumentado (30) para Y,. Entdo, d,, = aL,‘n eV, =Vr°.

Sao oferecidas duas provas para o Teorema 6. A primeira, reproduzida na
subsecdo 5.5.2, ¢ a mais longa e conduzida por algebrismos matriciais intensos.
Contudo, trata-se de uma prova auto-contida e que joga luz sobre aspectos outros
da suavizagdo de Kalman com o modelo aumentado (30) que, embora tidos como
secundarios nesta Dissertacdo, podem ser muito uteis em problemas praticos,
como por exemplo, no uso de diagndsticos baseados em quantidades
“suavizadas”, tais quais os residuos auxiliares (cf. de Jong e Penzer, 1998; e
Durbin e Koopman, 2001, se¢des 4.4 ¢ 7.5). Por outro lado, a segunda prova, que
esta na subse¢do 5.5.3, ¢ muitissimo menor, mas, além de depender de outros
resultados na literatura, € tal que, excetuando-se quanto ao resultado final sobre a

invariancia da estimagdo do vetor de estado original «,, em nada esclarece sobre

0 que esta “acontecendo” com quantidades intermediarias resultantes do processo

de suavizagao.

5.3.
Modelos de espaco de estado para reservas IBNR

O modelo adotado para descrever o comportamento dos dados do triangulo
conforme a ordenag¢do apresentada na Figura 9 serd o modelo estrutural

semelhante ao utilizado por Atherino et al. (2010). Este modelo representa bem a
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natureza dos dados do tridngulo de runoff na ordenacao por linhas, posto que suas
duas componentes centrais — de nivel e de periodicidade — sao usadas para tentar
descrever os efeitos linha e coluna, respectivamente.

Devido ao nivel de incerteza contido nas caudas e ao baixo niimero de
informagdes disponiveis, optou-se, nesta Dissertagdo, por estima-las um passo a
frente. Os modelos apresentados a seguir estardo limitados a esta particularizagao.

Os valores do triangulo apresentam claro decaimento em seus valores
quanto mais proximos estdo da cauda (isto serd exemplificado graficamente com
os tridngulos analisados no capitulo 6). Esta estrutura sugere que os dados na
cauda devem apresentar valores menores na medida em que se deslocam para a
direita. Portanto, serdo apresentadas duas sugestdes de solucdo para modelagem
de triangulos IBNR, as quais, grosso modo, assim se diferenciam: uma postula
que uma dada célula do triangulo referente a cauda (cf. Figura 5) herda, de forma
rigida, a mesma estrutura de periodicidade imediatamente anterior; a outra
reconhece que deve haver uma adicional incerteza a tal célula.

Antes de apresentarem os modelos utilizados, sera estabelecida uma nova
notacdo para o tridngulo a ser adotada apenas nas estimacdes via modelos em
espaco de estado. Sob esta notacdo, serdo diferenciados os valores da cauda do

triangulo dos demais valores.

Ano de . Efeito
. Desenvolvimento d
Origem cauda
w 0 1 2 J-1 J*
1 Y1 Y2 Y3 Yy Y=
2 Y1 Y2 Y2u Yau*
3 Y2ou +1 You+1 Y3J Y3+
J-1
J Y(J-1)J+1 . Y/ Y2
J+1 YA+ Y F+2 YA+ Yoeegr

Figura 11. Tridngulo IBNR com notac¢ao diferenciada para valores na cauda (em

sombreado).

Conforme notacdo estabelecida na Figura 11, o primeiro modelo (M1)
sugerido admite uma forma em espago de estado linear com as seguintes matrizes

do sistema:
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{[1 1000...00], setg{J*20%3J%. .0 +J*
z, = (33)

[1 0100...0 0], caso contrario,

100 0... 0 0 O]
0-1-1-1...-1 —1-1
01 00... 0 0 0

, serg{J*,2J*,3J,...,J*2+J*}
T.=40 01 0.. 0 0 0

000O0..0 1 O

I, caso contrdrio,
(34)
H, = O'j , d, =0,
o
0
o> 0
= 5| c, = )
0 o, 0
_0_
1 o]
1
0], set={/* 205 3%, ...J*% +.J*}
00
R = :1 0: , (35)
00
0 0|, caso contrario

As matrizes correspondentes ao processo de inicializacdo exata do filtro de

Kalman (vide eq. (23)) sdo dadaspor a=0,,, A=1,e R, =0.

Jx1

Com essas matrizes, o vetor de estado ¢, teoricamente, reconhecido como
sendo «a, = (,ut,rt,rt_l,rt_z,...,r,_( 1_2)) . A componente de nivel u, deve,

presumidamente, responder pela dinamica associada as linhas do tridngulo,
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enquanto que a componente de periodicidade t,, por seu turno, ha de captar os

efeitos associados as colunas do tridngulo.
O modelo apresentado ¢ semelhante ao utilizado por Atherino et al. (2010)
(sem as intervengdes utilizadas pelos autores) para as observacdes do triangulo

que ndo estdo presentes na cauda a direita. J& nas observagdes Y,, em que

t={J*2J% ... J* +J*}, a componente de periodicidade ¢ reconhecida como
(exatamente) a mesma do instante de tempo anterior (note que a matriz Z,se
encarrega de fazer a selecdo apropriada de 7, , e que R, atribui o valor igual a zero

para a variancia da componente de periodicidade das observacdes dispostas na
cauda a direita).
O segundo modelo (M2), embora semelhante ao primeiro, apresenta uma

unica mas importante alteragdo. Esta ocorre justamente na defini¢do da matriz R,

conforme mostrado abaixo.

R =0 0|, t=12,..n. (36)

00

A diferenga de M2 em relacdo a M1 consiste em assumir que o choque
associado a componente de periodicidade das observagdes na cauda ndo ¢ igual a
Zero.

Em termos operacionais/computacionais, existe uma especifica vantagem de

M2 em relagdo a M1, pois o primeiro ndo requer mudangas na matriz R, . Disto,

depreende-se que ndo ha necessidade de armazenamentos de n tais matrizes, o
que facilita e torna mais eficiente todo o processo de estimacdo, além de
simplificar a confeccdo de cddigos de programacdo. Outrossim, os dados,
associados a uma dada aplicagao, devem corroborar qual desses dois modelos sao

mais apropriados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0713596/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0713596/CA

63

5.4.
Algoritmo de modelagem e célculo da reserva IBNR: modelos em
espaco de estado

De forma semelhante ao que foi feito secdo 4.4, menciona-se que a
abordagem via modelos em espaco de estado apresentou certo padrido de
comportamento na modelagem dos dados de forma a ser possivel representa-la em

formato de um algoritmo como segue.
1° Passo) Ordene os dados conforme a Figura 9.

2° Passo) Com os modelos estruturais propostos na se¢ao 5.3 (ou alguma outra
proposta ndo considerada nesta Dissertacdo), utilize as apropriadas matrizes
do sistema da representacdo em espaco de estado (19), um valor inicial para os
parametros em y, a fun¢do de verossimilhanca apresentada em (29) e um
otimizador. Obtenha os valores dos parametros que maximizam a funcio de

verossimilhanca.

3° Passo) Verifique, por meio de diagnosticos sobre as inovagdes padronizadas

v L. ~ .
vl =— se 0s pressupostos basicos estdo sendo respeitados. Sob a

t \/Ft 2

adequacgio dos pressupostos bésicos, entdo necessariamente v ~ NID(O, 1) .

4° Passo) Caso existam evidéncias estatisticas suficientes que apontem
violagdes dos pressupostos basicos do modelo, retorne ao 2° Passo e proponha
um modelo alternativo que contemple as estruturas ndo capturadas pelo

modelo vigente. Caso contrario, siga para o 5° Passo.

5° Passo) Calcule as medidas de ajuste do modelo, sendo que estas podem ser

utilizadas para corroborar a escolha do melhor modelo.

6° Passo) Utilizando os parametros estimados no 2° Passo (com o modelo

final) e utilizando a representacdo em espaco de estado (30), referente ao
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método dos acumuladores, calcule os trés diferentes tipos de reserva e seus

respectivos EQMs tedricos.

O fluxograma oferecido na Figura 12, por resumir os passos acima,

estabelece a perspectiva de modelagem.

C Ordene os dados conforme Figura 9 )

A 4

Proponha um modelo e,
utilizando as matrizes do

sistema, obtenha o estimador

A

de maxima verossimilhanga

utilizando métodos numéricos

A 4

Por meio de diagndstico sob as

inovagdes padronizadas, verifique

0s pressupostos basicos.

Os pressupostos estdo sendo

respeitados?

Calcule as medidas de ajuste

A 4

thenha reservas ¢ EQMs teéricoD

Figura 12. Fluxograma para ajuste do modelo via EE.
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5.5.
Apéndice: Provas

5.5.1.
Prova do Teorema 5

a
Por indugdo. Pelos modelos gerais para «; do modelo em EE (19) e para { 1} do
4

1

modelo em EE aumentado (30), tem-se que

| a® al) [a] [a® ,
Entdo, | = |=FE = 0 = o | e, também,
N 7

B =Var(a,)=AVar(y)A'+RVar(n,)R,' =k AA'+ R,O,R, ", de modo que
P =AA=P, e P =R,O\R,'=P.,.
Segue-se dai que
~ Po?l PO?T Zl'
Foo1=[Zl 0 ’ ’ =Z,P;\Z2,'=Z2\P,\Z,'=F,,,
’ PVa Pog/] 0 > > >
P PY [Z

7 r 01:|+H1=ZIR‘0;ZI'+H1:ZIR‘IZIV+H1:Fool’
P PO ’ ﬂ ’

5 (0) ]

~ (24 A

5 =Y, -z, 0{1 -d =Y, -2,a" -d, =0".
0

Suponha agora que as identidades enunciadas sdo validas para um dado t.

Inicialmente considere o caso em que F,_, >0 - o que, pela hipotese de inducdo,

coincide com o caso de F,,6 >0. Trivialmente, tem-se que M _, =M, e

~

M., =M., ,sendo que M7 e M/ sdo os blocos referentes a &, de M ,e M,,,

* ¢

as quais sao associadas ao modelo em EE aumentado (30). Também, ¢ direto ver

que £V =F" ¢ F® = F® Destas constatagdes, ¢ de (24), decorrem
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a 1)
0 _ I, 0\M,, B _ LM, F, _ Kt(O)
K= = 1 n | 0y |° (37)
Xt 1 Mo};,t XtMoo,tFt() +Mo};,tF;() Kt( ”

~ T 0|M:Z, |~ T 0|M: |~
Kt(l) — ); , y’t F;(Z) + t o’ E(l)
t Moo,t X’ I M*yt

M, F® +TM, F" K"
= T - N = . (38)
XtMoo,tFt(Z) + Mcxy:,tFt(Z) + XtM*,t Ft(l) + M:/,tFt(l)

De (37) e (38), e também de (24), tem-se que
- T 0] |K©? T -K9Z o [ [O#
Lt(O) :[ t }_ ’(0 [Zt O]: t t 0) t - :0) t(O) ., (39)
X, 1] | K™ X, -k"7z, 1| |V [V
N K(l) _ K(I)Z 0 L(l) L(I)OW
LY== t(l) [z, 0]= t(l) t - :na 21) ' (40)
K" ~K"z, ol |LO L0

Usando (37), (30) e a hipotese de indugao,

2 2 (0)

[at(&)} _ {T, 0 }{a;m] . {K, }) o, [c,}
A N t
o )L e [l [t Lo

{Ta KU Ha} an

5(0) L 5(0) (©)7,,(0) 5(0)
Xtat + 7! + Kt Ut 7

t+1

Usando (40), (41), (30) e a hipotese de indugao, segue-se também

{P&l Ri;ﬁHT, 0}{% Pﬁf]{LS“' L&W“}
Py P X IR PO 0

T, O] pry P LO L) [R,
+ . + " jedr o]
X, L) ey PO L] |0

{Tt&,mi”‘+TtP*,fL£°>'+RtQ, ! aﬁil{a,ﬁl P*iil} W)
P, P, | [P, P,

na qual

PY =TP, L '+T P LV '+T,P. LV

* 1+l o0, t o,t -t *
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P =XP L'+ P7LV '+ X P LY '+ P/ LY '+ X P L7

* 1+l t* oot o0,t 7t 00,1 "t *
+P*37L50)7a '+XP“7L([0)7 4 P7L(0)7 "

th * 1

assim como,

BZH—I chfl 7; 0 Ro,t Hof;y L(,O)' LEO)W' ];Poo,tLEO)' thﬁ-l Rc,t+1 H:i/ﬂ (43)
o I DS [l U R o N )R o

t t+1 t oo,t+1 oo,t+1 oo,t+1 oo,t+1
na qual

P =TP, L
t B

00,t+1 oo, t "t

P“ =X,P,, +PNL",

o0,1+1

P’ =x P [Wrey prapOrey xy par fOry pr r(Or:
w1t t :

o0,t+1 t~ 00,0t s t~ oot o0,t 't

Agora, usando (41), (42), (43) e (24), obtém-se

= (0)
o
~(0) _ t+1 _ 2 (0) —_ ,,(0)
Uy = Yt+l - [Zm 0 ~(0) - d;+1 - Yt+l - Zt+lat+l - dt+l =Up1»
t+1
Po;l Pa}’ Z '
~ B L+l o0,t+1 1+1 N v
Fw,t+1 - [Zz O] v ¥ 0' - Zt+1Pao,t+1 Zt+1 - Foo,t+l s
Poo,t+1 Poo,t+1

(24 ay ]
E  =[z Bra B | 20 H.=Z.P Z'+H._ =F
*,t+l_[ t+1 ] o P O, + t+1 T et R+ x+ t+1 T T Al
Poo,t+1 Poo,t+l

Considere-se agora o caso em que F,, =0 - ou, equivalentemente, F,, =0 -,

sob o qual ainda trivialmente valem as identidades M, =M ,e M/ =M

*pe

Destas constatagdes iniciais, de (26) e da hipotese de indugdo, tem-se

~ T 0 M* T M* F*_l K(O)
Kt(O) — t }:l F*;l — t t N _ t(O) ' (44)
Xt I M*,t XtM*,tF*,t +M’Z/,tF*,t Kt g

De (44) e de (26), tem-se também:

~o0 |T, 0] |K” T -K"Z, of | LV
o - 17 |z, 0= - (45)
X, 1] K" X, -K"z, 1] L LY
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Usando (44), (26) e a hipotese de inducdo, obtém-se, como feito em (41),

a0 =42, E, de (45), de (26) e da hipdtese de indugdo, sdo obtidos, também,

t+1 t+1

~ T, o|~, PRI |L” LY [R,
R‘H—l = , ’ + Qt [Rt' O']
R P OO A A U el 0

[P, vROR, TP, L +T, P L

(X,P., + PO (X,P, + PI)L" (X, PY + PI)["""

- (46)
P P*,L}

PP,

5 1 ofe. AT X

R A Pl

' | | ay 77 ’ (47)

_|:T;Poo,t]; 7;R:o,t)(t + T;Poo,t } _ {Poo,tﬂ Ro,t+1:|

(e, +P )0 (X7, )Xwx.P7 P, || P P

Finalmente, usando a identidade @@ =4&'%, (46), (47) e (26), obtém-se, da

t+1 t+1°

=F

mesma forma como feito antes, 0. =0, F ., =F,, . e F. a1

t+1 t+1 00,t+1 ©

O.E.D.

g+

5.5.2.
Primeira Prova do Teorema 6

Para que se estabelecam as identidades enunciadas, ¢ suficiente mostrar que

(D (i)
7, 14
~ (0 t .
l’t( ) = @ =| ! , l:O,l,
r! 0

N« N N9 o]
|:Nt(j)}’a Nt(j)}/ - 0 0 > J :091:2

(48)

paratodo t=n,n—1,n-2,...,2,1,0 — com efeito, pois, por (25) e pelo Teorema 5,

N (0! (0)e ay .(0)y Da ay Dy .
1) at\n - at + Bﬁ,trt—l + R‘,t rt—l + Poo,tr;—l + Pao,tr

t-1 »

1 V-

i Dy Doy pra Dy pra Da Day pra
11) _P*;y Nt(—l POO,t _P*,tNt(—l Poo,t _B‘iy Nt(—] Poc,t _Poo,tNt(—l P*,t _Poo,zN( *

t-1

Dy Dy pra a 2y 2)ya y NJ2)y pro
—Bﬁffo-l P*,z _RgNt(—l P*,t _Poo,tNt(—l Poo,t_Pay N( Poo,t_Poo,tjvt(—l B,-F P,

oot V-1 t ot V-1 Toogt

t

a _ 0)a 0)ay O)ay pra 0)y pra Da
Vt _P*,t _B,t]vt(—l R,t_P*? ‘Nt(—l B‘,t _B‘,t]vt(—l B,t _P*,Otty ]vt(—l B,t -R 1 Poo,
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Isso sera feito por inducdo. Primeiramente, veja que

ool [+®
7,1(’):[ }:{r’l },i=0,leque
0 0

Nii)a N’(li)ay 0 0 N(i) 0 .
{N“‘W“ N :{0 o/ lo o T

— vide condigdes iniciais do SKIE (p/ F,, >0 e F,_, =0). Agora, suponha que
(48) ¢ valido para um dado ¢e {1,2,...,n}. Se F,, >0, entdo, por (25), pelo

Teorema 5 e pelas hipoteses de indugdo

7(0) _ L(tO)v L(tO)}/av rt(O) _ LEO)vrt(O) _ rt(_Ol)
ol T 0 0 0|
' 0)1 0)ya Q] [OX] Myay 0)
Fo_ Z, FOL0 | L N N A I
0' 0' I 0 0' 0 | o

v (D), ,(0) ), (1) M, (0) @)

B Z'F v +L7'r,7 + L', |
- - )
0 0

N[(i)l)a Nt(i)l)a}’ _ LEO)I LEO)}/O! ] Nt(O) 0 LEO) O B LEO) [ Nt(O)LEO) 0
o yor |Tlo 1 o oo 1|7| o 0
NS0
0 0
N(l)a N(l)a’}/ 7! L(O) ' L(O);/a ' N(l) 0 L(O) 0
t-1 t-1 — t E(l) [Zt O]+ t t t t
N N 0' 0 I 0 0] I
. —L(tl) ] Lgl)}/a ] Nt(O) O LEO) O N L(tO) ] LEO)}/O! ] Nt(O) 0 Lgl) O
0o oo ofroeg| o 1 Jo oo

_|Z'FPZ, + L' NPLY + LN LY + L' N LY 0| _|NS 0]
0 0 0 of
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Nt(_21) Nt(_21)0!}’ ~ Zz ) [ 0] L(zO) ' LEO)W ' Nz(Z) 0 LEO) 0
2)ya @r || FIZ, + (0)ya
NI NS5 0 0 I o o)L o

+"L<to>. L(tO);/av Nt(l) 0 LEO) 0
0 0 0  0) LM I

(71 7@ (0)1 A7(2) 7(0) ©)r A7 @) @M A7 0) r () @ A7 7(0)
Z)FPZ + O NOLO 4 (O NOLO [0 N O[O L pO O 0
0 0

N® o
0 0

Por outro lado, se F,, =0, tem-se, por (27), pelo Teorema 5 e pela hipotese de

indugdo, que

! 0)r  y(0)yar (0)
7O = Z, Flo® + L™ L7,
0"~ 0 1 0

ZFo® + [0:0] [#©
0 0

7(1): Tt' Xt' rt(l) _ Tt'rt(l) _ rz(—ll)
1o 1o 0 0|

O O ! B ' a (0)
Nt—l Nt—l 4 _ Zt F*—tl [Zt 0] . L§0) L(to)}/ Nt(O) 0 Lt 0
Nt(?l)}/a Nt(?l)y 0 E i 0' b 0 0 L(O)}/a ' I

{zxa;lzt P LOTNOLY o} N o}

0 0 0 0

N,(Ra Nt(i)lay ~ L§0). L(tO);/av Nt(l) 0 Lgo) 0
N N Lo 1 o oo

_| L NOLY o|_|NS 0
0 0 0 0
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NEs o NEe [n xTNe oTT o
ver ve [Tl o olx

[mNer, 0] [N o
0 0 0 0

5.5.3.
Segunda prova do Teorema 6.

O.E.D.

Sem perda de generalidade, suponha que os modelos (19) e (30) sao Gaussianos.

Lembremos que, para (19) e (30), SKIE fornece

a, =E,|3,). (49)
V,=E|e, -é, e -, )13, ]. (50)
&, =E@13,). (51)

I7t EEl(gt _aAt\nXat _ét\n)‘ gnJJ (52)

sendo que todos os momentos condicionais acima sdo finitos (cf. Durbin e

Koopman, 2001, se¢ao 5.3). Entdo, seguindo Atherino et al. (2010) eq. (16)-(20),

tem-se que @, =, ¢ 3, =3, que implica que as esperancas condicionais em

n

(49) e (51) sdo iguais, assim como as em (50) e (52). O.E.D.
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