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Chain ladder estendido

3.1.

Descricdo do método chain ladder tradicional

Antes de maior detalhamento do método, serdo estabelecidas algumas

notagoes e defini¢des basicas:

1)

2)

3)

4)

S)

Seja X um vetor aleatério nx1 em algum (Q,J,P) e /uma classe nio-

vazia de subconjuntos de R". Define-se a imagem inversa de!sob X

como sendo a classe de eventos

X '(0)={xed):4er}.
Denote por Y, o vetor aleatorio formado pelas observagdes da i-ésima
linha do tridngulo de runoff (independentemente da ordenagdo),
i=12,...,J . A dimensdo de Y, ¢ denotada por n,e a o -algebra gerada por
Y ¢ denotada por 3J,(ou seja: J, = J(K)). Defina também
3, EJ(YLYz,...,YJ) e, EO‘(YHY/), paratodo i # j .
A o -dlgebra de Borel no ‘R" (ou seja, aquela gera pelos conjuntos abertos
do R") é denotada por B". O produto cartesiano — que ndo deve ser
confundido com a o -dlgebra produto - das o -algebras de Borel noR"e
no R” ¢ denotado por B" x B".
Uma classe de subconjuntos de ¢ sobre um conjunto nao-vazio qualquer ¢
dita ser um r -sistema se for fechada por interse¢ao finita.

Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias quadraticamente integraveis e

definidas em um mesmo espago de probabilidade, e ¢ uma sub-o -

algebra, a qual Y ¢ mensuravel. Define-se o erro médio quadratico teorico

condicional de Y (na estimagdo/predi¢do de X) dada ¢ como sendo

EOM(Y | )= E|(x =YY | 0]
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Seguindo com a constru¢do da teoria sobre o chain ladder, sero
apresentadas as hipdteses enunciadas por Mack (1983) — que doravante serdao
chamadas hipoteses de Mack —, as quais sdo consideradas para o calculo do chain

ladder (utilizando notacdo do tridngulo acumulado, conforme Figura 7):

1) E(Di,k+l | Di,l""9Di,k): D, fi» P-q.c;
2) Independéncia entre os anos de acidentes (linhas); e

3) Var(th+1 | Di,l,...,Di’k): Dl.,kOt,f"”2 P-q.c., na qual

1 J—k :
= D, | 2k , 1<k<J-2. 1
k J_k_l = ik Dl-k f;( ( )

O método do chain ladder é bastante simples de ser implementado e as

expressoes para os estimadores de reserva IBNR estdo apresentadas abaixo:

D, =D, fis 2<i<J e 1<k<J-1, (2)
sendo que
J-k
Di,k+l
fi=tl . 2<i<J e 1<k<J-1. 3)
Di,k

Serao perseguidas, durante toda a Dissertacao, expressdes para o calculo dos
EQMs tedricos provenientes de cada uma das metodologias a serem estudadas
nesta Dissertagdo e para cada tipo de reserva (vide se¢do 2.5). Para o chain ladder,
quando usado para a obtengdo das reservas total e por linha, serdo utilizados
resultados derivados por Mack (1983), que sdo expressoes para EQMs teoricos

condicionais dada 3, :

~ . A J-1 (61)2 1 1
EOM(D"|3,)=D2, 3 + P—gec. (4
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2a,<c””2
R J R R Jo J-1 fAkz

EOM(D|3,)=Y" EQM(D<’>)+Q,J[ZQ,JJ > A

J=i+l k

J—k
i=2 =J+-i
2D,
=1

P—gqgec. ,(5)

nos quais, D e D" representam as reservas por linha, i=2,...,J, e reserva

total respectivamente.

3.2.
Extensédo do chain ladder para a reserva por ano de calendario

Ainda com base nas hipoteses de Mack, ¢ possivel deduzir um estimador,
que “imita” o chain ladder tradicional, para a reserva por ano de calendario, assim
como um respectivo EQM teorico condicional do mesmo. O ponto de partida € o

seguinte lema, o qual depende apenas de uma das hipdteses de Mack.

Lema 1: Sejam duas linhas diferentes i e k do tridngulo. Entdo, sob a hipotese 2

de Mack, segue-se, com probabilidade 1, que
Cov(Ci’Jle Crgn | Sig ) =0. (6)

Do resultado acima (cuja prova ¢ relegada a subsegdo 3.3.1), obtém-se o
Teorema 1 abaixo (prova na subse¢do 3.3.2), do qual obtém-se as quantidades
relacionadas a estimagdo da reserva por ano de calendario. E interessante notar
analogia com o chain ladder tradicional em (2), at¢ mesmo por estes dependerem

de comum “matéria prima”, quais sejam, os fatores que aparecem em (1) e (3).

Teorema 1: Utilizando a nota¢do de duplo indice do triangulo (cf. Erro! Vinculo

J
ndo valido. e Erro! Vinculo n&o valido.), defina Y!= ZC,(,J_,(H . Sob as hipoteses 1, 2
k=2

e 3 de Mack, sdo validos os seguintes resultados:

J A
i) E(Yd |SA): Z(Dk,J—ka—k _Dk,J—k)EYd P-g.c.

k=2

J
b4 > o~ C 2
ii) EQM( ¢ |\5A)=§ D, a\". P-g.c. (7)
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As formulas (i) e (ii)) em (7) tém um atrativo adicional em relacdo as
expressoes do chain ladder tradicional (para as reservas total e por linhas): a
formula (i) ¢ uma esperanca condicional dada J,, o que, além de prover um
estimador nao-tendencioso da reserva por ano de calendario, implica — caso as
hipéteses de Mack sejam de fato verificadas na pratica — que a esperanca
incondicional da formula (ii) tem o EQM teorico incondicional minimo associado
a qualquer estimador, da reserva por ano de calendario, que possa ser escrito como

fun¢do Borel mensuravel dos dados dos triangulo.

3.3.
Apéndice: Provas

3.3.1.
Provado Lemal

SejaAx Be B" x B" . Entdo, ((Y,,Y,)e AxB)=(Y, € 4,Y, € B)=(Y, e A) (Y, € B).

Segue-se, da definicdo de covariancia condicional e da identidade acima, que

S

(COV(Ci,J—H—l > Ck,J—k+1 ‘ Si,k )[((Y,,Yk)eAxB))
{E [(Ci J-itl E (Ci J—i+l | Si k )Xck J—k+1 E (Ck,J—k+1 | Si,k )) | 3 ik ]I(Y,-eA)m(Yk eB)}

|_(C1J T ( z.l i+l |~5 )XCkJ k+1 E(Ck,J—k+1 |Sk ))I(Y,eA)I(neB)J

|_(Cz J-itl ( tJ i+l | Si ))I(Y,.eA)JEI_(Ck,J—k+1 - E(Ck,J—k+l | Sk ))I(YkeB)J: 0. (8)

E
E
E

A segunda igualdade em (8) decorre da definicdo de esperancga condicional dada a

o -algebra J,, e de Shao (2003), Proposigéo 1.11, (que ¢ aplicavel, pois as linhas

do triangulo sdo independentes — cf. hipotese 2 de Mack), e a terceira igualdade

decorre de independéncia entre linhas (observando que £ (Cl., i |S[) e iy sdo
3, -mensuraveis, assim como E(ij S 1S k) e I(yp) sd0 I, -mensuraveis).

Por outro lado, B" x B™ é r-sistema sobre R"™, o que ¢ suficiente para que
(Yl.,Yk)_l(ﬁ”" X §"k) seja m-sistema sobre o espaco amostral primitivo Q. Além

disso,
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sendo que a primeira igualdade acima ¢ garantida por Billingsley (1995), Teorema
20.1, a segunda por Billingsley (1995), Exemplo 18.1 e a terceira por Shao
(2003), Capitulo 1, Exercicio 13. Combinando estas duas ultimas constatagdes
com a identidade provada em (8), que ¢ valida para qualquer conjunto arbitrario
em B" x B™ (ou, equivalentemente, para qualquer evento em (¥, Y,{)_I(E"’ x B" ),
tem-se, por Billingsley (1995), Teorema 16.10, que a identidade (6) ¢ valida P-
quase certamente. QO.E.D.

3.3.2.
Prova do Teorema 1

Pela definigdo de Y, tem-se que

X

E(Yd|3) iE( Cesin | A) iE( ka+1|~5):

k=2 k=2

J J
ZE(Dk,J—kJrl_Dk,J—k |Sk) Z( k,J—- kfj kT kJ k)

k=2 k=2

sendo que a segunda igualdade decorre de Shao (2003), Proposicao 1.11 (as linhas
sdo independentes — cf. hipotese 2 de Mack) e a ltima igualdade vem da hipodtese

1 de Mack e de D, , , ser 3, -mensuravel. Isto prova a formula (i). Quanto a (ii),

segue-se, da definicdo de EQM condicional descrita na se¢do 3.1, que

EoM(Y" |3, )=var(v®| 3, )+ (E(r? | 5,)-77f
J

Var(ck,J—kH |3, )+ 22 COV(Ci,J—iH > Ck,J—k+1 | SA)

i<k

=
i8]

Var (Ck,J—kH | 3y )+ ZZ COV(Ci,J—i+1 s Crin | Si,k)

i<k

I
M\

T
[\S}

(ch)?
Var(Dk,J—kH Dy, |‘5k) ZDkJ ik o

I
M~

=~
Il
[S)

sendo que a terceira igualdade decorre de Shao (2003), Proposi¢ao 1.11, a quarta
igualdade ¢ garantida pelo Lema 1 e, finalmente, a ultima igualdade vem da

hipdtese 3 de Mack e da 3, -mensurabilidade de D, ,_, . Q.E.D.
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