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Resseguro

O ressequro é a operacao pela qual o segurador transfere a outrem,
total ou parcialmente, os riscos assumidos. “O resseguro tem um papel
importante em reduzir o risco em um portifélio de seguro”. Além disso

o resseguro pode reduzir a probabilidade de ruina.

Um contrato de ressequro é um contrato de transferéncia do risco, de
uma entidade (chamada “seguradora cedente”) para outra (empresa de

resseguro ou resseguradora), em troca de uma taxa (prémio).

Em um contrato de resseguro, cada indenizagao individual X pode ser

separada em dois componentes, Y e Z da seguinte forma:
X=Y+Z7Z=nh(X)+ hr(X),

onde Y = h.(X) é a parte da cedente e Z = hr(X) é a parte da ressegu-
radora. Assumindo um processo de Poisson para ocorréncia de indeniza-

¢oes, o lucro recebido pela seguradora no tempo t é consequentemente:

NI(1+0)E[X] - (1+€)E[Z] - E[Y]] = ME[Y]+ (6 — §)E[Z]
— MBE[X] - €E[Z]
> 0

<0/ > E(Z)/E(X) ou equivalentemente E(Y)/E(X) >1—0/¢,

onde & é o carregamento de seguranca que a resseguradora colocara no
prémio, e ele é normalmente maior do que € (o carregamento usado pela

seguradora).

Estudaremos dois tipos de contratos de resseguro: contratos de resseguro

proporcional e contrato de resseguro nao proporcional (excesso de danos).

— Contrato de resseguro proporcional (quota-parte)
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E aquele no qual o ressegurador responde por parte proporcional,
previamente definida, em relacao ao risco integral. A cedente repassa
ao ressegurador uma quota fixa percentual dos seus negdcios, e
o ressegurador se responsabiliza pela mesma proporcao em cada
uma das indenizac¢oes. De modo geral este tipo de resseguro é mais
adequado quando se podem identificar os riscos isolados e seus
respectivos valores segurados.

No contrato proporcional, seja « a proporcao de qualquer indeniza-

¢ao paga pela cedente, cada indenizagao pode ser representada por
X =aX+ (1 —-a)X =h(X)+ hr(X).

Com isso o modelo de risco coletivo da empresa cedente serd dado

por

Ny
U =u+ct—) aX, (8-1)
i=1
onde a € [0,1]ec*=[1+0)— (1 —a)(1+&) — o] \E[X].
A figura 8.1 mostra o impacto de um contrato de resseguro pro-
porcional em um processo de reservas de uma seguradora. A linha
em preto mostra uma trajetéria de um processo de reservas de uma
seguradora sem nenhum contrato de resseguro, ja a linha pontilhada
em vermelho mostra uma trajetéria de um processo de reservas com
as mesmas condicoes, porém considerando que a seguradora fez um
contrato de resseguro proporcional. Observamos que os instantes em
que a reserva da seguradora assume valores negativos no seu processo
de reserva, nao acontecem no processo de reservas com o contrato

de resseguro proporcional.
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Figura 8.1: Fxemplo do impacto de um contrato de ressequro proporcional em
um processo de reservas U(t) de uma sequradora.

— Contrato de resseguro nao proporcional (excesso de danos)

Nesse tipo de contrato a resseguradora somente paga se a perda
sofrida pela cedente exceder um certo montante, chamado limite de
retencao e denotado por M. Assim a indenizacdo X serd composta
pela parte da cedente Y = h.(X) = min(X,M) e a parte da
resseguradora Z = hg(X) = max(0, X — M).

O processo de reservas da seguradora que fez um contrato de

resseguro nao proporcional (excesso de danos) serd dado por

Nt
U(t) ™) :u+th—Zmz'n{Xi,M}, (8-2)
i=1
onde M = [(1 +0)E[X] — (1 + &) E(Z))\.
Na figura 8.2, temos novamente o impacto de um contrato de res-

seguro em um processo de reserva de um seguradora, porém agora
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foi considerado que a seguradora fez um contrato de resseguro nao
proporcional (excesso de danos). Temos entao, em linha pontilhada
vermelha, uma trajetéria de um processo de reservas de uma segu-
radora que nao contratou o resseguro nao proporcional, e em linha
preta uma trajetéria de um processo de reservas de um seguradora

com o contrato de resseguro nao proporcional.

—— Com contrato de resseguro
--- Sem contrato de resseguro

15

10

-10

Tempos t

Figura 8.2: Ezemplo do impacto de um contrato de ressequro do tipo excesso
de danos em um processo de reservas U(t) de uma sequradora.

8.1

Resseguro e Coeficiente de Ajuste

Através da Desigualdade de Lundberg podemos concluir que uma das

maneiras de minimizar a probablidade de ruina ¢ (u) é procurar contratos
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de resseguro que proporcionem grandes valores para o coeficiente de

ajuste R.

— Resseguro Proporcional

No caso de um contrato de proporcional precisamos encontar o valor
a que ird maximizar o valor do coeficiente de ajuste.
Primeiramente temos que lembrar que para termos lucro é necessario
ter /€ > E(Z)/E(X) =1 — a ou equivalentemente o« > 1 — /€.
Como ¢* =[(14+6) — (1 —a)(1+¢&) — a] \E[X], entdao se 0 < £ o
prémio serd uma funcao linear de ov. Assim para maximizar o lucro
terifamos a = 1. Porém neste caso nao haveria contrato de resseguro.
Na pratica, entretanto, queremos conseguir um grau satisfatorio de
seguranga, e o coeficiente de reajuste R pode servir de base para isso.
Com a nova funcao para o prémio, a equagao de ajuste apds um

contrato de resseguro proporcional serda dada por
A(r) = AMux(r) = A= A[(1+0) — (1 — a)(1 — )| E[X]r = 0.(8-3)

Assim temos o coeficiente de ajuste em funcdo da proporcao a, e com
isso podemos encontrar o valor de o que nos dara o valor méximo
do coeficiente de ajuste R.

Para um processo de reservas onde as indenizacoes individuais X
tem distribuicdo exponencial com média 1/3, a parte paga pela
resseguradora Y também terd uma distribuicdo exponencial, mas
com média «/f. Entao, utilizando a equagao (3.4) o coeficiente de

ajuste R é dado por

R

_B_Ar_E8 B _ pl0—¢&+¢al
a ¢ a [1+0)-(1+H(1-a)] alf—E+a(l+)]

Numa situagao improvavel onde 6 = £, entdo R = 36/a(1+6), que é
uma fungao decrescente de . Entao R seria maximizado escolhendo
a = 0. Entretando, nesse caso, a cedente estaria passando todo o seu
negécio para a resseguradora.

Na figura 8.3 temos quatro graficos do coeficiente de ajuste R em
funcao da proporgao «, onde foi considerado um processo de reser-
vas de Poisson com A = 1, # = 0.2 e as indemizacdes individuais
tem distribuicao exponencial com média 1. Porém serao variados o
carregamento de seguranca exigido pela resseguradora, respectiva-
mente, com & = 0.25,& = 0.3, = 0.35,& = 0.4. Podemos observar
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que quanto maior o carregamento de segurancga exigido pela res-

seguradora maior serd a proporcao ideal que a seguradora repassara.

Porém no tdltimo caso com a aproximadamente 1 a seguradora trans-

feriria nao somente todo o risco, mas também todo o negécio para a

resseguradora, o que nao faria sentido.

Coefiente de Ajuste
Resseguro Proporcional
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Figura 8.3: Funcao coeficiente de ajustes para os sequintes valores de &:

€=0.25,6 =03, =0.35¢ = 0.4

Na tabela 8.1 mostramos o valores a* que maximizam R(«) para

cada caso apresentado na figura 8.3.
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& [ o R

0.25 | 0.378 | 0.278

0.3 | 0.626 | 0.196

0.35 | 0.797 | 0.175

0.4 | 0.923 | 0.167

Tabela 8.1: Valores de o que mazximizam R(«) para 6 = 0.2 e para diferentes
valores de €.

— Resseguro nao-proporcional (excesso de danos)
No caso de um resseguro nao proporcional temos que encontrar qual
o limite de retencao M que ird maximizar o valor do coeficiente de
ajuste.
Para que o lucro liquido exceda os custos previstos das indenizacoes

o limite de retengao (M) deve satifazer

I fx(x)da + M Fx (M) 0

ElY] 0
I o fx(x)dx =1 '3

BX]| = gyix(M) =

(8-4)

Onde, sendo X uma variavel aleatéria continua, F'x é a fungao distri-

buigao acumulada (F%(z) = fx(z)), entao W =Fx(M)>0
e com isso % é uma funcao crescente de M. Consequentemente
a seguradora consideraria somente os niveis de retencao M que sao
maiores do que o valor My, que satisfaz gy|x(My) = 1 — %
Nesse tipo de contrato também teremos uma nova equagao para o

calculo do coeficiente de ajuste que serd dada por
A(r) =AMy (r) =1 =[(1+0)E[X] — (1 +&)E(2)|r]. (8-5)

Se considerarmos um processo de reservas de uma seguradora onde
as indenizacoes particulares X seguem uma ditribuicao exponencial
com média 1//, entao

M —pz —BM
E[Y] fo xBe PPdr + Me

mEQY\X(M): 1/3 =1-e.

(8-6)

Logo a seguradora sé considerara contratos de resseguro em que
o limite de retencao M seja maior que My = —log(0/§)/5 =
—log(0/€)E(X) e E[Z] = e P /3. Com isso a equagao de ajuste
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serda dada por

8
M (-

e,M(ﬂ,T)) + efM(ﬂf) —1- ;[(1 + 0) _ (1 + f)efﬁM] = 0.

Na figura 8.4 temos os graficos do coeficiente de ajuste em funcgao

do limite de retencdo M para um processo de reserva de Poisson

com A =1, § = 0.15 e as indenizagoes individuais tem distribuicao

exponencial com média 50, para diferentes valores de &. E a tabela

8.5 mostra os valores M* que maximizam R(M ), para os valores de

¢ apresentados na figura 8.4.
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Figura 8.4: Funcao coeficiente de ajustes para os sequintes valores de &:

£€=0.26=025¢=035¢ = 0.5.
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& | m [ROr |

0.20 || 29.284 | 0.0062

0.25 || 53.941 | 0.0042

0.35 || 94.765 | 0.0032

0.50 || 143.999 | 0.0028

Tabela 8.2: Valores M* que mazimizam R(M) para 6 = 0.15 e diferentes
valores de .

8.2

Resseguro e sua influéncia na probabilidade de ruina

Nessa secao veremos como uma seguradora diminui sua probabilidade
de ruina quando faz um contrato de resseguro. Utilizaremos os métodos
apresentados no capitulo anterior para o calcula da probabilidade de
ruina eventual de uma seguradora que contratou um resseguro. Porém

serd necessario algumas consideracoes.

— Resseguro Proporcional
Agora veremos como ficard a probabilidade de ruina dado que foi
feito um contrato de resseguro do tipo proporcional para um modelo
de risco coletivo (2-1) com parametros A = 1, F[X] = 1.
Denotaremos a probabilidade de ruina eventual quando h.(X) = aX

por ¢(u; «). Considerando o modelo de risco coletivo (8-1) temos que

N()
Y(u;a) = P u+(1+0—(1—a)(1+§))t—ZaXi<Oparaalgumt>0
i=1
" N(t)
= Pl—+(1+0t-> X;<0 lgum ¢ > 0
a+( +0) Z para algum

i=1

onde 6 = (0 — £(1 — a))/a. Assim temos que ¥(u, o) = ¥(u/a) que

iremos calcular utilizando o carregamento de seguranca 6. Entao
_ 1

¥a(0) = (14+6)

Para encontrarmos uma aproximagao para (u;«) utilizando o

algoritmo proposto por Dickson Waters (1991) [6], é necessario
discretizar a distribui¢ao p(X) através do processo de discretizagao
de De Vylder and Goovaerts (1988) [5] apresentado no capitulo

anterior. Neste caso faremos Y = fa X, o que quer dizer que {Y;}°,

1 2

val ter valores nos pontos 0,5—(1, Bar ,Ba > 0, ou seja, vamos
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1

Ba”
calculadas nos dara aproximagoes para ¢(j/fa) para j = 0,1,2,---.

ter intervalos de amplitude Assim as probabilidades de ruina
E como precisamos que o valor da reserva inicial u seja inteiro,
faremos j = uf para encontrarmos a aproximagao para (u, «).

Como vimos no capitulo anterior, no caso em que as indenizagoes
individuais do modelo de risco coletivo de uma seguradora sao
exponencialmente distribuidas, existe uma expressao fechada para

probabilidade de ruina dada por

A A A
Y(u) = Zem (e = Lo Ru,
c c

Podemos reescrever a férmula, levando em consideracao que foi feito

um contrato de resseguro. Entao teremos:

onde

A=14+0—-—(1+¢&)(1—a)e Rla) = (0 — (1 —a)f)/ac™.

A tabela 8.3 mostra para diferentes valores de u qual o valor de «
que ird minimizar ¢ (u, ), e a ultima linha da tabela informa o valor
de o que maximiza R(«). Podemos observar que quando u aumenta
os valores de v que minimizam a probabilidade de ruina diminuem,
e convergem para o valor de o que maximiza o coeficiente de ajuste.
Com isso essa tabela mostra que escolhendo um o que maximize o
coeficiente de ajuste temos uma aproximacao razoavel para o a que
minimiza o probabilidade de ruina, pelo menos para grandes valores
de u. Além disso quando a reserva inicial tem valores grandes, seja
u > 50, e @ nos d4 uma boa aproximacio para t(u,a) para

valores proximos ao valor ideal de «.
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Carregamentos(6/¢) H 0.1/0.15 ‘ 0.2/0.3 ‘

u=10 0.666 0.646
u =20 0.655 0.636
u=30 0.651 0.632
u = 40 0.649 0.631
u =50 0.648 0.630
u =60 0.648 0.629
u="70 0.647 0.628
u =380 0.647 0.628
u=90 0.646 0.628
u = 100 0.646 0.628
R 0.644 0.626

Tabela 8.3: Valores de o que minimizam a fun¢ao ¥(u,«), para diferentes
valores de reserva inicial u.

Considere um modelo de risco coletivo, onde as indenizagoes indi-
viduais tem distribuicao exponencial de média 1 com parametros
A=1,0 =02 A tabela 8.4 e a figura 8.5 apresentam uma com-
paragao entre os valores de ¥ (u), os valores de 1(u,a), encontra-
dos pela expressao fechada para a probabilidade de ruina eventual,
os valores de ¥ (u, )y, calculados através da aproximagao numérica
apresentada por Dickson and Waters(1991), e os valores do limite
superior de Ludberg, onde consideramos que foi feito um contrato
de resseguro proporcional no qual o carregamento exigido pela res-
seguradora é £ = 0.3 e o valor de a que maximiza o coeficiente de
ajuste é o = 0.626. Na 1ltima linha da tabela 8.4 sdo apresentados
os erros relativos da aproximacao numérica comparada com o va-

lor encontrado pela expressao fechada para a probabilidade de ruina

eventual.
‘Reservas iniciais(u) H 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 5 ‘ 10 ‘ 15 ‘ 20 ‘
P(u) 0.8333 | 0.7054 | 0.5971 | 0.3622 | 0.1574 | 0.0684 | 0.0297
Y(u,a)p 0.8770 | 0.7209 | 0.5925 | 0.3292 | 0.1235 | 0.0463 | 0.0174
U(u, o 0.8770 | 0.7201 | 0.5909 | 0.3248 | 0.1159 | 0.0366 | 0.0173
cap{—R(a)} 1 | 0.8216 | 0.6750 | 0.3745 | 0.14015 | 0.0524 | 0.0196
€ 0 0.0011 | 0.0027 | 0.0133 | 0.0615 | 0.2095 | 0.0057

Tabela 8.4: Comparagao entre os valores de (u), ¥(u; @), ¥(u,a)s e o limite
de Lundberg, para um modelo de risco coletivo.
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Figura 8.5: Comparagdo entres os valores de valores 1(u),(u; a), ¥(u,a)q e
o limite de Lundperg, para um modelo de risco coletivo, onde as indenizacoes
individuais tem distribuicao exponencial com média 1.

— Resseguro nao-proporcional

Denotaremos por ¢(u; M) a probabilidade de ruina quando h.(X) =
min(X, M). Para o célculo da aproximagao de ¥ (u; M) podemos
utilizar o algoritmo proposto por Dickson and Waters (1991) [6],
porém novamente teremos que discretizar a distribuicao das indeni-
zagoes individuais. Como nesse caso o valor maximo que a seguradora
poderd pagar é M. Entao faremos a discretizacao de p(X') de maneira
que {Y;}3°, ird ter valores nos pontos 0, %, %, -+, M. Se o valor de
u para o qual queremos calcular ¥ (u; M) nao for um miltiplo inteiro
de %, entao para calcular ¢ (u; M) faremos a seguinte interpolagao

linear:
Y(u; M) = (k+1— Bu/M)p(k; M) + (Bu/M — k)y(k + 1; M),

onde k é o inteiro tal que k < fu/M < k + 1.

No caso de um resseguro nao-proporcional temos a seguinte ex-
pressao fechada para a probabilidade de ruina eventual quando as
indenizacoes individuais tem distribuicao exponencial, que foi apre-
sentada por Dickson and Waters(1996) [7],
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(i) = o (14 S pean=0) ) eap{- (-1}~ g eap(-M)

Porém esta expressao s6 é valida para 0 < u < M.

A tabela 8.5 mostra os valores de 1(3; M) calculados pela expressao
fechada e pela aproximagao numéricas, para diferentes valores de
M. Em que consideramos um modelo de risco onde A =1, § = 0.1,
& = 0.15 e as indenizagoes individuais tem distribuicao exponencial
com média 1. Denotaremos por 1(u; M)g o valor encontrado pela
expressao fechada e ¢ (u; M)y o valor encontrado pela aproximagao
numérica. Podemos observar que algoritmo produz uma boa apro-

ximagao para ¢ (3; M).

]M H 3.95 \ 3.5 \ 3.75 \ 4 \ 4.95 \ 45 \
W(u; M) || 0.6761 | 0.6798 | 0.6827 | 0.6848 | 0.6864 | 0.6877
W(u; M)y || 0.6743 | 0.6779 | 0.6827 | 0.6842 | 0.6854 | 0.6863

Tabela 8.5: Comparacao entre os valores de 1)(u; M) encontrados pela expressao
fechada e os valores encontrados pela aprozimacdo numérica, para um modelo
de risco coletivo onde as indenizacoes individuais tem distribuicdo exponencial
com média 1,2 =1,0=0.1,£=0.15 .

Considere um modelo de risco coletivo no qual as indenizagoes
individuais sao exponencialmente distribuidas com média 1 e que
possui os parametros § = 0.2 e A = 1. Agora vamos supor que
foi feito um contrato de resseguro do tipo excesso de danos onde o
prémio exigido pela seguradora é £ = 0.4. Entao a tabela 8.6 e a
figura 8.6 apresentam os valores de ¥ (u), ¥(u, M)y e os valores do
limite de Lundberg para a probabilidade de ruina eventual, onde o
valor de M que maximiza o coeficiente de ajuste R(M) é 1.486. A
ultima linha da tabela 8.6 mostra os erros relativos da aproximagao

numérica comparada com o limite de Lundberg.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621197/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0621197/CA

Ruina e Resseguro: modelos continuos e suas aproximagdes 67

| Reservas iniciais(u) [ 0 | 1 [ 5 | 10 | 20 | 30 |
W (w) 0.8333 | 0.7054 | 0.3622 | 0.1574 | 0.0297 | 0.0056
Ww(u, M), 0.8905 | 0.7256 | 0.3190 | 0.0904 | 0.0098 | 0.0010
exp{—R(M)u} 1 ]0.7973 | 0.3222 | 0.1038 | 0.0107 | 0.0011
€ 0.1095 | 0.0899 | 0.1030 | 0.0944 | 0.0841 | 0.0909

Tabela 8.6: Comparacao entre os wvalores ¥(u), ¥(u, M)y e do limite de
Lundberg, para um modelo de risco coletivo com indenizagoes individuais
exponencialmente distribuidas com média 1, 6 = 0.2 e A = 1, no qual foi
feito um contrato de ressequro do tipo excesso de danos.

—— wl m)y, —em (R ) yu) ]

Figura 8.6: Comparagio entres os wvalores de (u),(u, M)y e o limite de
Lundberg, para um modelo de risco coletivo.
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