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Formula de Pollaczek-Khinchin

A férmula de Pollaczek-Khinchine é uma férmula geral para calcular a
probabilidade de sobrevivéncia ¢(u). Tal férmula permite expressar a probabi-
lidade de ruina eventual como uma funcao de distribuicao geométrica composta
e pode ser utilizada para calcular a probabilidade de ruina eventual em alguns
casos especiais de distribuicao das indenizacoes. Essa férmula é definida com
base na variavel aletéria perda agregada mdxima, que definiremos na préxima

secao.

5.1
Perda agregada maxima

Considere o processo de reservas de uma seguradora U(t) = u + ct —
S(t),t > 0. Definiremos L(t) = S(t) — ct,t > 0 como um processo de perdas
agregadas que mede o excesso das indenizacoes agregadas sobre os prémios
recebidos pela seguradora em algum instante de tempo. Entao a perda agregada

maxima L é uma variavel aleatoria definida por:

L = max{L(t), t > 0}.

Podemos observar que L é uma variavel aleatdria nao negativa, pois S(t) = 0
quando N (t) =0, entao S(t) — ct = 0 para t = 0, logo L(0) =0

L é o maior valor do montante pelo qual a reserva de uma seguradora,
pela primeira vez, fica abaixo da sua reserva inical no intervalo de tempo
t observado. Assim a funcao de distribuicao acumulada de perda maxima

agregada é dada por:

I
s

P(L<wu) = P(L(t) <u,Vt> (S(t) —ct <wu, ¥t >0)

) = ¥(u). (5-1)
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Com isso podemos perceber que a probabilidade de sobrevivéncia em um tempo

infinito € igual a funcao de distribuicao acumulada da varidvel aleatéria L.
Considerando os tempos em que os processos de perda agregadas as-

sumen valores maiores do que os anteriores (recordes), entao a perda agregada

maxima L pode ser decomposta e,
L:L1+L2+—|—LM, (5-2)

onde L; = L(t;) — L(t;—1) e Lo = 0. Os valores L; sao denominados montantes
de perdas ou saltos dos recordes. Desde que o processo {L(t)} tenha incre-
mentos estacionérios e independentes, {Ly;}57_; ¢ uma sequéncia de varidveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Assim M representa o
nimero de vezes em que os recordes ocorrem até a perda agregada atingir
0 seu valor maximo pela primeira vez. Portanto, M segue uma distribuicao

geométrica com parametro ¥(0), que tem como funcao de probabilidade
P(M =m) =(0)¥(0)",m=0,1,2,..,.

Para encontrar 1(0) utilizaremos algumas propriedades da transformada de
Laplace. Podemos calcular a transformada de Laplace da funcao de distribuicao

acumulada da variavel aleatéria L da seguinte maneira

L{F(L)} = E(e™*") = %)(0) + /O h ey (u)du. (5-3)

Resolvendo a integral, temos que
L{P(L)} = 0(0) + B + 5 [ e "du] = sLgTw). (54

Porém nao conhecemos a transformada de ¥ (u). Entretanto aplicando a

transformada de Laplace na expressao (4-2) teremos:

/000 e_suﬁl(u)du _2 /00 “Sah(u) — / / P(u — x)dvdu;

SL{D(u)} — 5(0) = Lw)}——/ / Blu — 2)dedu.
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Fazendo a seguinte mudanca de variavel v = u — x = dv = du, e mudando a

ordem de integracao, temos

LY =00 =5 [ e mplayds [ e

SLEB()} — T(0) = 2L}~ 2 L{p()}L{Tw)
H(0)

Substituindo a expressao (5-6) em (5-4) temos,
N scy(0)
LAF(L)} = sc— A+ AL{p(x)} (5-7)
Aplicando a regra de L’Hopital, temos que:
: . c(0)
lim L{F(L)} =1 ,
i LAF(D)} = 1 S D)) (5-8)

Entretando sabemos que a transformada de Laplace de p(x) é dada
por fooo e %p(z)dz, Derivando essa transformada de Laplace em relagao a s,

teremos — [ we”**p(x)dx. Assim

L'{p(0)} = —/ ve "p(x)dr = —/ zp(z)de = —E[z] = —p;.  (5-9)
0 0
Substituindo em ( 5-8), obtemos

i LA (L)} = Cf—(?) "1 ipg(;);)l/c "1 ip(z(p)zo) =L (5-10)

Logo como temos que lir% L{F(L)} =1ec=(0+1)\p;. Entao temos o

seguinte resultado

c(0) — 0

T AL O =557

5.2
A Férmula de Pollaczek-Khinchin

Agora apresentaremos a férmula através do teorema a seguir.

Teorema 5.1 A probabilidade de sobrevivéncia pode ser expressa como funcdo

de distribuicao acumulada geométrica composta dada por

P(u) = P(L <u) =9(0) > (0)"H™(u), u>0em=0,1,23, .., (511)
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em que H™(u) = P(3"", L; <wu) = P(L <) denota a m-ésima convolug¢ao
da funcao distribuicdo da varidve aleatoria L;. Essa é a expressao conhecida

como a formula de Pollaczek-Khinchin.

Prova do Teorema: Pela definigao temos que

Pw)=P(L<u) = Y PL<unM=m)=Y P(L<ulM=m)P(M=m)
m=0 m=0
= Y P(Li+P(Ly+ ... + P(Ly < u)P(M =m)
m=0

o0

SR (z L) = 3 vOr T
- T X OrTO R ) 512

pois, o indice de L; é 1= 1,2, ...,m. O

Seja h™* a densidade de H™*, aplicando a transformada de Laplace em

h™* (u), teremos

L{h™ (u)} = / " e () = [L{A(w)}]™ (5-13)
Além disso, sabemos que

L{/(w)} = /Ome—wudu—sL{w = 3 OO L )

( )Y (O)L{h(U)}

_ Zwm 0)[L{h(u) ™ = $(0)L{h(u)}

desde que [(0)L{h(u)}| < 1, pois temos uma série geométrica infinita de
razao ¥ (0)L{h(u)}. Entao,

Lf500) - T0) — BOOLG)

1= (0) L{h(u)

— (0
sLip) = o)+ 10
Substituindo sL{t(u)} pela expressao obtida em (5-6), teremos:

sC(0) ()
[es — A+ AL{p(@))] SOV LA}
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sc[l =(0)L{h(w)}] = [es = A+ AL{p(2)}]

scip(0) L{h(u)} AL = L{p(z)}]
A= L{p(x)}] 1 1 {1 L{p(l’)}}

I

S S

Lip(u)} = —————— = —[1 = L{p(x)}] =

¥(0)sc s D1
aplicando a transformada inversa de Laplace, temos que

hz) = pll 11— P@)].z>0.

Com h(zx) podemos calcular a funcao de distribuicdo acumulada de L;

através de

H) = P(Li <2) = = ["1= Py, 2> 0
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