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4
Expressao fechada para a probabilidade de ruina eventual
quando as indenizacoes individuais sao exponencialmente
distribuidas

Neste capitulo, apresentaremos uma equacao para a probabilidade de
ruina eventual. Usaremos dois teoremas para encontrarmos essa equagao. No
primeiro teorema, apresentamos a equacao da derivada da probabilidade de
ruina. Esta equac¢do nos permitird encontrar uma expressao fechada para
a probabilidade de ruina eventual para o modelo de risco coletivo onde as
indenizagoes particulares seguem uma distribuigdo exponencial. Ja no segundo
teorema encontraremos a probabilidade de ruina quando a reserva inicial u da

seguradora é maior ou igual a zero.

Teorema 4.1 Para u > 0, temos que a equagdio de ¢'(u) € dada por

V) = 26 -3 [ peltu o)z - 21 - Pl @)

C C

ou entdo, de forma equivalente, em termos da probabilidade de sobrevivéncia,

Plu) = 1 — (u),
(w) = () - 2 / " p(@)B(u — )de. (42)

Prova do Teorema: Seja t o tempo em que ocorre a ruina. Se nao ocorrer
indenizagoes a reserva serd de uw + cdt. Porém, se ocorrer uma indenizagao,
a reserva apos esta indenizacao serd u + cdt — x, onde x representa o valor
da indenizacao. Também sabemos que se x < u + cdt, a reserva restante em
dt nao serd negativa e a probabilidade de ruina para reserva que restou sera
¥(u + cdt — ). Entretanto, se * > u + cdt, entdo a indenizagdo ocorrida
causou a ruina. Por outro lado, sabemos que o nimero de indenizagoes segue
um processo de Poisson, entdao o numero de indenizagoes em (0,dt] tem as

seguintes probabilidades:

1. P[(N(t+dt) = N(t)) = 0] = 1 — Adt + o(dt);
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2. P[(N(t+dt) — N(t)) = 1] = Adt + o(dt);
3. PI(N(t+dt) — N(t)) > 1] = o(dt).

Tendo em vista que a ruina pode ou nao ocorrer com a primeira

indenizacao, temos que

Y(u) = P(U(u) <O0N[N(t+dt) — N(t) =0]) + P(U(w) < 0N [N(t+dt) — N(t) = 1))
v PU®) < 0N [N(t+dt) — N@) > 1))
— P[(N(t+dt) — N(t)) = 0|P(U(u) < 0[N (t + dt) — N(t) = 0)
4+ P[(N(t+dt) — N(t)) = P(U(u) < O[N(t + dt) — N(t) = 1)
+ P[(N(t+dt) — N(t) > 1P(U(u) < O[N(t + dt) — N(¢) > 1)

o

(1 =X+ o(dt))(u + cdt) + \dt {/Hajtp(x)w(u + cdt — x)dx + /

u+-cdt

(1 — Adt)p(u+ cdt) + \dt p(2)Y(u + edt — x)dxp + Adt[1 — P(u + cdt)] + o(dt),
0

. dtp(x)dx] + o(dt)

e podemos reescrever como

u+cd
(u+ cdt) —(u) = Mdt(u+ cdt) — )\dt/ : tp(x)w(u + cdt — x)dx
0
— Adt[1 — P(u+ cdt)] + o(dt),

que dividindo por cdt, teremos

U(u+ edt) — (u)
cdt

A u+-cdt
= E@[;(u + cdt) — - /0 p(z)Y(u+ cdt — x)dx

o(dt)
cdt '’

— /C\[l — P(u+ cdt)] +

ao calcular o limite quando cdt — 0, obtemos

W) = 2000 = 3 [ o)t —a)ds = 21 - Pl

C

Para encontrar a equacido (4-2) basta lembrar da seguinte relacdo v (u) =

1 — 4 (u). Assim, sabendo que ¢'(u) = (1 — ¥(u)) = —@/(u), fazendo as

substitui¢oes em ( 4-1), obtemos

) = =20 -T)+ 3 [ ple)1 - a)do+ 21 - Plw)

c

= 22500+ 2 [ pwde =2 [ ot - ais+2 - 2w,

c


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621197/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0621197/CA

Ruina e Resseguro: modelos continuos e suas aproximagdes 30

tendo em vista que P(0)=0, vem:

) = T+ 2P~ [ sl a)de - 2P()

— 20 -3 [ pla)iu—a)ds

c

O

Com o teorema acima podemos encontrar uma expressao a fechada
para probabilidade de ruina eventual quando temos um modelo de risco
coletivo onde as indenizagoes particulares sao variaveis aleatdrias com funcao
de densidade exponencial de parametro 3 > 0.

De acordo com (4-1) e tendo em vista que

/ (bl — )z = / " — v)(w)do,

pois, fazendo v — r = v = dxr = —dv, temos
A A A
W)= S0 = 5 [ pe g - e
c ¢ Jo c
A A “ A
P'(u) = =(u) — ﬂe_ﬂ“/ ePUp(v)dv — Ze P, (4-3)
c c 0 ¢

derivando em relagao a wu, obtemos

A AgZe P Age do
W) = S0+ 2 [ - 2 [ewu) . eﬁow(o)du}
+ )\Cﬁeﬁ”. (4-4)
De (4-3), temos
“ A A
/0 e (v)dv = —ﬁ [@Z)'(u) — Ezb(u) + Ceﬂ“} )
Substituindo a parcela da integral na expressao( 4-4) resulta em:
A A A A A
W) = 2000 =5 [o - o)+ 2e ] - My oo
A
= 2y/(w) - B (w)

- v (5-3).
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Esta expressao corresponde a uma equagao diferrencial cuja solucao é ¥ (u) =
ki + kgef(m%)“. Utilizando a hipétese de que ¢ > Apy, isto é, ¢ > AF[X],

entdo ¢ > % implicando que ﬁ > % Sabemos que lim Y(u) = 0, entao
1Lm P(u) = hm ki + kye~P=2)% =, = 0. Além disso, w(O) =ky.

Desta forma, concluimos que ¥(u) = kgef( e = 77/}(0)67(57%)” ou
ainda que ¢'(u) = (% - 0) 1/1(0)6_(5_%)“ = —-(B- %) (u). Ao substituir
Y'(u) em (4-3), obtemos

A A
W) = 2o~ 2 [ ety — 2
0
—(ﬁ—i)ww>=Aww»—ﬁlﬂééﬂﬁwwm@—fm
— & —Bu b B 2 o—Bu
Bip(u) = _ /0 e w(v)dv+ce
Y(u) = 2\eﬁ“/0 eﬁ“w(v)dv + ;666“

Fazendo u = 0, temos que 1(0) = % Assim temos a seguinte expressao

fechada para probabilidade de ruina eventual,

wlu) = v(O)e () = S, (4-5)
Teorema 4.2 Para u > 0, temos que a equagdo de ¥ (u) satisfaz a sequinte
equacao:
A [ A
v =2 [T0=P@lde+ 2 [l - Pl @)

ou entdo, de forma equivalente, em termos da probabilidade de sobrevivéncia,

B(w) = 1 - (u),
5w =50+ 2 [ "B - o)1 - Po)ds (17)

Prova do Teorema: De (4-2), integrando varidvel u em (0, t|, obtemos

/th//(u)d /w du—// D —p)dedu, (48

Resolveremos apenas a integral dupla do segundo membro da igualdade,

aplicando integral por partes da seguinte maneira: seja w = (u — z) e
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dv = d[1 — P(z)]. Entéo, 2 = L¢(u—z) e v =1— P(z). Com isso,

| reitt=ayie =~ [To— a1 - Pw)

=~ ([p-on-rorr - [* L= o0 - Pei).

Tendo em vista que P(0) = 0, vem:
[ it - s = —(W -

(u)] -
— B - /

substituindo o resultado em ( 4-8), obtemos

[Fwa = 2 [ [ o - paji -2 [
~ C/O/O S~ 1)1~ Plo)]drdu
_ 2/0t¢(o)[1— du—// - U(u— )1 - P(a)ldedu.

Sabe-se que L¢)(u — ) = —Lip(u — z), entdo

/()twl(u)du:i\/otlﬁ(())[l— W)du + 2 // qu¥ = o)l = P(z)|dvdu.

Mudando a ordem de integragao, temos

/Otwl(U)du - i\/otw(())[l—P( )du + = / /dd (4 — 2)duds

= 2 [on - P2 /[ P)][(t - ) - 5(0))dz

C
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Entretanto, note que ¢(0) é desconhecido. Entdo, da equacdo (4-7) temos
_ _ N
Y(u) =9(0) < = | 1 = P(x)]dz,
0

pois, ¥(u — z) € (0,1). Calculando o limite quanto u — oo temos que
lim, oot (u) = 1. Assim,

1—(0) < - /000[1 — P(x)dx = =E[z] = é101
P(0) >1—=p;
Como m ’\pl , entao
1 0

T 1+0)  (1+6)

Por outro lado, da Desigualdade de Lundberg temos que 1 (u) < e~ portanto

(u) > 1 — e B, Consequentemente,

/Ou[l — P(2)]Y(u — z)dx > /Ou[l — P(2)](1 — e Bl=2))dy,

Entao de (4-7), temos que

D) —T0) > 2 / "1 e R P(a)d

_ 2 /Ou[l — P(z)|dx — ie‘R“ /Ou e [1 — P(x)]dz. (4-9)

C C

ao calcular a segunda integral quando u — 0o, obtém-se

/ Rrp — )]dx —/ / y)dydz;

0

mudando a ordem de integragao, temos

| e n=pwlae = [Tot) [ eandy =5 [Tt = 1)ay

0 0 0 R

_ l Ry / —— _

— R{/ dy ]—R(MX(R) 1)
_ 1
R

cR
1+ —-—1
(U )

y\n
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Substituindo o resultado acima na equacao (4-9) e calculando o limite quando

u — oo, temos que lim e~ =0 e lim ¥ (u) = 1. Logo;
U— 00

U—00

1-30) = 2 [T Pls = 2B
¢ Jo c
— A
50) < 1-Spr
Como ?10 = %, entao
_ 1 0
<1-— = .
A e R )
Como consequéncia, temos
0 — 0
<YP(0) <
(1+6) sv(0) = (1+6)
o que implica
»(0) = 150 0> 0.
Para encontrar ¥(0), basta fazer ¢(0) = 1 — ¥(0). Como 0 = s 1= %

e (0) =1 — 22 chega-se ao seguinte resultado

c

L _

YO =13

Para encontrar a equacao (4-6) basta lembrar da seguinte relagao ©(u) =

1 —9(u). Assim, podemos escrever

o) = 1= =1- (1= 2+ 2 [0 = ool - Pljar)

_ ipl _ 2 [/Ou[l — P(a))de — Ouw(u o) — P(x)]d:v]
_ i\E[X} _ i /Ouu — P(a)]da + 2 Ouw(u )1 - P(x))dz
)\ u

0
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