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3
O limite superior de Lundberg para a probabilidade de ruina
eventual

Como na maioria dos casos nao é possivel conseguir uma expressao
fechada para a probabilidade de ruina, ¥ (u). Utilizando o modelo (2-1),
Lundberg apresentou uma desigualdade, que ficou conhecida na literatura
como desigualdade de Lundberg, a qual fornece um limitante superior para a
probabilidade de ruina, assumindo a existéncia de um coeficiente de ajuste que
é denotado por R. Neste capitulo apresentaremos a desigualdade de Lundberg

e o coeficente de ajuste R.

3.1
Coeficiente de ajuste

Considere que para uma variavel X cuja fungao geradora de momentos

mx (r) exista para —oo < r < 7, tal que lim mx (r) = +oo.
r—y

Lema 3.1 Seja X > 0 a variavel aleatéria que representa o valor da inde-

nizagcao onde v > 0. Entao para quaisquer numeros A\, ¢ > 0, temos que

lim [Amx (r) — cr] = +o0.
r—y

Dado um modelo de risco onde o processo S(t) tem distribuigao de

Poisson composta, definimos a fun¢ao de ajuste por A(r) = Amx(r) — X\ —cr

e a equagdao de ajuste por

A(r)=Amx(r) =X —cr=0.

O coeficiente de ajuste, denotado por R, para o processo de reservas é a
Unica raiz positiva de A(r).
Faremos algumas consideragoes sobre A(r) para mostrarmos que ela

possui somente uma raiz positiva.

— A(r) é continua;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0621197/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0621197/CA

Ruina e Resseguro: modelos continuos e suas aproximagdes 23

— r = 0 é sempre raiz de A(r), pois A(0) = Amx(0) = A —c.0 = A(0) =
AE [e"] = A= A0) =X =X =0;

— A(r) é decrescente na vizinhamga de zero, pois A'(r) = Am/y(r) — ¢ =
A'(0) = My (0) — ¢ = A'(0) = AE[X e ](0) — c = A'(0) = AE[X](0) —
c <0

— A(r) é convexa, pois A”(r) = Am/ (r) = AE [X2e"¥] > 0;

— lim [Amx(r) — A — er] = +o0.
r—y

Consequentemente segue que A(r) terd uma tunica raiz positiva, pelo
teorema do valor intermediario.

Na figura 3.1 apresentamos o grafico de A(r) para um processo
de reserva de Poisson onde as indenizacoes individuias tem distribuicao
Gama(2,0.01),A =30e 6 =0.2. E possivel verificar que R = 0.001134.
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Figura 3.1: Func¢ao de ajuste onde os temos como parametros do Processo de
reservas A = 30 e 6 = 0.2 e as indenizacoes individuais com distribuicao
Gama(2,0.01).

Em alguns casos é possivel resolver explicitamente a equacao de ajuste
para o coeficiente de ajuste R. Temos como exemplo um modelo de risco

coletivo, onde as indenizacoes individuais tem distribuicao exponencial com

parametro 3. Assim E[X] = % e a fungao geradora de momento mx(r) sera

dada por % Entao a equacao de ajuste ficard da seguinte forma:

A(T):)\i—)\—cr:().

B—r
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Ela possui raizes em 7 = 0 e em 7 = —\/c, mas sabemos que ¢ = (1+60)\p; =
A(1+6)
B

, entao o coeficiente de ajuste tem a forma:
0
r=
1446

Porém na maioria dos casos é necessario utilizar métodos numéricos para

(3-1)

encontrar o coeficiente de ajuste, como por exemplo o método de Newton-
Raphson.

Quando utilizamos um método numérico para o calculo do coeficiente
de ajuste, é necessario um valor inicial, que podemos obter fazendo uma

observacao na definicao do coeficiente de ajuste R. Pois pela definicao temos

Mt cR = AMy(R) = A / X f () da

+oo 2,2
> )\/ [1+R3§+ R; ] fx(x)dx
0

RQE(XQ)

2]

= 2(A+cR) > A [2+2RE(X) + R*E(X?)]
2(c— AE(X))  20E(X)

= R= AE(X?) EBE(X?)°

= A [1+RE(X)+

Isso fornece um limite superior til, independente de A, para o coeficiente

de ajuste.

3.2
Desigualdade de Lundberg
A desigualdade cldssica de Lundberg nos mostra o quanto o coeficiente

de ajuste R ¢é util para dar um limite superior para a probabilidade de ruina

(u).

Teorema 3.2 (Desigualdade de Lundberg) Considere que S(t) tem dis-
tribui¢ao Poisson composta (At, P(x)), com P(X <0) = P(0) =0 e o coefici-
ente de ajuste R existe. Entao a Desigualdade de Lundberg é dada por

Y(u) < e v (3-2)

Prova do Teorema: Seja 1), (u) a probabilidade de ruina antes ou na n-ésima

indenizagao. Sabemos que o lim ¥, (u) = ¥ (u), entdo precisamos mostrar por
n—oo

inducao que 9(u) < e f. Para n=1 a rufna s6 podera ocorrer na primeira

indenizacao e por definicao temos que o tempo até a primeira indenizagao tem
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distribuicao exponencial de média % Entao

i) = P(0<T <o0]N[U(t) <0]) = P[0 < T < 00] N [+ ct — S(t)] < 0)
~ P0<T <oo]A[X) > u+cf]) = /Oo /OO e F(z)dadt.

Como R é positivo devido as consideracoes anteriores e x > u + ct; logo

—R(u+ct—x)

u+ ct —x < 0, implicando que e é um valor maior que um. Assim,

Wy (u) §/ )\e_’\t/ e~ Rlutet=o) £ () dadt.
0 u+ct

Aumentando o limite de integragao, obtemos

Pi(u) < / )\B_At/ e~ Blutet=a) £ () dadt
0 0
= e_R“/ )\e_’\te_RCt/ e f(x)dxdt
0 0
= eR”/ )\et(MRC)/ e 1 f(2)dxdt
0

0
— ¢ Bu / )\mX(R)eft(AJch)dt’
0

que, fazendo a substituigao AMx(R) = X\ + ¢R, resulta em:

Pr(u) < e fv / (A4 cR)e" 1R gt
0
— e—Ru
pois o integrando da ultima integral corresponde a funcao densidade de
probabilidade da Exponencial(A + cR).
Seguindo o raciocinio andlogo para n = 1; temos que para n = 2 a ruina

86 ocorrerd na primeira indenizacao ou na segunda indenizacao, entao:

Po(u) = P(0<T <oo]N[X) > u+ ct])
+ P(0<T <oo]N[Xy>u+ ct] N (X, ocorre ruina)).

Pois, se a ruina ocorreu na primeira indenizacao, consequentemente, a segunda
indenizagao ocorrera com o sistema em ruina e consequentemente com proba-
bilidade um. No caso em que a primeira indenizacao nao leva o sistema a ruina,
o sistema fica na segunda indenizagao com probabilidade 1 (u + ¢t — x); onde

u—+ ct —x é o valor de U(t) apds a primeira indenizagao, tal que x representa
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o valor da primeira indenizacao. Entao

00 00 [es] u+-ct
o(u) = /0 e M +tf(x)dmdt+/0 )\e’\t/o f(@)1(u+ ct — x)dxdt

00 00 00 u+ct
< / )\e_’\t/ e_R(”+Ct_””)f(x)dxdt+/ )\e_’\t/ f(x)e  BOtet=o) gaqt,
0 u+ct 0 0

sabemos que, por hipétese 1 (u)(u + ct — ) < e~ fu+e=) temos

o] 00 u-+tct
Po(u) < / Ae M [ / e~ lutet=2) £ () dadt + / f(m)eRW*C”)dxdt]
0 U 0

+ct

= / )\e_’\t/ e_R(“+Ct_z)f(:p)dxdt:e_R”/ )\e_’\+CR)t/ e p(x)dadt
0 0 0 0
efRu7

como em ¥y (u).
Supondo valido para n, temos que provar para n + 1. Usando o mesmo
raciocinio anterior e considerando, agora, que a ruina acontece na primeira ou

nas n indenizacoes seguintes, temos

00 00 [es] u+-ct
Upi1(u) = / e M f(z)dzdt + / e M / f(@)n(u+ ct — x)dxdt
0 u-+ct 0 0
00 o) 00 u+ct
< / Ae™ M f(z)e™ Blutet=o) dody +/ )\6_’\t/ f(x)e  Fetet=o) gaqt
0 u+ct 0 0

00 u+-ct
= / e ™M { f(x)e_R(“JrCt_I)dxdtJr/ f(x)e_R(““t_"”)dxdt]
0 0

u+ct

_ / )\e—)\t/ f(x)e—R(u-‘rct—z)dxdt _ e—Ru/ )\e—()\+cR)t/ f(x)eRxdxdt
0 0 0
e

0

Portanto, 4, (u) < e, O

A figura 3.2 apresenta o grafico da probabilidade de ruina em funcao do
tempo t para um modelo de risco coletivo onde as indenizagoes individuas tem
distribui¢ao Exponencia(0.1), A\ =1 e 6 = 0.1 e reserva inicial u = 100. Para
esse processo o coeficiente de ajuste serda R = 0.090909 e consequentemente
e R0 — 0.4028903, que é representado no gréafico através de uma linha sélida.
Podemos observar que a probabilidade de ruina nao ultrapassa o valor do

limitante superior proposto por Lundberg.
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Probabilidade de ruina em fungao do tempo
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Figura 3.2: Probabilidade de ruina em funcao do tempo e o Limitante de
Lundberg para um processo de parametros A = 1, 8 = 0.1 e indenizacoes
individuais com distribui¢cao Exponencial(0.1).
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